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Sur  cette  fécondé  Edition. 


Géométrie  eji  à^me  Ji 
utilité  J Cr  ilejl 
ft  neceffaire  de  bien  con^ 


nohre  les  rapports  <jui 
fe  rencontrent  entre  di- 
verfes  Grandeurs:  qu’il 
ejl  prefque  impojfible  de 
faire  aucun  propres  ccnfiderahle  dans  les 
uirts  liberaux  ■y  fans  avoir  quelque  teintu- 
re de  cette  Science.  Il  [croit  à defirer  que 
l’on  's’y  appliqu.it  pl:es  qu’on  ne  fait  , Cr* 
que  cette  connoiffance  devint  plus  commune. 
Car  outre  l’ufage  continuel  qu’on  en  peut 
faire  dans  tous  les  Arts  avec  un  très  grand 
avantage  : un  Efprit  Géométrique  efl  plus 
jujle  que  celui  qui  ne  l’ef  pas  , C7“  beau- 
coup moins  fujet  à prendre  la  vrai-femb lan- 
ce pour  la  vérité.  C’ejf  pourquoi  Ion  ejl  rede- 
vable a ceux  qui  travaillent  a rendre  cette 
Science  facile  , O"  en  particulier  à l’Au- 
theur  ; non  feulement  de  nous  avoir  dom.e  cet 
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nouveaux  Elenuns^  fans  lefquels  plujteurf 
perfonnes  n’auroient  jamais  eu  de  goût  pour 
une  connoijfance  ejui  demande  tant  d’applica^ 
tion  : mais  aujji  de  ce  cptil  a pris  la  peine  de 
les  corriger , Cr  d’y  faire  plufieurs  change^ 
mens  conftderables.  La  matière  qui  y ejl  trai- 
tée, principalement  dans  les  quatre  premiers 
Livres  ^ ejl  d’elle  même  Ji  abfiraite  qu’il 
ne  faut  pas  s’étonner  fi  plufieurs  fefont  aifé- 
ment  rebutez,  dés  l’entrée  y Cr  s’ils  ont  été 
obligez,  très  fouventde  commencer  par  le  cin- 
quième Livre»  C’efi  dans  le  dejfein  de  lever 
cette  difficulté  que  l’ jiutheur y a changé  beau- 
coup de  chofes , 0^  qu’il  a refait  entièrement 
le  fécond  Cr  le  troifiéme  Livre  : ou  il  expli- 
que la  nature  des  Raifons  0-  des  Proportions 
Géométriques  J foitfimples  y fait  compoféesy 
avec  beaucoup  plus  de  netteté  0-  d’ordre  qu’il 
n’ avait  fait  dans  la  première  Edition.  Et 
l'on  peut  dire  que  la  maniéré  dont  il  fe  fert  ne 
paraîtra  pas  fi  difficile  k ceux  qui  voudront 
■ appliquer  un  peu.  Jl y aurait  ici  affiez,de 
fondement  de  s’ é tendre f tr  la  bonté  de  cét  Ou- 
vrage , qui  fut  reçeu  dés  la  première  fois  avec 
tant  d’ applaudi ffiement»  Aîais  il  efi  plus  à 
propos  de  ne  point  provenir  les  LeEleur s i 0^ 
l'on  doit  efperer  que  l'avancement  que  feront 
dans  la  G eometrie  ceux  qui  fe  fervirontde 
ces  Elemens , en  fera  une  preuve  plus  feure 
que  tout  ce  qu’on  en  pourrait  dire. 
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que  j’aye  quelque  forte  de  li- 
berté  de  parler  avantagcufeuicnt  de 
ces  Nouveaux  Elemens  de  Geomc- 
trie,  puifque  je  n’vay  point  d’autre 
part  que  celle  de  les  avoir  tirez  des 
mains  de  l’Autheur  pour  les  donner  au  Pu- 
blic s mon  dellèin  n’eft  pas  neanmoins  d’en 
faire  voir  icy  l’excellence  , ny  de  les  propofer 
au  monde  comme  un  ouvrage  fort  conlîdera- 
ble.  Je  ferois  plûtoft  porté  à diminuer  l’idée 
trop  haute  que  quelques  perfonnes  en  pouvoienc 
avoir  , étant  très  perfuadé  qu’il  eft  beaucoup 
plus  dangereux  d’eftimer  trop  ces  fortes  die 
chofes,  que  de  ne  les  pas  eftimer  aflèz. 

La  nature  de  toutes  les  Sciences  humaines  ^ 
& principalement  de  celles  ^i  entrent  peu 
dans  le  commerce  de  la  vie,  eft  d’être  mêlées 
d’utilitéz  & d’inutilitez:  & je  ne  fçay  fi  l’on  ne 
peut  point  dire  qu’elles  font  toutes. inutiles  en 
elles-mêmes , & qu’elles  devroient  pafTcr  pour 
un  amufement  entièrement  vain  & indigne  de 
perfonnes  fages,  fi  elles  ne  pouvoient  fervir 
d’inllrumens  & de  préparations  à d’autres  con- 
noiiîànces  vraiment  utiles.  Ainfi  ceux  qui  s’y 
attachent  pour  elles-mêmes  comme  à quelque 
chofe  de  grand  & de  relevé , n'en  connoilïent 
pas  le  vray  ufage  ; & cette  ignorance  eft  en  eux 
un  beaucoup  plus  grand  défaut,  que  s’ils  igno-. 
roien:  abfolument  ces  Sciences. 
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Ce  n’eic  pas  un  grand  mal  que  de  n’être  pas 
Geometre;  maisc’en  eftun  confideiable  que  de 
croire  que  la  Géométrie  eft  une  chofe  fort  eftima- 
ble , & de  s’ellimer  foy-même  pour  s’êrre  rem- 
pli la  tefte  de  Lignes,  d’ Angles,  de  Cercles, 
de  proportions.  C’eli  une  ignorance  très  blâma- 
ble que  de  ne  pas  f cavoir  que  toutes  ces  fpecu- 
lations  ûeriles  ne  contribuent  rien  à nous  ren- 
dre heureux  5 qu’elles  ne  foulagent  point  nos 
miferes;  qu’elles  ne  gucrüTent  point  nos  mauxj 
qu  elles  ne  nous  peuvent  donner  aucun  conten-  " 
temcni  réel  &rfolidej  que  l’Homme  n’eft  point 
fait  pour  cela,  & que  bien  loin  que  ces  Scien- 
ces lui  donnent  fujet  de  s’élever  en  lui-même , 
elles  font  au  contraire  des  preuves  de  la  baflTeflè 
defon  efpritj  puifqu’il  eft  fi,  vain  & fi  vuidede 
vrav  bien , qu’il  eft  capable  de  s’occuper  tout- 
entier  à des  chofes  fi  vaines  & fi  inutiles. 

Cepeu;iant  on  ne  voit  que  trop  par  expérien- 
ce, que  ces  forces  de  connoifiances  font  d’ordinai- 
re jointes  à l’ignorance  de  leur  prix  Sc  de  leur  ufii- 
gc.  On  les  recherche  pour  elles-mêmes;  on  s’y 
applique  comme  à des  chofes  fort  importantes;on 
en  faitlâ  principale  profeffion  ; on  fe  glorifie  des 
découvertes  que  l’on  y fait  ; on  croit  tort  obliger 
le  monde  veut  bien  luy  en  foire  part  ; & 
l’on  s’imagine  mériter  par  là  un  rang  fort  confi- 
derable  entre  les  S çavans  & les  grands  Efprits. 

• Si  cet  Ouvrage  n ’a  rien  de  ce  qui  mérité  la  re- 
putationde  grand  Geometre  au  jugement  de  ces 
perfonnes, , en  quoy  il  eft  très  jufte  de  les  en 
croire  ; au  moins  on  peut  dire  avec  vérité  que 
celuy  qui  l’a  compofé  eft  exempt  du  défout  de  la  • 
tqiémicTi  & que  quoy  qu’il  eftime  beaucoup  le  ’ 
génie  de  plufieurs  perfonnes  qui  fe  mêlent  de  cette 
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Science , il  n’a  qu’une  eftime  très  médiocre  pour 
la  Geometrie  en  elle  même.  Neanmoins  comme 
il  eft  impolfible  de  fe  pallêr  abfolument  d’une 
Science  qui  fert  de  fondement  à tant  d’ Arts  ne- 
ceflàires  à la  vie  humaine  : il  peut  y avoir  quel- 
que utilité  à montrer  aux  Hommes  de  quelle 
forte  ils  en  doivent  ufer  J &de  leur  rendre  cette 
étude  la  plus  avantageufe  qu’il  eft  poflîble. 

C’eft  l'unique  vue  qu’a  eue  l’Autheiu  de  ces 
nouveaux  Elemens.  Il  n’a  pas  tant  confideré  la 
Geomsme,  queTiifage  qu'on  en  pouvoir  faire} 

& il  a cru  qu’en  évitant  ces  défauts  qui  n’en  font  • 
pas  infeparables  , on  s’en  pouvoir  trés-utile- 
ment  fervir  pour  former  les  jeunes  gens  , non 
feulement  à la  juftefle  de  refprit , mais  même 
en  quelque  forte  à la  pieté  & au  reglement  des 
moeurs. 

Pour  comprendre  les  avantages  qu’on  en  peut 
tirer , il  faut  conlîderer  que  dans  les  premières 
années  de  l’enfance,  l’Ame  de  l’Homme  eft 
comme  toute  plongée  & toute  enfevelie  dans 
les  fens,  & qu’elle  n’a  que  des  perçeptions*  ob- 
fcures&confufesdes  objets  qui  font  impreflion 
fur  fon  corps.  Elle  fort  à la  vérité  de  cét  état  à 
mefure  que  fes  organes  fe  dégagent  & fe  foni- 
fîent  par  l’âge,  ficelle  acquiert  quelque  liberté 
de  former  des  penfées  plus  claires  fie  plus  diftin- 
éles,  fie  même  de  les  tirer  les  unes  des  autres,  ce 

Sue  l’on  appelle  raifonnement.  Mais  l’amour 
eschofes  fenfibles  fie  extérieures  lui  étant  deve- 
nu comme  naturel,  & par  la  corruption  de  fon 
origine  Se  par  l’accoutumance  qu’elle  a contra- 
ûée  durant  l’enfance  : les  choies  extérieures 
font  toujours  le  principal  objet  de  fonplailirSe 
de  fa  pente.  Ainli  non  feulement  les  jeunes 
^ ^ gens 
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gens  ne  fe  plaifent  gueres  que  dans  les  chofes  fen- 
fuelles  J mais  même  entre  les  perfonnes  avan- 
cées en  âge  il  y en  a peu  qui  foient  capables  de 
trouver  du  gouft  dans  une  vérité  purement  fpi- 
rituelle  , & où  les  fens  n’ayent  aucune  part. 
Toute  leur  application  eft  toujours  aux  manié- 
rés agréables  ; ils  n’ont  de  l’intelligence  & de  la 
delicatcflc  que  pour  cela»  &ils  ne  fe  fervent  de 
leurelprit  que  pour  étudier  l’agréement  & l’art 
déplaire,  par  les  chofes  qui  flatent  laconcupif- 
cence&  les  fens 

Il  me  feroitaifé  de  montrer  que  cette  difpo- 
Ction  d’efprit  eft  non  feulement  un  très  grand 
défaut  i mais  que  c’eftlafourcedes  plus  grands 
defordres  & des  plus  grands  vices.  Il  eft  vray 
qu’il  n’y  a que  la  Grâce  & les  exercices  de  pieté 
qui  puiflènt  U guérir  véritablement  ; mais  entre 
les  exercices  humains  qui  peuvent  le  plusfcrvirà 
la  diminuer , & à difpofer  même  l’Efprit  à rece- 
voir les  veritez  Chrétiennes  avec  moins  d’oppo- 
fition  & de  degouft , il  femble  qu’il  n’y  en  ait 
gueres  de  plus  propre  que  l’étude  de  la  Géomé- 
trie. Car  rien  n’eft  plus  capable  de  détacher 
l’Ame  de  cette  application  aux  fens,  qu’une  au- 
tre application  à un  objet  qui  n’a  rien  a’agreable 
félon  les  fensj  & c’eft  ce  qui  fe  rencontre  par- 
faitement dans  cette  Science.  Elle  n’a  rien  du 
tout  qui  puifle  fâvorifer  tant  foit  peu  la  pente  de 
l’Ame  vers  les  fens  ; fon  objet  n’a  aucune  liaifon 
avec  la  concupifccnce  j elle  eft  incapable  d’élo- 
queiKe  & d’a^éement  dans  le  langage  ; rien  n’y 
«xcite  les  pallions  ; elle  n’a  rien  ou  tout  d’aima- 
ble que  la  vérité , & elle  la  prefente  à l’Ame  tou- 
te iiuè  & détachée  de  tout  ce  que  l’on  aime  le 
plus  dans  les  autres  chofes,  * 

■ ' ' Ope 
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Quefî  les  veritez  qu’elle  propofe  ne  font  pas 
fort  utiles  ny  fort  importantes,  fi  l’on  en  de- 
meuroit  là  j il  eft  neanmoins  très  utile  & très 
important  de  s’accoûtumeràaimer  la  vérité,  à 
lagoufter,  àenfentirlabeautè.  EtDieufefert 
fouventde  cette  difpofition  d’efprit,  pour  nous 
faire  entrer  dans  l’amour  & dans  la  pratique  des 
veritcz,  qui  conduifent  aufalut,  pour  nous  faire 
voirrUlufion  de  tout  ce  qui  plaift  dans  les  diofes 
fenfibles&exterieures,  & pour  nous  rendre  ju- 
Iles  & équitables  dans  toute  la  conduite  de  nôtre 
vie  i cet  efprît  d’équité  confinant  principale- 
ment dans  le  difcernement  & dans  l’amoiu-de 
la  vérité  en  toutes  les  aflàires  que  nous  trai- 
tons. 

' Mais  la  Geometrie  ne  fert  pas  feulement  à dé- 
tacher l’Efprit  des  chofes  fenhbles,  & à infpirer 
le  gouft  de  là  vérité  j elle  ^prend  auffiàla  re- 
connoiftre  & à ne  fe  laifier  pas  tromper  par 
quantité  de  maximes  obfcures  & incertaines, 

3 ui  fervent  de  principes  aux  faux  raifbnnemens 
ont  les  difcours  des  Hommes  font  tout  remplis. 
Car  fi  l’on  y prend  garde , ce  qui  nous  jette  or- 
dinairement dans  l’erreur  & nous  fait  prendre  le 
faux  pour  le  vray,  n’eft  pas  le  défaut  de  laliaifon 
des  confequences  avec  les  principes,  en  quoy 
confifte  ce  qu’on  appelle  la  forme  des  argumens  ; 
mais  c’eft  l’obfcurité  des  principes  mêmes , qui 
n’étant  pas  exaélement  vrais , & n 'étant  pas  auflî 
évidemment  faux,  prefentent  àl’I^rit  une  lu- 
mière confufe  où  la  vérité  & la  faufilé  font  mê- 
lées j cequicaufeàplufieurs  unefpeced’éblouïf- 
fement  qui  leur  fait  approuver  ces  principes  fans 
les  examiner  davantage. 

Il  eft  vray  que  la  Logique  nous  donne  deux 
^5  ex- 
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exceïïcnres  réglés  pour  éviter  cette  illufion , qui 
font  de  définir  tous  les  mots  équivoques,  &de 
ne  recevoir  jamais  que  des  principes  clairs  & cer- 
tains. Mais  ces  réglés  ne  fuffifenc  pas  pour  nous 
garantir  d’erreur.  Premièrement,  parce  qu’on 
fe  trompe  fouvent  dans  la  notion  même  de  l’é- 
vidence, en  prenant  pour  évident  cequineTeft 
pas.  Et  en  fécond  lieu,  parce  que  quoy  qu’on 
l'çache  ces  réglés,  onn’eftpas  toujours  appliqué 
à les  pratiquer.  Il  n’y  a donc  que  la  Géométrie 
qui  remedie  en  effet  à l’un  & à l’autre  de  ces  dé- 
fauts. C.ar  d’une  part  en  fourniflàntdes  princi- 
pes vraiment  clairs,  elle  nous  donne  le  modelle 
delà  clarté  & de  l’évidence  pour  difcernerceux 
qui  l’ont  de  ceux  qui  ne  1 ont  pas  ; & de  l’autre , 
comme  elle  ne  fe  aifpenfe  jamais  de  l’obfervation 
de  ces  deux  relies,  elle  accoutume  l’Efpritàles 
pratiquer,  & a être  toûjours  en  garde  contre  les 
équivoques  des  mots  & contre  les  principes  con- 
fus , qui  font  les  deux  fources  les  plus  commu- 
nes des  mauvais  raifonnemens. 

Il  ne  faut  pas  diffimuler  neanmoins , que  cette 
coutume  meme  de  rejetter  tout  ce  qui  n’eftpas 
entièrement  clair,  peut  engager  dans  un  défaut 
très  confîderable,  qui  eft  de  vouloir  pratiquer 
cette  exadfitude  en  toute  forte  de  matières,  ôc 
de  contredire  tout  ce  qui  n’eft  pas  propofé  avec 
l’évidence  Géométrique.  •Cependant  il  y a une 
infinité  de  chofes  dont  on  ne  doit  pas  juger  en 
cette  maniéré,  & qui  ne  peuvent  pas  être  rédui- 
tes à des  demonffrations  méthodiques.  Ëc  la 
raifon  en  eft , qu’elles  ne  dépendent  pas  d’un 
certain  nombre  de  principes  grofliers  & cer- 
tains, comme  les  veritez  Mathématiques  î mais 
d’un  grand  nombre  de  preuves  & de  circonftan- 

ces 
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•ces  qu’il  faut  que  l’Efpric  voye  tout  dun  coitp , St 
quin’etant  pas  convainquantes  feparémentj  ne 
laiflèntpasde  perfuaderavec  raifon , lors  qu’el- 
les font  jointes  & unies  enfemble.  La  plupart 
des  matières  morales  & humaines  font  de  ce 
nombre  j & il  y a même  des  veritez  de  la  Reli- 
gion qui  fe  prouvent  beaucoup  mieux  par  la  lu- 
mière de  plulieurs  principes  qui  s’entr’aidenc  & 
fefoùtiennent  les  uns  les  autres,  que  par  desrai- 
fonnemens  femblablesaux  demonilrations  Géo- 
métriques. 

C’eft  donc  fans  doute  un  fort  grand  défaut  que 
de  ne  faire  pas  diftinéhon  des  matières  ; d 'exiger 
par  tout  cette  fuite  méthodique  de  proportions 
que  l’on  voit  dans  la  Geometrie;  de  faire  diffi- 
culté fur  tout,  &de  croire  avoir  droit  derejct- 
rer  abfolument  un  principe , lors  qu’on  juge  qu’il 
peut  recevoir  quelque  exception  en  quelque  ren- 
contre. 

Mais  fi  ce  défaut  eft  afîez  ordinaire  à quelques 
Geomerres,  il  ne  naift  pas  neanmoins  de  la  Geo- 
metrie même.  Cette  Science  étant  toute  véri- 
table ne  peut  pas  authorifer  une  conduite  qui  n’cft 
fondée  que  fur  des  principes  d’erreur.  Car  il  n’eft 

{>as  way  qu’un  principe  qui  ne  prouve  pas  abfo- 
ument  ne  prouve  rien  ; & que  ne  prouvant  pas 
tout-feul , il  ne  prouve  pas  étant  joint  à d’autres. 
Il  y a differens  degrez  de  preuves.  Il  y en  a donc 
on  conclud  la  certitude , & d’autres  dont  on  con- 
clud  l’apparence  j & de  plufieurs  apparences 
jointes  enfemble  on  concled  quelquefois  une  cer- 
titude à laquelle  tous  les  Ei'piits  raifon  nablesfe 
doivent  rendre.  Il  n’ell  pas  abfolument  certain 
que  l’on  doive  voirie  Soleil  quelqu’un  des  jours 
de  l’Année  qui  vient,  je  le  dois  neanmoins  croi- 

* <5  reî 
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re  ; & je  ferois'  ridicule  d’en  douter  , qùoy 
qu’il  foit  impoffibic  de  le  démontrer.  La  Rai- 
Ion  ne  doit  donc  pas  prétendre  de  démontrer 
Géométriquement  ces  choies  j mais  elle  peut 
prouver  Geometriquement  que  c’eft  une  fotti- 
fe  de  ne  les  pas  croire  : Sc  c’eft  en  cette  ma- 
niéré qu’on  fe  peut  fervir  de  la  Géométrie 
même  dans  ces  fortes  de  matières  , pour  fiiire 
voir  plus  clairement  la  force  de  lar  vrai-fem- 
blance  qui  nous  les  doit  faire  croire. 

Outre  ces  utilitez  que  l’on  peut  tirer  de  la 
Géométrie , on  en  peut  encore  remarquer  deux 
autres  qui  ne  font  pas  moins  confiderables. 
Il  y a des  veritez  importantes  pour  la  condui- 
te de  la  vie  8c  pour  le  fkluc  , qui  ne  laiflènt 

Eas  d’être  difficiles  à comprendre , & qui  ont 
efoin  d’une  attention  pénible  j Dieu  ayant 
voulu,  comme  dit  S- Auguftin , que  le  pain  de 
l’Ame  fe  gagnaft  avec  quelque  forte  de  travail 
aufïï  bien  que  le  pain  du  Corps.  -Et  il  arrive 
de  U que  plufieurs  perfonnes  s’en  rebutent  par 
une  certaine  parelïe , ou  plûtoft  par  une  deli- 
cateflè  d’efprit  qui  leur  donne  du  dégouft  de 
tout  ce  qui  demande  quelque  effort  & quelque 
forte  de  contention . Or  l’etude  de  la  Geowetrie 
eft  encore  un  remede  à ce  défaut  j car  en  ap- 
pliquant l’Efprit  à des  veritez  abftraites  & dif- 
ficiles , elle  lui  rend  faciles  toutes  celles  qui 
•demandent  moins  d’application;  comme  en 
accoutumant  le  corps  à porter  des  fardeaux 
pezans,  on  fait  qu’il  ne  fent'prefque  plus  le 
poids  de  ceux  qui  font  plus  légers. 

Non  feulement  elle  ouvre  l’Efprit  & le  for- 
tifie pour  concevoir  tout  avec  moins  de  pei- 
ne i mais  dlc  &it  auffi  qu’il  devient  plus  éten- 
du 
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du  & plus  capable  de  comprendre  plufieurs 
chôfesàla  fois.  Car  les  veritez  Géométriques 
ont  cela  de  propre  qu  elles  dépendent  d’un  long  , 
enchaînement  de  principes  qu’il  faut  fuivre 
pour  arriver  à la  conclufion  ; & comme  cette 
condufion  tire  fa  lumière  de  ces  principes , il 
faut  que  l’Efprit  voye  en  même  temps , & ce 
qui  éclaire  & ce  qui  eft  éclairé  : ce  qu’il  ne 

peut  faire  fans  s’étendre  , & fans  porter  fâ 
veuë  plus  loin  que  dans  fes  adions  ordinai> 
res. 

Cette  étendue  d’efprit , qui  paroift  dans  la 
Geometrie  , eft  non  feulement  très  - utile 
pour  tous  les  fujets  qui  ont  befoin  de  raifon- 
nement  : mais  elle  eft  aufli  très  admirable  en 
elle-même  ; & il  n’y  a gueres  de  qualité  de 
nôtre  Ame  <jui  en  fàlîe  mieux  voir  la  gran- 
deur , 8c  qui  détruife  (Avantage  les  imagina- 
tions bafles  & groflieresdeceuxquivoudroient 
la  faire  pafler  pour  une  matière.  Car  le  mo- 
yen de  s’imaginer  qu’un  Corps,  c’eft  à dire, 
un  Eftre  où  nous  ne  concevons  qu'une  étendue 
figurée  & mobile  , puifïè  penetrer  ce  grand 
nombre  de  principes  tout  îpirituels  qu’il  faut 
lier  enfemble  pour  la  preuve  des  propofitions 
que  la  Geometrie  nous  démontre , & qu’il 
porte  même  fa  veuë  jufques  dans  l’Infinypour 
en.alTeurer  ou  en  tirer  plufieurs  chofes  avec 
une  certitude  entière  ? Elle  nous  fait  voir  par 
cxepaple  , que  la  Diagonale  & le  côté  d’un 
Quarré  n’ont  nulle  mefure  commune  j c’eft  à 
dire  , que  l’Efprit  voit  que  dans  l’infinité  des 
parties  de  differente  grandeur  qu’on  y peut 
choifir , il  n’y  en  a aucune  qui  puilTe  mefurer 
exaélcment  l’une  & l’autre  de  ces  deux  lignes. 
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On  peut  dire  que  toutes  les  propofitions 
Géométriques  font  de  même  infimes  en  éten- 
due î parce  que  Ton  n’y  conclud  pas  ce  qu’oa 
démontre  d’une  feule  Ligne , d’un  feul  An- 
gle , d’un  feul  Cercle  , d’un  feul  Triangle  : 
mais  de  toutes  les  Lignes  , de  tous  les  An- 
gles , de  tous  les  Cercles , de  tous  les  Trian- 
gles j & qu’ainfi  l’Efprit  les  renferme  & les 
comprend  tous  en  quelque  forte , quelque  in- 
finis qu’ils  foient.  Or  que  tout  cela  fe  puifle 
faire  par  le  bouleverfement  d’une  matière,  & 
qu’en  la  remuant  elle  devienne  capable  de  com- 
prendre des  objets  fpirituels,  & d’en  compren- 
dre même  une  infinité  : c’eft  ce  que  peribnne 
ne  fçauroit  croire  ny  penfer , pourvu  qu’il  veuil- 
le de  bonne  foy  fonger  à ce  qu’il  dit. 

Ce  font  ces  reflexions  qui  ont  fait  juger  à 
l’Authenrde  cesElemens,  qu’on  pouvoir  ftire 
un  bon  ufage  de  la  Goemetrie  j mais  ce  n’eft 
pas  neanmoins  ce  qui  l’a  porte  à travailler  à 
en  faire  de  nouveaux  , • puifqu’on  peut  tirer  , 
tous  ces  avantages  des  livres  ordinaires  qui  en 
traitent.  Ils  portent  tous  à aimer  la  vérités  ils 
apprennent  a la  difcerner  ; ils  fortifient  la  Rai- 
fon  } ils  étendent  la  veuë  de  l’Efprit , & ils 
donnent  lieu  d’admirer  la  grandeur  de  l’Ame 
de  1 Homme  , & de  reconnoiftre  qu’elle  ne 
peut  être  autre  que  fpirituelle  & imtnoi  telle. 

Ce  qui  lui  a donc  lait  croire  t^u’il  croit  utile 
de  donner  une  nouvelle  forme  a cette  Scien- 
ce, eft,  qu’étant  perfuadé  quec’étoit  une  cho- 
fe  fort  avantageufe  de  s’accoûtumer  à réduire 
fes  penfées  à un  ordre  naturel,  cét  ordre  étant 
comme  une  lumière  qui  les  éclaircit  routes  les 
unes  par  les  autres  : il  a toujours  eu  quelque 
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peine  de  ce  que  les  Elemens  d’Euclide  étoient 
tellement  confus  & brouillez  , que  bien  loin 
de  pouvoir  donner  à rEfprit  l’idée  & le  gouft 
du  véritable  ordre  , ils  ne  pouvoient  au  con- 
traire que  l’accoiitumer  au  defordre  & à la 
confufion. 

Ce  défaut  lui  paroiflbit  confiderable  dans 
une  Science  dont  la  principale  utilité  eft  de  per- 
fedtionner  la  Raifon  ; mais  il  n’euft  pas  pen- 
fé  neanmoins  à y remédier,  fans  la  rencontre 
que  je  vai  dire  qui  l’y  engagea  infenfiblement. 
Un  des  plus  grands  Efprits  de  ce  fiecle,  & 
des  plus  célébrés  par  l’ouverture  admirable 
qu’il  avoir  pour  les  Mathématiques , avoir  fait 
en  quelques  jours  un  Eflày  d Elemens  de 
Geometrie;  & comme  il  n’avoit  pas  cette  veuc 
de  l’ordre,  ils’étoit  contenté  de  changer  plu- 
fieurs  des  démonftrations  d’Euclide  , jxjur  en 
fubftituer  d’autres  plus  nettes  & plus  naturel- 
les. Ce  petit  Ouvrage  étant  tombé  entre  les 
mains  de  celuy  qui  a depuis  compofé  ces  Ele- 
mens , il  s’étonna  qu’un  fi  grand  Efprit 
n’euft  pas  été  frappé  de  la  confufion  qu’il 
avoir  laifiee  pour  ce  qui  eft  de  la  méthode,  & 
cette  penfée  luy  ouvrit  en  même  temps  une 
maniéré  naturelle  de  difpofer  toute  la  Geome- 
trie j les  démonftrations  s’arrangèrent  d’elles 
mêmes  dans  fon  Efprit , & tout  le  corps  de 
l’Ouvrage  que  nous  donnons  maintenant  au 
Public  le  fo.Tna  dans  fon  idée. 

Cela  luy  fit  dire  en  riant  à quel<jues-uns  de 
fes  amis , que  s’il  avoir  le  loifir  , il  luy  feroit 
facile  de  faire  des  Elemens  de  Geometrie 
mieux  ordonnez  que  ceux  que  l’on  luy  avoit 
montrez  i mais  ce  n’étoit  encore  qu’un  projet 
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en  l’air  qu’il  avoir  peu  d’efperance  de  pouvoir 
exccuter  , quoi  que  quelques  perfonnes  l’en 
priairenr;  parce  qu’il  "^uroit  fait  fcrupule  d’y 
employer  un  temps  où  il  auroit  été  en  état  de 
faire  quelqu’autre  chofe. 

Il  eft  arrivé  neanmoins  depuis  que  diverfes 
rencontres  luy  ont  donné  le  loifir  dont  il  avoir 
belbin  pour  cela.  Il  fut  une  fois  obligé  par 
une  indifpofition  de  quitter  fes  occuf>ations or- 
dinaires , & il  trouva  Ton  foulagement  en  fe 
déchargeant  d’une  partie  de  ce  qu’il  avoir  dans 
l’Efprit  fur  cette  matière.  Une  autrefois  il  fe 
trouva  quatre  ou  cinq  jours  dansunemaifonde 
Campagne  fans  aucun  livre  , & il  remplit 
encore  ce  vuide  en  compofant  quelque  par- 
tie de  ce  Traité.  Enfin  en  ménageant  ainfi 
quelques  petits  temps,  il  a achevé  ce  qu’il 
avoir  deflein  de  faire  de  cét  Ouvrage  , s’é- 
tant borné  d’abord  à la  Geometrie  des 
Plans,  comme  pouvant  fuffire  au  commun  du 
monde. 

C^elques  perfonnes  fe  font  étonnez  qu’en 
écrivant  d’une  matière  fi  étendue , & qui  a été 
traitée  par  un  fi  grand  nombre  d’habiles  gens, 
il  ne  leiit  pour  cela  aucun  livre  de  Geometrie, 
n’en  ayant  point  même  dans  fa  Bibliothèque  ; 
mais  il  leur  répondoit , que  l’ordre  le  con- 
duifoit  tellement,  qu’il  ne  croyoir  pas  pouvoir 
rien  oublier  de  confiderable.  Il  ajoatoit  mê- 
me que  cét  ordre  ne  fervoit  pas  feulement  à 
faciliter  l’intelligence  & à foulager  la  mémoire  : 
mais  qu’il  donnoitlieu  de  trouver  des  principes 
plus  féconds,  & des demonftrations  plus  nettes 
que  celles  dont  on  fe  fert  d’ordinaire.  Et  en 
effet  il  n’y  a prcfque  dans  ces  nouveaux  Ele- 
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mens  que  des  dt'monftrations  toutes  nouvelles, 
qui  nai/îènt  d’elles-mêmes  des  principes  qui  y 
font  e'tablis  , & qui  comprennent  un  aflèz 
grand  nombre  de  nouvelles  propofitions. 

On  voit  affez  par  là  qu’il  n’étoit  pas  fort  ^ 
difficile  à l’Autheur  de  la  nouvelle  Logique  ou 
Art  de  penfer,  qui  avoit  veu  quelque  chofedc 
cette  Géométrie , de  remarquer  , comme  il  a 
fait  dans  la  IV.'  Partie  , les  défauts  de  la  mé- 
thode d’Euclide , & d’avancer  qu’on  pourroit 
digérer  la  Geometrie  dans  un  meilleur  ordre. 
C’écoit  deviner  les  chofes  paflees.  Mais  cette 
avance  qu’il  avoit  faite,  fans  fe  hazarder beau- 
coup , a depuis  fervi  d’engagement  à produire 
ce  petit  Ouvrage,  à quoy  l’on  n’auroit  peut- 
être  jamais  penfé.  Car  tant  de  perfonnes  ont 
demandé  au  Libraire  une  nouvelle  Geometrie, 
qu’on  n’a  pas  pû  la  refufer  aux  inftances  qu’il 
a fûtes  de  leur  part  pour  l’obtenir  , n’étant 
pas  jufte  de  fe  foire  beaucoup  prier  pour  fi  peu 
de  chofe. 

On  s’eft  donc  refolu  de  la  donner  au  Public, 

& de  le  rendre  juge  de  l’utilité  qu’on  en  peut 
tirer.  On  croit  feulement  devoir  avertir  le 
monde  qu’il  y aura  peut-être  quelques  perfon- 
nes qui  pourront  trouver  les  IV.  premiers  Li- 
vres un  peu  difficiles , parce  qu’on  s’y  eft  fervi 
de  démonfirations  d’ Algèbre , auxquelles  on  a 
quelque  peine  d’abord  à s’accoutumer.  La 
raifon  qui  a obligé  d’en  ufer  ainfi , eft , que  trai- 
tant des  Grandeurs  en  general , entant  que  ce 
mot  comprend  toutes  les  efpeces  de  quantité, 
on  ne  pouvoir  pas  fe  fervir  de  figures  pour  ai- 
^ der  l’Imagination  j outre  que  l’on  jugeoit  qu’il 
étoic  utile  de  fe  rompre  d’abord  à cette  metho- 
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de , qui  eft  la  plus  fécondé  & la  plus  Géomé- 
trique ; mais  ceux  neanmoins  à qui  elle  fcroit 
î/op  de  peine  ont  moyen  de  s’en  exempter,  en 
commençant  par  le  V.'  Livre  , Sc  ch  fuppo- 
fant  prouvées  quelques Propofîcinns  qui  dt^n- 
dent  des  quatre  premiers.  Ce  remede  elt  ai- 
fé}  & il  ne  les  privera  pas  du  fruit  qu’ils  pour- 
ront tirer  de  la  methoae  de  ces  Elemens , lors 
qu’en  une  féconde  lecture  ils  les  liront  tous  de 
fuite. 

Pour  les  autres  jugemens  au’on  peut  faire 
de  cét  Ouvrage,  comme  il  eft  radie  de  les  pré- 
voir, il  femble  auffi  qu’on  n’ait  pas  lujet  de 
s’en  mettre  en  peine.  Car  s’il  fe  trouve,  des 
perfonnes  qui  le  méprifent  par  des  principes 
plus  élevez  , & par  un  éloignement  de  tou- 
tes ces  fortes  de  fcienccs,  peut-être  ue  feront- 
ils  pas  fort  éloignez  dufcntimentdel’Antheur. 
S’il  y en  a qui  le  blcment  comme  Geometres 
en  y remarqu.mt  de  véritables  fautes , ils  feront 
encore  d’accord  avec  lui , parce  qu’il  fera  tou- 
jours tout-preft  de  les  corriger.  Enfin  ceux 
qui  le  reprendront  comme  Geometres,  mais 
en  fe  trompant  , ne  peuvent  pas  lui  être  fort 
incommodes  , parce  que  c’elt  une  macieré  où 
les  veritez  font  fi  claires  , qu’elles  n’ont  gue- 
res  befoin  d’apologie  contre  les  injuftes  acco- 
fations. 
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definit’ions  de  quelques- 

mts  dont  on  s’efî  fervi  dans  ces  Ele^ 
mens  fans  les  aefinir  , parce  qu’ils 
font  plû-tôt  de  Logique  que  de  Geo~ 
metrie. 

Axiome.  On  appelle  ainfi  une  propo- 
fition  fi  claire  qu’elle  n’a  pas  befoin  de 
preuve  : comme , le  tout  ejt  plus 
grand  que  fa  partie.  Voiez  la  Logique 
IV.  Part.  Chap.  vi. 

D E M A N D E.  On  fe  fert  de  ce  mot  quand 
on  a quelque  chofe  à faire  , qui  eft  fi  facile 
qu’on  n’a  pas  befoin  de  preuve  pour  démon- 
trer qu'on  a fait  ce  que  l’on  vouloir  faire  : 
comme.  Décrire  un  Cercle  d'un  intervalle  dotmé. 

Définition.  Ce  qu’on  appelle  de  ce 
nom  en  Geoinetrie,  eft  la  détermination  d'un 
mot  (mi  pourroit  former  diverfes  idées,  à une 
idée  li  claire  & fi  diftinifte,  qu’elle  revienne 
toujours  dans  l’Efprit  lorfqu’on  fe  fert  de  ce 
mot:  comme.  On  appelle  Parallélogramme  une 
figure  dont  les  côte%  oppofe:^  font  parallèles. 
Voyez  l’Art  de  penfer.  i.  Part.  Chap.  xf.  , 
Th  eoréme.  On  nomme  ainfi  une  pro- 
pofition  dont  il  fautdémontrer  la  vérité  : com- 
me , que  le  quatre  de  la  bafe  d'un  Angle  droit  eji 
égal  aux  quatre^  des  deux  eCte:^. 

PROBLEME.  C’eft  aufli  une  propofition 
qu’il  faut  démontrer  i mais  dans  laquelle  il 
s’agit  de  faire  quelque  chofe  , & de  prouver 
qu’on  a foie  ce  qu’on  avoir  propofé  de  faire  : 
comme  , Faire  pajjier  par  un  point  donné  une 
ligne  parallèle  à une  ligne  donnée* 

Lemme. 


Le  MME.  C’eft  une  proportion  qui  n’eft 
au  lieu  où  elle  eft  , que  pour  fervir  de  preuve 
à d’autres  qui  fuivent.  On  en  peut  voir  des 
exemples  au  commencement  des  Livres  VI.  X. 
& XL, 

Corollaire.  C’eft  une  propofition 
qui  n’eft  qu’une  fuite  d’une  autre  precedente  ; on 
en  peut  voir  un  grand  nombre  dans  le  Livre  IX. 

Mais  il  faut  remarquer , que  pour  mieux  fai- 
re voir  la  dépendance  qu’avoient  plufieurs  pro- 
pofitions  d’une  feule  qui  en  étoit  comme  le 
principe  & le  fondement , on  a quelquefois 
mis  en  Corollaire  ce  qu’on  auroic  pù  mettre 
en  Theoréme , fi  on  avoir  voulu. 

Et  pour  la  même  raifon  , il  y a de  certains 
Théorèmes  à qui  on  a donné  le  nom  de  Pro- 
fofttian  f^ndammaU  • parce  que  toutes  les  Pro- 
pofitions  d’une  certaine  matière  en  dépendent. 
On  en  peut  voir  des  exemples  dans  les  Livres 
VI.  VIII.  X.  XI. 

Explication  de  quelques  Notes. 

SJoi  que  ces  Notes  foient  expliquées 
chacune  en  fonlieu  : neanmoins  on  a cm 
;voir  encore  mettre  ici , afin  de  les  faire 
mieux  entendre. 

-+  Plusi  ainfi  9 -+3,  c’eft  à dire,  neuf  plus 
trois. 

— Moins;  ainfi  14 — i»  c’eft  à dire,  qua- 
torze moins  deux.  ^ 

« Marque  de  V égalité  ; ainfi  9-1- 3^  14 — î» 
c’eft  à dire,  neuf  plus  trois  eft  égal  à quator- 
ze moins  deux. 

; ; Ces  quatre  points  entre  deux  termes  de- 
■ vanr. 


▼ant  , & deux  termes  après  , martpient  que 
ces  quatre  termes  font  proportionels  ou  Arith- 
métiquement, ou  Geometriquement. 

Ainfi,  Arithmétiquement , 7.  3.  ; : 13.  9, 

Et  Geometriquement , 6.  i.  : : iz.  4. 

■77  Ces  mêmes  quatre  points  avec  une  ligne 
qui  les  coupe,  marquent  la  Proportion  conti- 
nue j ainli  -H-  j.  9.  27.c’eft  à dire,  3 eftàp; 
comme  9 elt  à 27. 

Deux  lettres  enfemble  comme  W,  marquent 
quelquefois  une  Grandeur  de  deux  dimenfiôns , 
comme  un  Plan  donc  la  longueur  foit  i & la 
logeur  </.  Mais  d’autres  fois  ce  n’eft  qu’une 
ligne  dont  ces  deux  lettres  marquent  les  deux 
exrremitez  j ce  qu’il  eft  aifé  de  difcerner  par 
le  fujet  que  l’on  traite. 

Les  Livres  fontdivifez  en  Nombres  par  des 
chifires  qui  font  en  marge  ; & c’eft  feulement 
à cela  qu’on  a égard  dans  les  citations  & les 
renvois  à ^quelques  points  des  Livres  prece- 
dens;  le  premier  chiffre,  qui  eft  Romain  mar- 
■quant  le  Livre  j & le  fécond  qui  eft  Arabe  , 
marquant  le  Nombre  de  ce  Livre.  Ainfi 
V.  29.  veut  dire  le  vingt  neuvième  Nombre  du 
Livre  citKjuiéme» 

Que  lî  l’endroit  où  l’on  renvoie  eft  du  meme 
Livre,  on  cite  quelquefois  un  tel  Theorême, 
ou  un  tel  Lcmme , ou  bien  le  Nombre  prece- 
dent avec  cette  marque  S.  qui  veut  dire 
comme  S.  15.  c’eft  a dire,  cy^dtjjuf , Nombre 
If. 
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AVERTISSEMENT 

Sur  cette  nouvelle  Edition. 


T fécondé  Edition  de  Parie  , qui  eft  la  dernîeil 
re  , (y*  fur  laquelle  on  a fait  celle-ci , ef  fi 
vitieufe  \ qu'on  ji  a compté  placeurs  centaines 
de  fautes  effeutielles  ; entr' autres  un  grand  nom^ 

bre  de  citations  fautes.  On  a donc  pris  foin  de  tout 
corriger  : on  a même  éclairci  certains  endroits  qui 
femttoient  un  peu  obfcurs  c?*  ajoùté  les  figures  qui 
manquaient.  Cependant  quelaue  précaution  que  ion 
y ait  apportée , on  n'a  pû  fi  lien  faire  , qu'il  nait 
échapé  aujfi  les  fautes  fuivantes, 

FAUTES  A'  CORRIGER. 

Pag.  31,  lign.  9.  Raifoa  (Ufez)  Grandeut 

Pag.  4c.  lign.  8.  ^ (Hfez)  0 

Pag.  73.  lign.  J.  N,  47*  (Ufez)  II.  47. 

Pag.76.lign.  iy.  de  (lifez)  de  , 

Pag.  84.  lign.  ry.  (liiez)  ’/ . 

Pag.  88.  lign.  j.  : ; i.  c.  (lifez)  : : b.c,  Scbc. 

Pag.  140,  lign.  penult.  membterequation  (lifez)  mera- 
de  l'équation 

Pag.  i8y.  lign.  16.  ( par  le  6.»Lcmme.  ) lifez  ( P« 
U Pxopoficion.  ) 
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GEOMETRIE. 


LIVRE  PREMIER. 

DES  GRANDEURS  EN  general; 
ET  DES  QUATRE  OPERATIONS  , 

Ajouter,  Souftraîre,  Multiplier,  Di- 
vilèr,  entant  qu’elles  fe  peuvent  appli- 
quer à toutes  fortes  de  grandeurs. 

^upposiTîONS  Generales. 

)VTES  1rs  Sciences  fuppofent  des  con- 
Hoiffkncet  naturelles,  ty  elles  ne  con- 
fiflent  proprement  qu'à  étendre  plus 
loin  et  que  nous  [gavons  naturelle- 
ment. 

Ainsi  quoiqu’il  ftmble  que  ce  fois  contre  le 
A vrai 
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vrai  ordre  des  fciences  de  fuppofer  dans  les  fapf- 
rieures  , ce  qui  ne  fe  doit  traiter  que  dans  les  in~ 
fitieures  , comme  qui  fuppoferoit  dans  la  Géomé- 
trie . ce  qui  ne  s'apprendroü  que  dans  l Aflrono- 
unie  ; neanmoins  ce  n'cft  point  centre  cet  ordre  que 
de  fuppofer  dans  une  fcience fuperieure  ce  qui  regar- 
de. l'objet  de  l'inferieure,  lors  que  nous  ne  fuppojons 
que  ce  qui  fe  tient  f^avoir  par  la  feule  lumière  naturel- 
le fans  l aide  d'aucune  fcience. 

C’est  pourquoi  aiant  entrepris  de  traiter 
iey  de  la  quantité  ou  grandeur  en  general  , entant 
que  ce  mot  comprend  I étendue  , le  nombre  , le 
temps,  lesdegrei^devUeffe,  ey  generallement  tout 
te  qui  fe  peut  augmenter  en  ajoùtant  ou  multt- 
f liant  -,  O'  diminuer  en  fouftraiant  ou  divifant  , 
tyc.  je  ne  ferai  point  de  difficulté  de  fuppofer  qu'on 
fait  de  certaines  chofes  qui  femblent  appartenir  à 
la  fcience  des  nombres  qtt'on  appelle  AntbmcticjuC , 
eu  à la  fcienc»  de  l'étendui  qu'on  appelle  Gcomc- 
tric  ; parce  que  je  ne  fuppoferai  rien  qu  on  ne 
fuiffe  f avoir  fans  l'aide  de  l'. arithmétique  ou  delà 
Ceometrie  pour  peu  d’attention  qu  on  y faffè  , ou 
qu'on  ait  déjà  fait. 

PREMIERE  Supposition. 

Je  fuppofe  donc  prcmicremcnt  qu  on  fçachc 
ajouter  & multiplier  de  petits  nombres  , comme 
que  4 & S $ > «luc  J 5 ^ 5 > 

Seconde  Supposition.  * 

Secondement  qu'on  fcache  que  c’eft  la 
même  chofe  dans  la  multiplication  de  commencer 
par  lequel  on  veut  des  deux  nombres  que  l’on  mul- 
tiplie ; comme  que  j fois  - eft  la  même  choie 
que  5 fois  5 ; que  4 fois  6 cft  la  même  choie 
ijuc  6 fois  4. 


■ Troi 
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Troisième  Supposition. 

Je  fuppofe  en  troifu^t  Leu  , que  Ion  fcachc 
<jiic  ce  qu’on  appelle  dorps  , ,cfpacc  , c'rcnduc  , 

( car  tout  cela  lignifie  la  rhêrtic  choie  ) a trois  di- 
nienfions,  longueur,  largeur, '&  profondeur.  Ec 
que  quand  on  les  coiifidcre  toutes  trois , c’df  alors 
que  cette  forte  de  grandeur  s’appelle  propremenc 
rerpsoü  Solide.  Que  quand  on  n’en  confidercque 
deux,  fçavoir  la  longueur  & la  largeur,  on  l’ap- 

pdlc alors  Et  que  quand  on  n’en  confiderc 

qa’unc,  fçavcir  la  longueur,  on  l’appelle  alors  Ligne. 


(Quatrième  Supposition.'  ' 

J £ (nppofo  en  quatrième  lieu , que  la  multipli- 
cation & la  divifion  fe  peuvent  appliquer  à toutes 
grandeurs  , & non  feuiemcut  aux  nombres.  Car 
par  exemple  dans  1 ctaiduë  on  appelle  multiplier  la 
longueur  par  la  largeur,  lors  qu’aiant  un  morceau 
de  tcrie  de  4 perches  de  longueur  & 3 de  largeur, 
on  dit  i7ue  ce  morceau  de  terre  a 1 4 perches  de  lîir-^. 
face.  Et  au  contraire  3 ort  appelle  diviftr  , lors 
que  Içachant  par  exemple  quel  eft  le  contenu  d’un 
morceau d« terre  , commcqu’ilcft  de  ii perches, 
& (çaehantaufli  quelle  en  eltla  longueur,  comme 
de  4 perches,  on  en  cherche  la  largeur  qui  retrou- 
vera c'trede  3 perches.  On  pourroit  encore  donner 
une  autre  notion  de  la  multiplication  & de  la  divifion 
par  rapport  à runitc  ; matscclle-là  fùffit  pour  ce  que 
nous  avons  à faire  , & l’autre  ne  fè  pourroit  bien 
expliquer  qu’en  fiiprofant  des  cho&s  dou;  nous  ne. 
parlerons  que  dans  la  fuite.  - 
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Cinq,xjième  Supposition. 

VI,  Je  (ùppotc  en  cinquicti^e  lieu , c^ue  l'on  Ce  puiP' 
(è  mettre  dans  rcfprit  que  ce  quon  appelle  les 
trois  dimculîons  dans  les  corps  s’applique  par  ac- 
commodation à toutes  les  autres  grandeurs  * & 
même  aux  nombres. 

C A R on  les  confidcrc  quelquefois  comme  n'aiant 
qu’une  dimenlion  , lors  qu’on  ne  fuppofe  point 
qu’on  1«  air  multipliez  par  une  autre  grandeur. 
* tt  alors  on  les  peut  appellcr  grandeurs  linéaires  : 
comme  eft  pat  exemple  le  nombre  de  7 , qu’on 
ne  coofidere  que  comme  étant  compofé  de  fept 
unirez. 

,7  Et  quelquefois  on  les  confidere  comme  aiant 
deux  dimenfions , lorsqu’on  fuppofe  qu’une  gran- 
deur cft  née  de  la  multiplication  de  deux  linéai- 
res } & abrs  on  les  peut  appeller  grandeurs  planer. 
Comme  eft  pat  exemple  le  nombre  de  1 z , lors 
qu’on  le  confidere  comme  étant  né  de  la  multipli- 
cation de  3 par  4.  ‘ ^ • 

• • ' . 
f • • 

Et  enfin  on  les  confidcrc  comme  aiant  trois  di- 
menfions , lors  qu’on  fuppofe  qu’une  grandeur  eft 
née  de  la  multiplication  de  trois  grandeurs  linéai- 
res , ou  d’une  plane  qui  en  a déjà  deux  , par  une 
linéaire.  Et  alors  on  peut  appellcr  ces  grandeurs 
félidés.  Comme  cft  par  exemple  le  nombre  de 
14,  quand  on  le  confidere  comme  né  de  la  mul- 
tiplication de  ces  trois  nombres  z,  3»  45  pareeque 
P fois  } font  6)  Sc  fois  6 fout  Z4. 

Smi- 
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SiXiÉMÊ  SuPPOSITIONr 

Je  (uppofe  enfin  qu’on  s’accoutume  à concevoiï 
généralement  les  chofeÿ  en  les  marquant  par  des 
lettres  (ans  (c  mettre  en  peine  de  ce  tju 'elfes  figni- 
fient  , puis  qu’on  ne  s'en  fert  que  pour  conclure 
que  è en  b,  que  c cft  c : ou  ( ee  qui  eftpris  pouf 
la  même  choie  en  matière  de  grandeu^  fiir  tout 
en  general  ) que  i eft  dml  à i , & f à c:  ou  que 
i multiplie'  par  c eft  ég^  à i multiplid  par  f , ou , 
lèlon  fa  i.c  Suppofition,  à>mult:priépar  ir. 

Cette  remarque  e(t  de  grande  importance.  Car 
on  ne  feroit  que  fe  broüiller , (î  dans  ces  commence- 
mens,  qui  doivent  être  tres-ftihpîes  ,on  vouloit appli- 
quer ce  qu'on  traite  généralement  à des  exemples 
particuliers  dont  la  connoiffance  dépendrait  d’ autres 
principes.  Et  de  plus  , l'une  des  plus  grandes  uti- 
lite\  de  ce  traitté  , efi  d'accoàtumer  l'efprit  h con- 
cevoir les  chofts  d'une  maniéré  fpirituelle  fans  l’ai- 
de d’aucunes  images  fenfiUes , ce  qni  fert  beaucoup 
.*  nousjendre  capables  de  la  tonnoijfance  de  Dieto 
Cf  de  nôtre  ame, 

PRINCIPES  GENERAUX. 

Du  Tout  et  des  Parties. 

T O ir  T E grandeur  eft  confideiéc  comme  din- 
iîble  en  Tes  parties. 

La  grandeur  eft  appellfe  tour  au  regard  de  (es 
parties. 

Lors  qu’une  partie  de  fa  grandeur  eft  contenue 
prccilcfment  tant  de  (bis  dans  (bn  tout , comme  x 
fois , J fois , 4 fois , &c.  elle  s’appelle  partie  ali- 
quote , ou  fimplement  aliqMte. 

On  dit  aulfi  qu’elle  en  cft  la  mefure-,  parce  qu’eU 
k la  mefûre  juftement  étant  prilè  autant  de  fois 
(|u’ii  £uic. 
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Ainli  3 dt  partie  aliquote  de  9 , parce  qu’iî  y 
eft  trois- fois;  5 , partie  aliquotedc  lo  , parce  qu'il 
y cft  4 fois.  ■ ’■ 

Quand  les  parties  aliquotes  d’une  grandeur  (ont 
autant  de  fois  dans  leur  tout  que  les  parties  aliquo- 
rcs  d'une  autre  grandeur  dans  le  leur  > elles  (but 
appellecs  aliquotts  pareiüet  Ainfi  j & 4 , four 
les  aliquqps  pareilles  de  9 & de  1 1 ; parce  que  3 
elt  autant  lie  fois  dans  91  que  4 dans  11  ) l’un  S; 
l’autre  y e'tant  3 fois. 

Le  tout  dl  mefure  à foi-même  , parce  que 
toute  grandeur  eft  contenue  une  fois  dans  Ibi- 
mcmc. 

^jY  On  appelle  poutou  toute  partie  aliquote  ou 
non  aliquote.  Aiuli  4 cft  une  portion  de  1 5 j j 

4c  7. 


' AXIOMES. 

f » 

Di  l’Egaiité  ET  Ine'galit^.  ' 

‘ Le  tout  eft  plus  grand  que  fa  partie. 

* Le  tout  cft  e'eal  à toutes  fes  parties  prifês  cn- 

fcmblc.  . T . ^ 

' Les  grandeurs  égales  a une  meme  grandeur  lont 

IV  II.  i,j 

I Y 1 1 T ^ grandeurs  égales  pn  en  ajoute  d’egalcs,  les 
J'  ' } ' tous  fout  t'gaux.  • ■ ' 

Si  de  grandeurs^  égalés  on ^cn  ofte  d’êgalcs , ,les 
f / reftes  ftront  egau*'.'  ‘ 

j J Si  de  grandeurs  inégales  on  en  ofte  d’e'galcs , les 
•. . ' reftes  feront  inégaux, 

’ Si  à grandeurs  inégales  on  en  ajoute  d’égales  » 

^ les  tous  feront  inégaux. 

. , Les  alivjuotes  pareilles  de  grandeurs  égales  font 

' égales.  Par  exemple , fi  i cft  égal  à e , le  tiers  de 
i fera  égal  au  tiers  de  c,  cela  cft  manifefte.  . 
Et  par  la  même  raifon  deux  grandeurs  (ont  éga- 
• c " les 
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les  quand  leurs  aliquotes  pareilles  (but  égalés.  Si 
le  tiers  de  b cft  égal  au  tiers  de  c,  b cft  égal  à cj 
car  b efl:  égal  à les  trois  tiers  , & c aux  trois/îens. 
Or  fl  un  tiers  cft  (^gal  à un  tiers  j les  trois  tiers 
/ont  égaux  aux  trois  tiers  : puis  que  ce  n’cft  qu’- 
ajoùter  choies  égales  à choies  égales.  Donc 
&c. 

On  peut  marquer  ainll  qu’une  grandeur  cft 
tlgalc  à une  autre  , comme  que  b clt  égal  à f , 

f. 


DES  QUATRE  OPERATIONS,  ’ 
AJOUTER,  &c. 

AddITI  ON. 

Ajouter  , ou  addition  , c’clt  mettre  deux  ou 
plulieurs  grandeurs  cnfemble,  & en  faire  comme 
uu  tout  qui  s’^apptllc  fontme.  ' 

Cela  s’exprime  ainli  b plus  r , & le  marque  ain- 

lî  b — )■  f. 

Soustraction. 

Souftraire,  oa  SoiiflraSion , c'cflrctrancliejrune 
moindre  grandeur  d’une  plus 'grande.  Et  ce  qui 
telù/cc  de  là  s’appelle  rtjic  ou  différence.  Car  ce 
ui  refte  de  la  plus  grande  eft  ceen  quoi  la  plus  grau* 
e lùrpadoit  la  plus  petite.  Si  de  5 je  retranche 
5 , refte  1 , & 1 cft  la  dilTercncc  de  5 à j . 

La  Souftradtion  s’exprime  ainlt  , b moins  e,  (c 
Gt  marque  ainlî  b e.  . 


3 


XX  T. 
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Multiplication, 

Multiplier  ou  Multiplication , c’eft  quand  aiant  ^ ^ y j 
deux  grandeurs  comme  b &c  c,  je  fais  cjue  ce  que 
i'uiiicc  eft  à l'uac  des  deux  , l’autce  lâcll  à ce  qui 

A 4 cefuite 
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rclùlte  de  la  Multiplication  , qu'on  appelle 
iuit. 

Une  toife  cft  à j toifes  , ce  que  4 toifes  font 
à 1 1 ; Et  ainfî  1 1 toiles  cÂ  le  produit  de  3 coi- 
fes  multipliées  par  4. 

szviij.  s’exprime  ainfi  quand  on  ne  fc  Icrt  que  de 

lettres  , À en  c , ou  À par  r ; Il  y en  a qui  le  mar- 
quent ainlî  b H € -,  mais  il  e(ÿ  plus  court  de  les 
mettre  Iculcment  enfemble  £ c > & nous  ne  nous 
Icrvirons  que  de  ce  dernier. 

11  faut  remarquer  qu’une  grandeur  tnarqude  par 
* im  Icul  cara£kere  comme  ou  e , s’appelle  gran- 
deur linéaire,  félon  la  3e  Suppolîtion.  Que  quand 
on  les  joint  enfemble  en  mettant  A c,  cela  ne  veut 
pas  dire  que  l’une  foit  ajoûte'e  à l’autre  ( ce  qu’il 
faudroit  marquer  par  4— *-<,  A^plus  c,  ) mais  que 
l’une  eff  multipliée  par  l’autre,  d’où  naiH  ce  qu'on 
appelle  produit. 

XXII.  s grandeurs  linéaires 

qui  aient  etc  multiplecs  l’une  par  l’autre,  ce  pro- 
duit s’appelle  grandeur  plane  ou  plan. 

XXX.  Et  les  deux  grandeurs  linéaires  d'où  ce  plan  aefré  ' 
produit  , s'appellent  fes  deux  dimenfiont , ou  fer 
deux  càté:^. 

XXXI.  . Et  fi  c'eft  la  même  gnndeur  linéaire  qui  a été 
multipliée  par  foi-même  , comme  fi  ^ en  ^ a fait 
h k , ce.  plan  s’appelle  quarré.  Et  cette  grandeur 
linéaire  fa  racine.  On  marque  quelquefois  lequar- 
rd  aiufi  b<}.  c’elb  à dire  b quuré  ou  bx-  c’ed  à dire 
b de  deux  dimenfons. 

Que  fi  trois  grandeurs  linéaires  font  multipliées 

XXXII.  par  l’autre  , comme  & en  r , & c en  d,  ce 
qui  fait  bcdi^ou  (ce  qui  eft  la  même  chofe  ) fi  une 
grandeur  plane,  commet  c,  eft  multipliée  par  une 
fineairc  , comme  par  d , ce  qui  foit  auffi  b c d : 
ce  produit  s’appelle  filidt , ou  une  grandeur  ie  i 
dimenjtont. 

XXX III.  fi  c’eft  uoc  même  grandeur  qui  eft  multipliée  % 

fois. 
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fois  par  elle-même,  comme  b en  b , Si  b b en  b'. 
ou  ( ce  qui  eft  la  même  choie  ) ü un  quarré , comme 
£ ell  encore  une  fois  multiplié  par  # û racine, 
ce  qui  fait  i ce  Iblide  s'appelle  rK^e  , & la 
racine  de  ce  cube. 

On  marque  quelquefois  Te  cube  ainlî  è^-  c’eft  à 
dire  b cube  , ou  bT-  c’eft  à dire  b de  crois  ditUen- 
üons. 

D r VISIO  N- 

Dîvilèron  Hvi/îon,  c’eft  lors  qu’aiant  lînegran'-xx 
deur  qui  s’appelle  diviftur  , parce  qu’elle  en  doit 
divilcr  une  autre  qui  s’appelle  iividtnie  : on  fait 
que  comme  le  divifeur  eu  au  dividende  , l’unitc 
loit  à ce  qui  naift  de  la  divilion  , qu’on  appelle 
quotient. 

Afin  que  3 divife  1 1 , il  fout  que  )e  trouve  un 
nombre  à qui  l’unité  foie  comme  3 eft  à 1 1 , & 
ce  nombre  eu  4 ; car  3 cft  quatre  fois  dans  1 a , com- 
me-Punité  eft  qiratre  fois  dans  4. 

La  divilion  s’exprime  ainli  b c divilé  par  / & 

fe  marque  ainû  , & cela  s'appelle  , com- 

me j’ai  déjà  dit  j & la  grandeur  de  dclTus  eft  le  di- 
vidende ou  grandeur  h dîvifer.  Si  celle  de  delTous 
eft  le  divifeur. 

C’eft  prelque  toujours  une  grandeur  de  plnliairS 
dlmenlions  qu’on  divile  par  une  grandeur  de  moins 
de  dimenlions.  Car  la  divilion  eft  oppofée  à la 
multiplication  , comme  la  Ibuftraftion  à l’addi- 
tion ; d’où  vient  que  la  multiplication  du  divifeur 
& du  quotient  fait  une  grandeur  égale  à la  gran- 
deur à divilét , parce  que  la  multiplication  re&it 
ce  que  la  divilion  avoit  défiit.  Et  a’où  vient  auHî 
par  la  même  raifon  que  li  on  veut  multiplier  Une 
grandeur  divifée  pat  le  divifeur  même  , on  nTi 
qu’à  ofter  le  divifetu  , & la  grandeur  à divilcr  de*- 
A J,  roeurant 
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incur.uit  (culc  , léra  le  produit.  Ainii  le  produit 
de  en  ^ cft  4 c. 

X X X T.  La  divifion  cil  de  peu  d’ulàge  dans  le  traitd  de 
la  grandeur  eu  general  ; parce  cju’oii  ne  feauroie 
d’ordinaire  déterminer  un  quotient  qu’en  defeen- 
«Unt  à quelque  cl^cc__de  grandeur , comme  l’c'teii- 
duc  ou  le  nombre. 

Il  n’y  a qu’une  rencontre  où  on  le  peut , qui 
eft  lors  que  le  même  caraftere  fe  trouve  dans  la 
grandeur  à divilèr  6c  dans  le  divifèur.  Car  alors 
oftant  ce  catââcrc  de  l’un’ôc  de  l'autre  > ce  q^ui 
icliera  fera  le  quotient. 

Ainù  aiant  ^ le  quotient  fera  c. 

Aiant  * le  quotient  fera  d. 

Aiant  le  quotient  fera  c d. 

DES  GRANDEURS  ^ 

Incomplexes  et  Complexes.. 

Outre  ce  que  nous  avons  remarque'  que  l'on  poU' 
***  V r.  ygit  conlidercr  les  grandeurs  comme  n’aiant  qu’une 
dirr.enlion  > ou  en  aiant  plulieurs  : on  peut  encore  . 
confidcrcr  toutes  ces  fortes  de  grandeurs  linéaires  ^ 
planes , ou  folides  > comme  incomplexcs  > ou  com- 
me complexes. 

J E les  appelle  htnmplexes  quand  on  confidere 
XXXVII.  grandeur  d’une  ou  de  plulieurs  dimenfions  à. 
part,  comme  b,  ou  c d,  ou  i»  » o,  làus  y rien 
ajoûter  ou  en  rien  ofter. 

Et  je  les  appelle  complexes on  y enjoint 
xxxviir.  J’jqtjcs  de  même  genre  par  un  plut  ou  un  wor»r-, 
ou  qu’on  marque  par  un  chiffre  que  la  même 
grandeur  lè  doit  prendre  plulieurs  fois  , comme 
ou4-Hf-+d,  ou  4-4  /——g-,  ou 
b c -{-/gi  on  h c -\  f g — —mn. 

Ou  par  des  chiâtes , comme  j bi 

' ■ Or 
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. Or  comme  il  y a quelque  difticultc  un  peu  plus 
grande  pour  faire  les  operations  donc  nous  ve- 
nons de  parler  fiir  les  grandeurs  complexes  > 
nous  en  donnerous  les  principes  & les  réglés, 

PRINCIPES 

POUB,  faire  lES  Q.UATRE  OPERA- 
TIOMS  SUR  LES  GRANDEURS 

Complexes. 

1.  C H A Q^u  E grandeur  incomplexc  dont  la  x x x r x« 
complexe'  cft  compofc'e  fe  peut  appeller  terme. 

2.  L E plus  & le  moins  font  appeliez  fignei.  j L, 

L E plus  -+  Jigne  aj^rmatif  -,  le  moins  > — — fi- 

gne  négatif. 

5.  Pic  R tout  où  n’cft  point  le  ligne  négatif  y xir. 
l’affirmatif  c(t  fous-entendu.  Ainfi  t A-  c,  vaut 
-A  i -+•  r.  Mais  il  (croit  inutile  de  marquer  le 
plus  au  commencement. 

4.  Le  plus  & le  moins  d'une  même  grandeur  xiri^ 
ou  terme  ffinr  dgaux  à rien , ou  valent  zéro. 

Car  l'an  odant  ce  que  l'autre  a mis  , il  ne  de- 
meure rien.  Ainfi  B B,  ccn’dlrien;  i-^e 

■ '■  ■ ( ne  vaut  que  B.  Cela  ell  auffi  importarK 
que  Âcilc. 

5.  L OR  s que  le  même  ternie  eft  plufieurs  fois  ,xi.i  ir- 
repete  dans  une  grandeur, complexe , fi  c'c.H:  tou- 
jours avec  le  meme  ligne  > loit  affirmatif,  (bit 
négatif , on  peut  ne  le  mettre  qu'une  fois  avec 

fon  mcnic  figue  » en. marquant  par  un  chitlrc- 
combien  il  doit  être  pris  de  fois.  Ainfi  pour 
è'-+  c -?  r -+  t , on  pcntmcttie  B plus  j c,  01». 

B c : au  lieu  de  B — g — — g -—~g  j on 

peur  mettre  B moins  3 g,  ou  t— ^ g.  r 
. 6.  Mais  fi  la  même  gr.mdcur  ou  terme  eft  ttiv- 

avec  des  lignes  divers,  on  peut  alors  félon  le  prin- 
cipe 4.»olterce  terme  de  la  grandeur  complexe 
, ’ A ô’  au- 
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autant  de  fois  qu’il  clt  avec  un  plus  & avec  un- 

moins.  Ainfi  b c c .c c,  ne  vaut 

•que  b > parce  que  c cft  autant  de  fois  oftd  que  mis  > 
& ainli  il  ne  rcfte  rien.  Que  s’il  y avoit  un  pim 
davantage  , comme  b c c— — c , alors  il 

le  fàudroit  laitier  une  foisavec  ainfi  : A c , 
& de  meme  s’il  y avoit  un  moim  davantage. 

ADDITION 


JELT.^^ 


Xi  VI. 


XiVII. 


DES  Grandeurs  Complexes’  i 

Pour  ajouter  une  grandeur  complexe , com- 
me A -i-  c , à une  autre  grandeur  ou  complexe 
comme  i»  -+  r > ou  incomplcxe  comme  m ; il  ne- 
faut  qu’y  joindre  la  grandeur  qu’on  veut  ajouter 
& en  conferver  tous  les  fignes  ; en  oblèryant  toû^ 
iours  que  le  figne  aHirmatif  eH  fbusentendu  où  it 
c’y  en  a point. 

Somme  A -t-  c — i-  «»  -4-  #. 
Somme  A -4-.f 

Que  s’il  y a deTchifffes,  il  les  faut  lailTercon»- 
me  on  les  trouve. 

A 5 Sommei  A-+J  C-+}  w^4*h 

ajouter  ^ J» ' 

La  Ibmme  étant  trouvée , fi  le  même  terme  s’y 
trouve  plufieurs  fois  , on  peut  pratiquer  ce  qui- a 
etc'  dit  dans  le  principe  5.*  & 6.*  Ce  qui  foit  dit 
une  Iculc  fois- pour  toutes  les  autre»  operations.. 


SOUSTRACTION 
Pes  Grandeurs  Complexes.. 
iLviir.  Pour  fouftraire  une  grandeur  complexe  d’une 

autre  grandeur  ou  complexe  ou  incomplcxe,  il  ne 

faut  que  l'y  joindre  ca  changeaat  tous  lfcsfigu« 
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de  la  grandeur  qu’on  foudraic  , & oblcivant  roii* 
jours  que  le  ligne  affirmatif  eft  {bus-enteudu  où-iL 
n’y  Cil  a point. 

De  è ~+  c.^  a t 
ofter  »»  — f i ^ 

De  ~b  -+f. 
ofter  m—'9  -+  o. 

I L n’cft  pas  difficile  de  juger  pourquoi;  on  chan- 
ge le  plut  ibus-entendu  en  ntoint  dans  le  premier 
terme  de  la  grandeur  à fouftraire:  car  c’cu  cncc- 
kt  même  que  confifte  la  Ibuftradhon.  Mais  d'a- 
bord on  cft  furpris  de  ce  qu’il  faut  changer  les  li- 
gnes de  maint  en  plut  ; car  au  lieu  que  la  Soa- 
nradion  doit  faire  la  grandeur  moindre  qu’elle 
n’e'roit  > on  la  rend  plus  grande  par  là. 

Cela  cft  &cile  à comprendre  quand  ce  que  l'on 
doit  fouftraire , a d’abord  un  plut  & puis  un  maint. 
Comme  li  de  A je  veux  ofter  p — m cax  p » 
étant  moins  que  p : en  oftant  p j’ofte  trop  ; & 

• ainli  aiant  ofte'  p , parce  qu’on  a trop  ofté , il  faut 
ajouter  <r , qui  eft  ce  qu’on  a ofté  de  trop. 

Mais  quand  il  n’y  auroit  dans  ce  qu’on  veut 
Oter  qu’une  grandeur  avec  le  ligne  de  maint  : il 
fcut  toujours  la  mettre  par  le  ligne  de  plut-,  com- 
me fi  de  i , j’en  voulois  ôter  • — . ir  , je  devrois; 
mettre  b n.  - ~ 

Car  ce  qui  trompe  eiv  cela  , c’eft  qu’ajoûtec 
maint  t c’eft  ôter  retrancher  morur,  c’eft  ajouter. 
Ajouter  au  bien  d’un  homme  une  dette  palfive  de 
mille  francs,  qu’il  croit  avoir  paide,  ce  n’eft  pas  aug- 
menter fon  bien  , c’eft  le  diminuer  de  mille  u- 
▼rcsi  & en  retrancher  une  dette  palfivcde.la  même 
Ibmme  en  la  paiant  pour  lui , ce  n’eft  pas  dimi- 
nuer fon  bien  , c’eft  l’augmenter  de  mille  ftancs. 
11  ne  fout  donc  pas  s’étonner  fi  dans  l’Addition  à 
b , ajoutant  • — tt , je  ne  change  point  le  maint 
en  plut , mais  le  lailTant  comme  il  croit , cela  foie 
de  forte  que  la  fonune  eft  moindre  q^je 
A 7 n’dtoit 
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ii'ccoit  cc  à c]i;oi  je  l’ai  ajoûcé  > parce  c]ue  je  n*ai 
ajouté  qu’en  apparence , mais  j’ai  re'tranché  en  cfFct. 

£t  au  contraire  dai.s  la  Sou!lra<flion  > lî  de  i je 

rctraudic n,  il  faut  que  chantant  le  ligne  de 

moins  en  plus  , je  mette  A — f»;  cc  cyii  fait  un  reflc 
plus  grand  que  cc  doiltj’ai  retranché  j parccquc  re- 
trancher un  moins, ne  retrancher  qu’en  apparen- 
cc,Sc  ajouter  en  côct.  On  en  peut  apporter  une  preuve 
bien  fenfible  dans  les  nombres.  Je  veux  de  7 retran- 
cher moins  1 , au  lieu  de  7 je  prends  <r > qui 

lui  cft  égal,  il  faut  donc  qu’il  telle  la  mêmecho- 
fe,  fl  de  l’un  ou  l’autre  je  retranche— -i.  Or  li 

de  91 3- } je  retranche 1,  je  le  pourrai  faire,  ou 

effaçant— —x  de  9—1 , ou  en  mettant  1 apres- 

9 •!  ; c’eft  àdirceii  mectanr9 .i  -+ 1.  Or  de 

l’une  ou  de  l’autre  manière  il  reliera  9 ; car  i 
«tant  par  plut  & par  moins  fe  réduit  a zéro.  Il 
faut  donc  qu’il' relie  la  même  choie  lors  que  de  7 

on  ôte* •!.  Et  cela  ne  peut  être  qu’en  changeant 

le  moins  en  plus  , Si  mettant  7 -+  2 ; ce  qui 
fait  9. 

MULTIPLICATION 

DBS  Grandeurs  Complexes;. 

Pour  multiplier  une  grandeur  complexe  par 
une  autre  complexe  ou  incomplcxc  , • il  faut  faire 
autant  de  multiplications  partkulicres  que  chaqoe 
terme  de  la  grandeur  complexe  peut  être  comparé 
avec  chaque  terme  de  l'autre  grandeur. 

D 1 Ibrte  que  multipliant  le  nombre  des  terme» 
d’une  grandeur  à multiplier,  avec  k nombre  des- 
termes  de  l’autre,  on  a le  nombre  des  multiplica- 
tions partiales  qu’il  faut  faire  pour  avoir  la  mulei- 
, pljcation  totale,  ou  le  produit  total. 

' Ainsi  lors  qu’une  des  deux  grandeurs  n’a 
qu’un  terme  & que  l’autre  en  a deux , parce  qu’une 
fois  deux  ce  font  que  deux  > il  ne  £ùre  que 

deux 
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deux  n.ulciplitacioiis  partiales  de  chacun  des  deux 
termes  d'une  grandeur  par  le  terme  unique  de  l’autre. 

i/e -+d.  } ‘ ^ ^ 

Lors  que  les  deux  grandeurs  ont  chacune  deux 
termes  , parce  que  deux  fois  deux  (ont  4,  il  fau- 
dra faire  4 mulcipUcations  partiales  pour  avoir  le 
produit  total. 

} T^odüitp b -+pc-i-q  h -^qe. 

.Lors  que  chacune  a trois  termes  , parce  que 
trois  fois  trois  fontneuf,  il  feudra  faire  neuf  mul- 
tiplications j qu’on  pourra  difpolèr  trois  à trois  cii 
fcttc  forte  : 

/,^c-hd7 

& ainfi  à l’infini. 

1-  A même  chofe  Ce  fait  quand  on  multiplie  des 
grandeurs  planes  par  des  grandeurs  linéaires  j d’oii 
naificnt  des  grandeurs  folides.  ; 

} produit  f bd -^/pq-^t bd 

"Voila  ce  qu’il  faut  obierver  généralement  dans 
toute  mulripücarion  des  grandeurs  complexes. 
Mais  il  y a une  difficultd  particulière  pour  îçavoir 
quand  il  faut  mettre  les  figues  de  plus  ou  de  »o»»f 
avant  les  produits  des  multiplications  pailrolcs. 
C’eft  ce  qu’on  apprendra  par  ces  trois  Réglés  t 


LI. 


L rr. 


LUT. 


LIT. 


PREMIERE  Réglé. 

Plu  s en  plus  fait  plus-,  c’eft  à dire  que  la  mul- 
tiplication de  deux  termes  qui  ont  chacun  un  plus 
exprimé  ou  fous-entendu  , donne  un  produit  qui 
doit  avoir  le  (igné  de  plus.  Cela  eft  fans  difficul- 
té , & les  exemples  q^u’on  a propofez  le  font  allcîi 
Toir.  * 

Se- 


LV. 
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Seconde  Réglé. 

Plus  en  tnoint,  oumins  en  plus  donne Morâf. 
C’efl  à dire  que  la  multiplication  de  deux  termes 
dont  l’un  a ^us  & l’aatre  ntoita-,  donne  un  pro- 
duit qui  doit  avoir  le  ligne  de  moins. 

b'  ? P b — <fb tpiTcccpic  qurninsSc  bpluP 
ïn  p—^.  S fous-entendu. 

Troisième  Reglf. 

Moins  en  moins  donne  plus  -,  C'eft  à dire  que  la 
'multiplication  de  deux  termes  qui  ont  tous  deux 
moins  donne  un  produit  qui  doit  avoir  le  ligne  de 
plus. 

. Raison  de  ces  trois  Réglés.- 

Ce  que  nous  avons  dit  pour  montrer  que  dans 
Paddition  on  laillbit  le  moi»r  comme  on  le  trou- 
voit  , au  lieu  que  dans  la  lbuflra(f{ion  on  cRan- 
geoit  le  moins  en  plus  j donnera  un  grand  jour 
pour  l’intelligence  de  ces  trois  réglés , & lùr  tout 
de  la  derniere  qui  paroît  d’abord  fon  dtrange. 

Suppolôns  cjuc  les  deux  grandeurs  que  Pon  Veut 
mi^plicr  Ibienc  5 , & 3 . 

Œ eh  prend  une  , laquelle  on  veut,  qu’on  ap*- 
pelle  le  multiplianr , & l’autre  eft  le  multiplid.  ■ 
Suppofons  que  5 foit  le  multipliant , & 3 le  mul- 
tiplié. 

Chacune  peut  avoir  l’un  des  deux  lignes  r le 
plus  & le  moins'  ( -+ou— — ) ce  qui  fait  4 cas. 

Le  i.<^  cas  eft  quand  fe  multipliant  a plus-,  & le 
multiplié  a aulTi  plus  -,  c’eft  à dire  quand  par  -+  5 
je  multiplie  — i-  3 . 

te  Z.*  cas , eft  quand  le  multipliant  a pCus,  & 

que 
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^uc  le  mulciplié  a moins  -,  c’eft  à dire  jquand 
par  -+  5 je  multiplie. — .5.  . 

Le  3 .*  cas , eft  cjuaiid  le  multipliant  a moins  > & 
que  le  multiplié  a } c’cft  à dire  quand  par— 5 
je  multiplie -i- 3. 

Le  4.*  cas  > ed  quand  le  multipliant  a moins  > & 
que  le  multiplié  à moins  aulTi  -,  c'eli  à dire  quand 
par — ^ je  multiplie— 5. 

Il  eft  queftion  de  fçavoir  quel  figpe  doit  avoir 
le  produit  qui  fera  toujours  1 5 j c'eft  à dire  quand 
ce  fera -1- 1 5 ou — 15. 

Or  voicy  ce  me  femble  des  remarques  qui  fe- 
ront voir  que  dans  le  1."  cas  qui  appartient  à la  iJ* 
règle,  & dans  le  4.*  qui  appartient  à la  3.  réglé  > 
le  produitaura plus  -,  c’ell  à dire  que  ce  fera  -*-15: 
Et  que  dans  le  i,*cas,  Sc  dans  le  3.*  qui  appattien- 
nent  tous  deux  à la  1.*  réglé,  le  produit  fera  par 
moins,  c’eft  à dire  que  cèlera. — 15. 

La  1,'^‘ramarqiie  eft , que  quand  le  multipliant  » 
plus  , comme  dans-ks  deux  premiers  cas  , c’eft 
multiplier  par  plus,  & qu’alors  la  multiplication 
fe  fait  par  voie  d’addition  -,  c’cft  à dire  en  ajoutant 
le  multiplié  , ( quel  qu’il  foit , affirmatif  ou  né- 
gatif) Autant  de  fois  qu’il  y a d'unitezdanslemul* 
tipliant. 

Et  que  quand  le  multipliant  a moins  , comme 
dans  les  deux  derniers  cas  , c’eft  multiplier  par 
moins , & qu’alors  la  multiplication  fe  fait  par  voie 
de  fouftraiftion  j e’eft  à dire  en  ôtant  le  multiplié  > 
quel  qu’il  fbit  , autaïude  fois  qu’il  y a d'unitez  , 
quoi  que  négativement  dans  le  multipliant. 

La  remarque  eft,  que  c’eft  le  multiplié  qui 
déterminé  en  quelque  forte  le  figne  du  produit  > 
c’eft  à dire  que  le  Çgne  que  doit  avoir  le  multi- 

flié  dans  la  multiplication  , fbit  en  confervant  ce- 
ui  qu’il  avoit  auparavant,  (bit  en  le  changeant  en 
fon  oppofé , fera  celui  du  produit. 

La  } .*  qui  eft  la  fûitte  & l’application  de  ces  deur- 

li. 
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la  : guc  cjuaud  la  multipiicanon  le  fait  par  voîe 
d’addition,  comme  dans  les  deux  premiers  cas  où 
le  multipliant  a plus:  il  faut  oblèrver  pour  le  mul- 
tiplie ce  qui  s’obferve  dans  l’addition  , quieftdelui 
coiifervcr  Ton  ligne.  Et  ainli  dans  les  deux  premiers 
cas  , le  produit  tjoit  avoir  le  même  ligne  qu’avoir 
Je  multiplie  avant  la  multiplication.  D’où  il  s’en- 
fuit que  dans  le  premier  cas  ou  le  multiplié  a plus  , 
le  produit  a plus  auHi'.’  C’eft  pourquoi  ii  par  5 
je  multiplie 5 le  produit  fera  — t-  15.  Et  que 
dans  le  2.“*  cas  où  le  multiplié  à moins  y le  produit 
• doit  auHi  avoir  moins.  Et-c’elt  pourquoi  , li 
par  — ^ )c  multiplie— — q , le  produit  (cra-^—t  5. 
Ce  qui  revient  à ce  qui  a été'  dit  que  li  à 5 j’ajoû- 
tc— — .5  , la  lôminc  lèra  $•— 5 j ce  qui  ne  fait 
2-  , 

Mais  cjuaiid  la  multiplication  fe  fait  par  voie  de 
lôullraftion  , comme  dans  les  deux  derniers  cas  » 
où  le  multipliant  a moins  : il  faut  obfcrvcr  pour 
le  multiplie  ce  qui  s’obferve  dans  la  foulbaAioii 
pour  la  grandeur  politivc  ou  négative  qu’on  veut 
retrancher  , qui  cft  de  changer  fon  fîgnc  dans  le 
figne  oppofé.  Et  ainlî  dans  ces  deux  derniers  cas 
le  produit  doit  avoir  le  figiie  oppofé  à celui  qu'avoir 
le  multiplie  avant  la  multiplication.  D’où  il  s’en- 
fuit que  dans  le  j.'  cas  où  le  mültiplié  a plus  , le 
produitdoit  avoir  moi »r  ; c’eft  àdirequcfî  pat — ^5 

je  multiplie  -t-  j Icproduitfcra >15.  Et  que  de 

même  dans  le  4.*  cas  où  le  muliiplié  a moins  y le 

produit  doit  avoir  plus  ; c’eft'  à dire  que  li  par $ 

je  multiplie .5  le  produit  fera -i- 15  ; Car  la  mul- 

tiplication fe  failànt  par  voie  de  foullraAion;  mul* 
tipfier— par— — 5,c’eftôter  5 fois— 5 . Or  ôter 

une  fois ^5 , c’eÙ:  mettre  -4  3 , comme  il  a été 

dit  fur  le  fujet  de  la  fouftraéfion  ; donc  l’ôter  5 
fois  , c’elt  mettre  -+-15;  cequ'il  falloir  prouver, 
t V 1 1 1 maniéré  de  concevoir  la  multiplication  de 

' moins  en  moins, en  la  conftderant  comme  jaite par  voye 

K tb 
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Je  foufîraâion , m a donné  moitn  de  refondre  la  plus 
grande  di^athi  rju  on  puiffe,  comme  je  croi , faire  fur 
cela . m avait  fait  croire  que  ce  n étoit  que  par 
accident  ^ que  moins  par  moins  donnait  plus.  C'ejf 
que  je  ne  pouvais  ajujler  à cette  jbrte  de  multiplica- 
tion , la  notion  la  plus  naturelle  delà  multiplication 
en  general  ; qui  efl.quel  unité  ( oit  déterminée  dans 
les  nombres  , ou  arbitraire  comme  dans  l'étendue  ) 
doit  être  au  multipliant  , comme  le  multiplié  e(l 
au  produit.  Car  cela  e(i  vifiblement  faux  dans 
la  multiplication  de  moins  en  moins  i ptiifquil  ne 

peut  étrevrai  que  l'unité  fait  à $ ,ccmme-—3  ejl 

« > 5 ■>  parce  qu'il  faudrait  pour  cela  que  le  fé- 

cond terme\étant  plus  petitque  le  \ le  fit  au^ 
plus  petit  que  le  j.*  au  lieu  qu'il  eji  beaucoup  plus 
grand.  Je  ne  voi  point  d’autre  réponfe  à cela  que 
de  dire  que  la  multiplication  de  moins  par  moins 
fe  faifant  par  voie  de  fouftraHion  , au  lieu  que 
toutes  les  autres  fe  font  par  voit  d’addition  i il 
n’efl  pas  étrange  que  la  notion  des  multiplications 
ordinaires  ne  convienne  pas  il  cette  forte  de  multi. 
plication  qui  eft  d’une  autre  genre  que  les  autres  », 
fans  qu’il  foitbefoin  d’en  excepter  la  multiplication 
des  fraHions. comme  de  | par  Carenqueicelle-llt 
efl  differente  de  celle  des  entiers , c’eft  que  pour  avoif 
leproduit , il  faut  faire  deux  multiplications , celle 
du  !*'•  Numérateur  par  le  z*-  ce  qui  donne  i o pour  nu* 
merateur  du  produit,  ctUe  du  i dénominateur  par 
le  2.** , ce  qui  donne  2 1 pour  le  dénominateur  du pro^ 
duit.  Mais  f une  ey  l' autre  fe  fait  par  voie  d^addi~ 
tion  ; car  on  prend  le  2.'*  numérateur  autant  de  fois 
qu’il  y a d’unités  dansle  premier-,  cefl  h direqu'on 
prend  5 deux  fois  , ce  qui  fait  10.  Et  on  prend 
aujft  le  2.^ dénominateur  autant  de  foisqu'ilyad  u- 
ititeo;  dans  le  premier  v c’e(l  i dire  qu’on  prend  7 
troit  fois , ce  qui  fait  21.  Et  c’efl par  là  qu’il  arrivt 
que  l' unité , ou  | , ejl  à- comme  ^ efl  à jj..  * 

C O R O t- 
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Corollaire  de  la  troisième 
Réglé, 


xix. 


C E s T fnr  la  3 .*  règle  tju’cft  fon<I(/c  une  mYcnüoa 
fort  aifee  de  trouver  les  multiplications  des  nonv- 
bres  depuis  5 jufqu’à  10. 

Il  ne  faut  que  baifler  les  10 doigts,  puis  relever 
d’une  main  autant  de  doigts  qu'il  s’en  faut  que 
l'un  des  nombres  qu’on  veut  multiplier  n'aille  jul^ 
qu’à  10  ; comme  fi  ce  nombre  clt  8 , en  relever 
a , & de  l'autre  de  meme  autant  qu’il  s’en  faut 
que  l’autre  nombre  n’aille  julqu’à  dix  -,  comme  fi 
ce  nombre  ell  7,  en  relever  cela  fait,  il  faut 
conter  autant  de  dixaines  qu’il  y a de  doigts  bail- 
lez , & multiplier  les  doigts  levez  d’une  main  par 
ceux  de  l’autre  , en  ne  les  prenant  que  pour  des 
unirez,  & on  aura  le  nombre  qu’il  «ut.  Larai- 
Ibn  de  cela  e(l  qu’on  ne  fait  en  cela  que  multiplier 


10. 


par 


XO.' 


1 00—10—30  6.  lômmc  56. 


Car  en  bailTaat  les  doigts  , on  fait  la  prenriertf 
multiplicaaon  partiale  qui  donne  dix  dizaines. 

En  levant  deux  doigts  d’une  main  on  fait  ce  que 
doit  faire  la  féconde  multiplication  partiale  , qui 
cft  de  10»  par— Z , ce  qui  donne— 10  : car  en 

levant  deux  doigts  on  ôte  deux  dizaines. 

En  levant  x doigts  de  l’autce  main  on  fait  en- 
core ce  que  doit  faire  la  troifidme  multiplication 
partiale  , qui  elb  de  10  pac— ^ j ce  qui  don- 

ne—30  : car  en  levant  3 (toigts  on  ôte  trois  di- 
zaines. 

Et,  enfin  en  multipliant  les  doigts  levez,  d’une 
main  par  ceux  de  l’autre , on  multiplie — 2 par' — *3  , 
ce  qui  donne  -+'6  par  laraifou  que  nous  avons  dite. 

Qui- 
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(Quatrième  Réglé. 

Quand  les  termes  fe  trouvent  avec  des  nom- 
îwes^  il  feut  multiplier  les  nombres , par  les  nom- 
Ijrcs , & les  termes  par  les  termes  pour  en  avoir 
les  multiplications  partiales , en  gardant  ks  réglés 
precedentes  pour  ce  qui  eft  des  pins  & des  moins. 

Ÿd\ 

Division. 

EIJc  n’a  rien  de  particulier,  finon  lors  que  l'une  vxi, 
des  grandeurs  incomplexes  du  divifeur  fe  trouve 
dans  toutes  les  candeurs  incomplcxcs  du  iiviieu- 
de}  Car  alors  il  la  faudra  effacer  dans  le  divifeur 
& dans  toutes  les  grandeurs  incomplexes  du  divi- 
dende. 

Exemple  **^“~*~1*  le  quotient  plus  abrégé 
fera 


Avertissement. 

Comme  ces  4 operations  fur  les  grandeurs  corn-, 
plexes  marque'es  par  lettres,  font  une  elpecc  de  jar- 
gon qui  embaralfc  quand  on  n’y  eft  pas  accoutu- 
me': il  eft  utile  d’en  propofer  plulieurs  exemples, 
où  on  obfervrea  les  règles  qu’on  a données  aux 
nombres  41, 45, 44. 

Exemples  de  l’addition. 
Sommes. 

A y e 

Ajoutera 


} 


4 H-  le. 


A 
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'A  , . 

Ajouter  i c y 
A t — c( 

Ajouter  d-+c 

A l>'~‘  c — *•  d I . J 

y~i-  id-i- g. 


b^d 
h <f* 


-g 


\ 


Ajouter 

A —r-h  -+  C — m 7 
Ajouter  d — « — c r 

A ^-+7<7  - 

Ajouter  — 9 <*  Ç ® ^ 

A b 

Ajouter 

A b — h 9 

Ajouter  b — .7  <( 


7^1 
94  Ç 

■} 


</■  ■ ■! 


lé  a. 


1 â. 


tn. 


Exemples  de  la  Soustraction 
Restes. 

De  b-^dl  . 

Ofter b — m \ 

De  b^d'l  , 

Ofter  — «5 
De  b-t-d  / , 

Ofter 

De  î — 0 / 

Ofterr — a ^ 

De  b — i-  c — d 
Ofter  i -+  f»  H-  J 
De  bb  -+ 

Ofter  bb-+ 

De  b il  J 
Ofter  è—iÇ  ?'*• 

De  b-^-jal 
Ofter.  9 rf  C 
De 

Ofter  A — 7 < r 


<(ou) 

^ c — ^w— ni. 

ce  -+•  cé7 
CC—cAJ 


Z CÂ. 


la. 
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T)c  d -h  h I 

OÜcïb-+d^ 


Exemples  de  la  Multipicatiov. 
Produits 


■ 


b te  I 
bh ce. 


ibe. 


Par 
Mult 
Par  b 
Mult. 

Par  b — cl  7t  . 

<1  it-i-cc—ztc. 

Par  k-+c  -h  d~' 

Mult.  m 

Par  b -i-c  -^-d 
Mult.  b 

Par  b -+  c—d 
Mult 
Pat  b 
Mult 


bm—i'Cm-+dttt. 
b b -+bc  —h  bd. 
■t  c-~-i  d — 


Exemples  de  la  Division. 
• (Quotients. 

Dividende  J icc7  rr. 

Divifeur  c.c^  * * 

Divid.  hcdflij^^ 

Divilcur  c T Ç 

Divid.  b a -7- ta dxl 

Divifeur  b —*■  c~^d  ' ^ ‘ 

Divid.  b b — a al  . 

Divifeur  ^ 

Divid.  ba-^ca-+d*l  _ 

Divilcurâ  r b “+c 

Divid,  bb~+aa^ibal  , , 

Divilèur  i ^ 


Di' 
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Divid.  bb-r-at  ( , 

Diviicuc.  b ~+ 4 ^ 


DES  EQUATIONS. 


IXII. 


L X I I I. 


Toute  «fgalitc  entre  deux  grandeurs  fc  peut 
appcller  équation  : mais  pour  l’ordinaire  on  donne 
ce  nom  à l’égalité  de  deux  grandeurs  complexes  y 
comme  b p f g n 

Ou  au  moins  donc  l'une  cil  complexe , comme 
b — 4"  c d. 

Chacune  de  ces  grandeurs  dgales  peut  e'tre  ap- 
pclle'e  membre  de  l'équation. 

I L dfc  fouvent  trds-utile  de  trouver  des  équa- 
tions , & l’un  des  plus  grands  fecrets  pour  les 
trouver  eft  de  pouvoir  donner  à une  même  gran- 
deur diverlês  dénominations  ; parce  que  Ibuvcnc 
une  dénomination  en  lait  voir  l’égalité  avec  une 
autre  grandeur  qu’une  autre  dénomination  n’auroit 
pas  fait  voir. 

Ainfi  aiant  une  grandeur  comme  b partagée  en 
deux  portions , comme  c & d , on  peut  nommer 
chaque  portion  ou  par  fon  propre  caraélcrc,  com- 
me c , ou  par  le  careélere  du  tout  moins  l’autre  par- 
tie. Car  il  eft  bien  vifible  que  b étant  égal  à 
c -¥  d chaque  partie  eft  égale  au  tout  moins  l’autre 
partie  , & qu’ainlî  c b — d.  "Et  d ^ b — c. 

Oc  il  y a beaucoup  de  rencontres  où  il  eft  plus 
avantageux  de  nommer  une  partie  du  nom  du  tout 
moins  l’autre  partie  que  de  lu v donner  un  nom  pro- 
pre. Comme  au  contraire  il  eft  quelquefois  plus 
utile  de  donner  un  nom  propre  à ce  qui  eft  mar- 
qué par  une  grandeur  moins  quelque  choie. 


THEOREME. 

IX IV.  Ea  plus  importante  obfcrvation  touchant  les 
Equations  eft  celle  cyt 

On 
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On  peut  trjiistcrcrchacjuc  terme  d'un  desmem- 
i'tcs  d’uue  équation  eu  l’autre  làns  en  troubler 
l’egalice' , pourveu  qu’on  en  change  les  lignes  y 
c’tft  à dire  que  l'ôtant  d’un  des  membres  où  il 
efroit  avec  plus  > txn  le  mette  dans  l’autre  avec 
moins  ou  au  eontraire.  l'ai  exemple  > 

jepuistranfporter  d en  l’autre  membreenehax- 
géant  de  ligne  & mettant 

<ï- 

£t  li  au  contraire  on  avoit. 
t — d ^ g. 

On  pourroit  mettre, 

ZIZ  g -+  i. 

Qiic  li  on  tranfportoit  tous  les  termes  d'un  mem- 
bre dans  l’autre  membre  en  les  changeant  chacun 
de  fi^ne , le  membre  où  on  auroit  tranfporté  tous 
les  finies  (croit  égal  à rien  , comme  feroit  celui 
d’où  on  les  auroit  tranlportez.  Car  (I 
h H-  d — f ^ P ~-i-  ^ — - r. 
b -V  i — f. — P — ^ — i-  r ^ à zéro. 

Et  li  on  ne  laiflc  d’un  côté  qu’un  terme  avec 
un  moins  , cela  fera  que  le  membre  où  on  aura 
tranfporté  les  autres  termes  Icrac'g^  à zéro  moins 
ce  tcrmc.là. 


b — y-d .f 

C’e/l  à dire  lcra  moins  que  rien.  Ce  qui  (èm- 
We  impolfibleà  {fincevoir , quoi  que  cela  ne  (ôir  pas 
(ans  exemple  apnes  dans  le  langage  commun  y 
puis  qu’on  dit  dun  homme  endetté  qu’il  s’en  faut 
vingt  mille  écus  qu'il  n’ait  un  (ôu  : 

L A railbn  de  tout  cela  n’cd  autre  que  les  deux 
maximes  de  l’égalité'  : 

Si  à grandeurs  égales  on  en  ajoute  d’égales, 
tous  feront  égaux. 

Si  de  grandeurs  égales  on  en  ôté  d’égales,  lesrc- 
des  (cront  égaux. 

^ B Car 


I 
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Oâr  il  if  ■— 'd 

Enajoûunt  d de  coté  & d’autre  ils  demeureront 
égaux. 

Or  pour  ajouter  d au  membre  où  il  eft  avec  moinr  > 
je  n’ay  qu’à  le  retrancher  j puis  qu’aUlFi  bien  li  je 
l'a  vois  ajouté  en  dilânt  > 
h—d  -f-  d. 

ne  fèroicnt  rien  par  le  4.*  prin- 
cipe. 

Et  pour  ajouter  d à l’autre  membre  où  il  n’cft 

S oint  du  tout , il  faut  que  je  l’ y mette  avec  plus  en 
ifant^  -1-  i. 

Et  par  conlcqucnt  ce  tranfport  d’un  terme  d'un 
membre  en  un  autre  en  changeant  le  maint  cif  plut 
ne  Elit  qu’ajouter  chofes  égales  à choies  égales,  ce 
qui  ne  trouble  point  l'cgalitc. 

Et  fi  j’avois  b -t-i  tr  /• 

En  retranchant  d de  coté  & d’autre  ils  demeure- 
ront égaux. 

Or  pour  retrancher  d du  membre  où  il  cil  avec  un 
plut  je  n’ay  qu’à  l’oftcr  tout  à fait , puis  qu’on  ne 
peut  pas  mieux  le  retrancher  qu’en  le  lùppri- 
inant. 

Et  pour  le  retrancher  du  membre  où  il  n’étoit 
point  du  tout,  il  faut  l’y'  mettre  avec  uni«o/»f , en 
îliiànt  f—~d. 

Et  par  conicquent  ce  tranfport  d’un  terme  d’un 
membre  à un  autre  en  changeant  le  plut  en  maint  j 
ne  fait  qu’ofter  choies  égales  dc^efes  égales , ce 
qui  ne  trouble  point  l’égalité. 


EXEMPLES. 

Db  la  Solution  d’un  Problème 
PAR  Equations. 

fcXYI.  On  feint  qu’une  Mule  allant  avec  une  Aiheilcic 
plaignoitd’étre  trop  chargée,  & que  la  Mule  lui  dit; 
üi  je  t’avois  donne  ùa  de  mes  fâcs,  nous  en  au  rions 

au«. 


r 
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autant  l'une  cjue  l’autre  : &litu  m’eu  ayoisdoiuié 
un  des  riens , j’en  aurois  le  double  de  toy. 

On  demande  combien  chacune  portoit  de  facs.  Et 
on  le  trouve  ainfi. 

Le  nombre  inconnu  des  facs  de  la  Mule  füit  appel- 
le' A-  & de  l’Alncdè  B. 

Par  la  première  hypothefe 
A — ‘l  l-l.  * 

Donc  ajoutant  i de  part  & d’autre 
A îz:B— 1-  X.'  I 

Par  l’autre  hypothefe. 

A ~h  I eu  ^gal  à deux  fois  B-— *l , c'eft  à di- 
re à z B— z.'  . ■ . 

Donc  en  mettant  au  lieu  d'A  > B — t"  t qui  lui  cft 

<^gal:  ^ . 

B— T3J:;iB — -1. 

Donc  ajoutant  i de  part  & d’autre  ■ 

•'  B -h  5 tri  B. 

Doue  ôtant  un  B de  part  & d’autre 

C’eft  à dire  que  B,  le  nombre  des  (àcs  del’Ai^ 
odlê  > eft  5 , & 7 celuides  (àcs  de  la  Mule. 

Second  Exemple. 

A I A î3  T rencontré  des  pauvres  & leur  voulant 
donner  à chacun  5 fols , j’ai  trouvé  que  j’en  avqis 
un  de  trop  peu.  Et  ainfi  ne  leur  ayant  donné  qu’à 
chacun  4,  il  m’en  eft  refté  6.  Combien  y avoit.il 
de  pauvres  > & combien  avois-je  de  (bis  î 
Soit  le  nombre  des  pauvres  appelle  A- 
Par  l’hypothefe 

^A — .1  ^4A~i'6. 

Donc  ajoutant  i de  part  & d’autre 
$A  tr  4 A-h  7. 

Donc  o(l4  A de  part  & d’autre 

Doue  il  y avoir  7 pauvres.  Et  j’avois  5 4 fols. 

B i 


# 
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Troisie’me  Exemple. 

N'a  tant  <IUc  des  Carolus  de  lo  derniers  & des 
pièces  de  j biaacs  de  15  derniers  , faire  10  fols  ^ 
en  lo  pièces. 

Soient  appeliez  le  fol  A. 

Le  Carolus  B — 1 dcn. 

La  pièce  de  trois  bjancs  C —h  î den.  ^ 

Multipliant  B par  la  diftcrcnce  deCà^,  c’efti 
dire  prenant  j B ^ & C par  la  différence  de  B à -rf, 
c'eft  a dire  prenant  i <r  : 

Je  dis  <joe  î B 2 C valent  5 
Car  J B s;::  5 — 6 den. 

EtiC  — 2./#— Hé  den. 

, Or  plus  8:  moins  valent  icro..  Donc»  &c. 

Or  4 fois  5 valent  20. 

Donc  4 fois  3 B , c’eft:  à dire  1 1 B , & 4 fois  x f , 
c'eft  à dire  8 C valent  xo  U.  Ce  tjue  l'onchcr- 

^ Cette  ètjuation  eft  le  fondement  d’une  règle 
i’Aiithmcaquc  qu’on  appelle  la  règle  d’aUiage. 


î. 


) 


NO.Ü- 

* • ' - 


^Digitized  l >J]UgIc 

• I lÉl^W'  "Toi 


NOUVEAUX  ELEMENS 

U E 

GEOMETRIE. 

LIVRE  SECOND. 
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DE  LA  RAISON  ET  PRO* 
PORTION  GEOMETRI- 
QUES. 

EN  n 4 jamais ^tè  mains  bitn  éclair-^ 
ci  dans  tonte  U Geomeirie  , que  la  na- 
ture de  ce  qu'on  appelle  Railbii  ; tP» 
l'Auteur  de  ces  Siemens  n'a  Jamais  été 
fort  fatisfait  dece qu'il  ena  iitdansl^ 
première  Edition  de  ce  Livre.  Taairun  Gentilhomme 
flamand  nommé  M.de  Hottattcourt , qui  a beaucoup 
de  lumières , non  feulement  dans  ces  fortes  de  Scien- 
ces, mais  aujftdansla  Philofophiec^  dans  la  Théo-* 
logie,  luiaiant  fait  voir  un  petit  T raiti  Latin  intitulé 
E.ucJides  Logilticiis  , (eu  de  Ratione  Eiiclidca  ; it 
avoûe  que  cela  lui  a ouvert  les  yeuse , (y  lui  a faitt 
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€onctveir  des  }fotions  beaucoup  plus  nettes  ton. 
chant  cette  Matière  , qu'il  n'en  avait  aubaravant  : 
Cf  c'efl  pourquoi  on  trouvera  «ue  ce  fécond  Livre  cf 
le  troifitme  font  prefque  tout  change^. 

plan  general 

DES  Proportions. 

©N  peut  comparer  cn(cmble  deux  grandeurs  co 
deux  differentes  manières.  , . 

L’u  N I eft  , en  confiderant  de  combien  1 une 
furpaffe  l’autre  quand  elles  font  inc'galcs  , ce  qm 

s’appelle  Z)ilffrf»ce  : commcfijcdisqucxcllladit- 

XcK-nec  de  7 à V 

L’a  U T R*  eff  > en  confiderant  un  autre  rapport 
qui  s’appelle  Jiaifo»,  que  nous  expliquerons  plus 

Qu*  fi  deux  grandeurs  ont  entr’ellesouméme 
différence  , ou  meme  raifon  que  deux  autres , cela 
t’arpelle  Traportion  -,  mais  quand  cclt  une  égalité 
de  différence  , cela  s’appelle  Troportion^rtthm- 

T -quand  c’eft  une  égalité  de  Raifons  , 'Propor- 
tion Géométrique.  J J . U 

Mats  parce  qu’on  n a point  d egard  dans  la 
G"omctrie  à la  Proportion  Arithmétique , & que 
ouand  on  parle  ablblument  de  Proportion  on  en- 
tend toujours  la  Geometrtque,  ceft  a cclle-la  que 
nous  nous  arrêterons  j & «tous  tacherons  d expli- 
quer plus  clairement  que  l’on  ne  faiy  ordinaire  ce 
que  cU  que  Raifon,  qui  cft  le  fondement  delà 
Proportion  Géométrique. 


« 
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SECTION  PREMIERE. 

DE  LA  RAISON. 

Définit  I O nS. 

L A quantité  relative  d’une  graiidcnr  compare'cà 
une  autre  , cil  ce  qu’on  appelle  Raifon. 

L A cpiantité  lelative  de  i a à S j c(I  la  Raifoa 
de  1 1 à 8. 

De  BàC,  cftlaRaifon  deDàC. 

L A Raiibii  que  l’on  compare  s’appelle  antectdertt', 

& celle  avec  qui  on  la  compare,  touftquent. 

Rtmirquei  pour  mieux  faire  comprendre  U k4~ 
ture  de  la  Raifon.. 

Q^u  AND  on  confidere  une  grandeur  Iculc  , on 
n’y  confidere  que  fa  grandeur  abfoluë  : ainficn 
comptant  tous  les  Soldats  d’une  Armc'c  de  loooo 
hommes,  en  y trouvant  rcoco  , jedisque  c’eft  une 
Armc'c  de  looco  hommes:  Maisfijc  compare  cct^ 
te  Armc'c  avec  une  autre  de  looooo  ou  de  4000  > 
la  notion  de  fa  grandeur  change  j car  je  la  trouve 
petite  comparée  avec  la  première , & grande  com- 
parée avec  la  fécondé.  Or  c’eft  ce  que  j’appelle 
Quantité  relative  , en  quoiconfille  ccque  ks  Geo- 
merres  appellent  Raifon. 

Qu  orque  toute  Railbn  demande  deux  termes , ^ ^ 

neanmoins  la  Quantité  relative  en  quoi  la  raifon  * 
confifte  , convient  proprement  à l’antccedent  , 8c 
non  pas  au  confequent  ; comme  encore  que  la 
Paternité  fiippofc  le  Pcrc  & le  Fils  , neanmoins 
elle  ne  convient  qu’au  Pcrc,  & non  au  Fils;  & la 
F I ation  ne  convient  qu’au  Fils  , & non  an  Pcrc. 

Comme  la  Railbn  cft  une  quantité  , quoi  que 
relative,  toutes  les  proprietex  de  la  quantité  lui  con- 
viennent ; c’eft  pourquoi  une  railbn  cft  égalé  , ou 
plus  grande,  ou  plus  petite  qu'une  autre  raifon. 
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Rien  ne  peut  mieux  faire  comprendre  ce  que 
c’tft  que  Radon  , que  ks  frayions  ou  nombres 
rompus,  qui  fe  marquent  pat  deux  cUilfies,  avec 
une  ligne  entre-deux  , dout  le  plus  haut,  qui  s’ap- 
pelle numérateur,  cft  comme  l’antecedent  ; & le 
plus  bas , qui  s’appelle  iinominateur  , cft  comme 
le  conlèqucnt  : car  les  nombres  entiers  fignifient  une 
quantité  ablbluc  , eneeque^,  par  exemple,  (ignr- 
lic trois unitex , 4 quatre  unirez,  &c.  au  lieu  que 
^anslcsfraiftiotis  le  iiumcratcur  ne  (ignilieque  par 
rapport  au  dénominaccur  -,  de  (brte  que  iî  de  trois  fra- 
ctions qui  ont  toutes  le  nombre  i pour  numéra- 
teur , on  en  cache-  le  déBominatcur  , on  ne  fçait  ce 
que  ce  Z veut  dire  j mais  fi  on  le  dc'couvrc,  & que 
ccloient  dans  la  première  il  lignifiera  deux 
tiers,  dans  la  féconde  deux  cinquièmes  , dans  la 
troifiéme  deux  feptiémes  -,  & i!  faut  remarquer  que 
plus  ce  dénominateur  cft  un  petit  nombre,  plus  la 
fraction  cft  grande,  & au  contraire  ; car  au  lieu  que 
5 fit  un  moindre  nombre  que  s > & S que  7 , deux 
tiers  cft  plus  que  deux  cinquièmes,  & deux  cin. 
quic'mesplus  que  deux  feptiemes;  ce  que  nous  di- 
rons dans  la  fixité  être  la  meme  chofe  dans  les  Rai- 
fbns;  celles  qui  ont  un  même  anrccedent  & divers 
eonlèqûens  étant  d' autant  plus  grandes  que  leur  coti- 
i'equent  cft  plus  petit. 

Première  Division.  . 

Toute  Raifon  clt  d'éfialiti  ou  d'inégalité.  On 
appelle  Raifon  d' égalité , quand  l’antcce^cnt  cft  égal 
au confequent , comme  la  Raifon  deBàB,  de  i» 
àii,  d’i  il  ; d’in/^<t//tè , quand  rantcccdcnt  cft 
• plus  grand  ou  plus  petit  que  le  conrcqucni,  comme 
ta  Raifon  de  1 1 à 8 , ouaeSiix- 

Avertissement. 

Jl  ne  faut  pas  (onfondrt  U Raifon  d'égalité  avec 

l’égalité 
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Vègaliti  des  Raifans  j car  deux  Raifons  peuvent 
être  égales  entr  elles  , quoi  que  chacune  ^oit  une 
Raifon  d inégalité, 

Secon-de  Division. 

L-a  Raifon  ^^cgalitc  fe  divi(è  encore  en  celle 
qu’on  a^ppeUc^^nornhe  à nombre  y & celle  qu’oii 
appelle  Raifon  fourdé. 

O N dit  que  deux  grandeurs  ont  cntr’elles  nne 
Raiibn  de  nombre  à nombre . ou  quand  Tune  efl: 
prccifcment  contenue  tant  de  fois  dans  l’autre  j 
comme  la  Raifon  du  pied  à la  toile , la  Raifon  de  4 
4 1 r ; ou  au  moins , quand  quelques  aliquotes  de 
l’antecedent  font  prcoilè'mcnt  un  certain  noml  de 
fois  dans  le  conlcquent  > comme  la' raifon  d’une 
aulne  à une  toife^  parce  que  le  pouce  » qui  ed  la 
44.®  partie  d’une  aulne , ed  7 1 fois  dans  la  toile, 

Qo  AN  n les  grandeurs  ont  entr’elles  une  raifon 
de  nombre  ànotubre , on  dit  qu’elles  font  comwe». 
furables  -,  parce  qu’elles  ont  quelque  partie  qui 
peut  fetvir  de  commune  mefurc  àruiie&  à l’autre. 

C’es^t  ce  qui  convient  à tous  les  nombres  qui  ont 
tous  au  moinsl’unké  pour melûre commune. 

£ T c’edaudi  ce  qui  a faitque  l'on  appelle  cette 
raifon  dénombré  à nombre. 

Et  le  plus  court  audied  d’exprimer  ces  raifons 
par  les  moindres  nombres  quienont  une  lêmblable, 
comme  de  dire  que  l’aulne  ed  à la  toile  comme  44 
à 71 } c’ed  à direeomme  n à 1 8. 

La  Raifon  fourde,  qui  cd  oppolce  à celle-là  , 
ed  quand  deux  grandeurs  ont  une  certaine  Raifon 
entre  elles  « qui  ne  peut  c'tre  marquée  par  aucun 
nombre  -,  parce  que  chacune  aiant  des  parties  ali<- 
quotes  de  plus  petûes  en  plus- petites  , àd’tnlini  ; Il 
ne  peut  neanmoins  arriver  qu’aucuncr  quelquepc- 
titc  qu’on  la  prenne,  mefure  judement  l’autrv 
granocut,.  c-’cd  à dire  qu’elle  j foie  prccifomenr  ). 

R J,  mais  - 
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n'.aisil  y aura  toujours  <juclc]uc  rdtc  plus  petitque 
cette  aliquotc. 

Cela  paroît  d’abord  incroyable,  & neanmoins 
il  y a dcmonftration  qu’il  y a des  lignes  qui  loin  in- 
commcnfurablcs  à d’autres  lignes,  comme  le  côttf 
du  quarre  à la  diagonale. 

DE  LA  COMPOOfttriON 

DES  Raisons. 

Comme  la  Raifon  e(l  une  quantité  ou  gran> 
^ deur  » quoi  que  relative  : tout  ce  qui  convient  à 
la  quantité'  ou  grandeur  en  general  convient  aulH 
à la  Raifon. 

Et  ainfi  comme deui  grandeurs  peuvent  dtre  com- 
parées cnlèmblc,  deux  raifons  le  peuvent  t'treauffi  ; 
& alors  , comme  il  y a quatre  termes  dans  cette 
comparaifon  : le  urcmier  ôc  le  quatritfme  , qui 
. font  l’antcccdent  de  .la  première  Raiibu  & le  con- 
fêquent  de  la  deuxième  , s’appellent  extrémer  ; & 
le  deuxicme&  le  troifième  qui  font  le  confequent 
de  la  première  Raifon  & l’antccedent  de  la  iccon- 
de , s’appellent  mojent. 

O.UE  li  confiderantenfemblepluficurs  Raifons , 
le  confequent  de  la  precedente  cft  toujours  le  mê- 
me que  l'anteccdent  de  la  (ùivante  : ces  Raifons 
peuvent  ctre  appclltcs  tontinutt. 

Mais  ce  qu’il  y a de  plus  remarquable  dans 
cette  c6mpar.nifon  de  Raifons  , cft , que  comme 
une  grandeur  comparée  à une  autre  lui  cft  égale 
ou  inégale  , & quand  elle  cft  inégale  qu’elle  cft 
plus  grande  ou  plus  petite  : Il  fautaulli  qu’une  Rai- 
fon comparée  à une  autre  lui  foit  égale  ou  inégale;8c 
& quand  elle  cft  inégale  qu’elle  lui  foit  plus  grande 
ou  P lus  petite. 

Et  comme  c’eft  dans  cette  comparaifon  de  deux 
grandeurs  que  confîlte  la  Raifon  d’égalité  ou  d’in- 
égalité : il  eft  clair  encore , que  deux  Raifons  étant 
comparées  eofcmble,  en  forte  que  l’une  foitl’ante- 
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ccdeuc  & l'autre  le  confcqucnt  de  cette  coinpaiai- 
fon , elles  ont  entr’ellcs  une  nouvelle  Raifon  , ou 
d'égalité  û elles  font  égales  > ou  d'inégalité  (\  clics 
font  inégales. 

O R quand  c’eft  la  RaKbn  d’égalité  qui  cft  en- 
tre deux  Raifons  , c’rft  à dire  quand  deux  Rai- 
fons  font  égales , cela  s’appelle  Trâforth»  , ou  Prr; 
fortion  Gtomttriqut  ; 

DEFINITION 

DE  LA  Proportion  Géométrique. 

Ainsi  ce  qu’on  entend  par  la  Proportion  Geomf 
trique,  ou  par  le  mot  de  Proportion  quand  on  n’y 
ajoute  rien,  n’eft  autre  choie  que  l’égalité  de  deux 
Raifons  ; qui  conlîfte  en  ce  que  la  quantité  relative 
d’un  antécédent  comparé  à fon  conlèqucnt , eft  éga- 
le à la  quantité  relative  d’un  autre  antécédent  com- 
paré aulîi  à fon  coufequent. 

L A Proportion  s’explique  en  diverfcs  manières 
c’eft  à dire  qu’il  y adiverfes  façons  déparier  pour 
lignifier  que  quatre  grandeurs , comme  B,  C,  F,  Gr 
font  proportionnelles.  On  dit  premièrement  que 
la  première  cft  à la  fécondé  comme  la  troifiéme 
à la  quatrième  ; que  B cft  à C,  comme  F à G. 

2.  Que  la  raifon  de  la  première  à la  féconde  cft 
égale  à la  Raifon  de  la  troifiéme  a la  quatrième. 

Que  la  première  a la  m^e  Raifon  à la  fécon- 
dé, que  la  troifiéme  à laqui^émc;  & pour  abré- 
ger on  le  fert  de  quatre  points  : : entre  les  deux  Raji>- 
Ibns  B,  C : : F)  G. 


DÉFINlTIOfT.- 

Nou  s avons  déjà  dit  que  comparant  enlcmbfe 
deux  Raifons,  l’antecedent  de  la  première  & Iccon- 
lèquent  de  la  lêcoude  s’appellent  extremes  -,  Si  l’aii-^ 
tccedeut  de  la  (ccoude  & le  confequent  de  la  premie- 
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rc  Its  mojeHs  : Mais  dans  les  Railbns  égales  les  ex- 
trêmes & les  moyens  font  dits  e'trc  réciproques  les 
uns  aux  autres  ; c'eft  à dire  que  le  premier  Se  le  qua- 
trième terme  font  réciproques  au  dciuicme  & ai% 
tioiltcmc. 


Avertissement. 

I 

Nous  itvont  dijs  dit  que  la  Raifon  étant  une 
quantité  > quoi  qut  relative , comme  deux  grandturt 
étant  comparées  l'une  h l'autre  font  une  Raifon  » 
•»  peut  aujf  comparer  deux  Raifons  l'une  h l’autre^ 
comme  la  Raifon  B i X , hlaRaifonChX , e^co»- 
fidertr  quelles  Raifons  elles  ont  entf  elles  ; Cf  alors 
la  première  Raifon  ( qui  a fon  antécédent  cf  fon  ton- 
fequent  ) n'efi  que  i'antecedtnt  de  cette  nouvelle 
Raifon  que  l’an  cherche  entre  ces  deux  Raifons,  cf 
la  fécondé  Raifon  en  efi  letonfequent  ; cf  que  pour 
mieux  marquer  il  femhle  alors  h propos  de  mettre  les 
conftquens  de  ces  Raifons  que  ton  compare  audef. 
fous  de  leurs  antecedens  , avec  une  petite  ligne  en- 
tte  deux,  comme  on  fait  dans  les  fraBions  en  cette 
maniéré  t 

B C 


O R.  cela  étant  ainfi  » ces  deux  Railbns  confîdcy 
lées  en  cette  manière  peuvent  e'trc  les  deux  pre- 
miers termes  d’une  jÉIlportion  , donc  les  deux  derv 
niers  lcront  ou  deux  grandeurs  abfoluës  , comme 
lijedis,  la  Raifon  de  B àXefl:  à laRaifonde  C à 
X,  commcBeilàC: 

B C 

■ » • ' . . B>C; 

XX 

ou  deux  autres  Raifons,  comme  fî  je  dis , la  Raifon 
d’X  àXeft  àlaRaifon  de  B àX , comme  la  Rar- 
fou  d’X  à C , cft  la  Raifon  de  B à C. 

X 
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X B . . X B 

‘x  X ■ ' c ’ c ’ 

PROPORTIONS, 

ou  Raisons  égales  naturelle- 
ment CONNUES. 

O N ne  fi^uioit  mieux  faire  comprendre  ce  que  x i 
c’cft  que  proponion  ou  e'gahtc  de  Raifons  , que 
par  des  exemples  de  proportions  naturellement  con- 
nues , qui  ferviront  aufîi  de  principes  pour  con- 
noître  celles  qui  ne  fe  dilcernent  pas  fl  facile- 
ment. 

I. 

Toutes  les  Raifons  d’cgalitd  font  égales  en;-  x i j 
tr 'elles  ; la  Raifôn  de  B à B cft  égale  à la  Raifon 
de  C à C , la  Raifon  d’i  à i ell  égale  à la  Raifou 
de  ) à 3. 

IL 

L A Raifon  d’une  pondeur  à fon  multiple  quel-  ^ x i 
conque  , eft  égale  a la  raifon  d’une  autre  gran»- 
deur  à fon  équi- multiple.  La  Raifon  de  B au  tri- 
ple de  B , eft  égale  a la  Raifon  de  C au  triple 
de  C. 

La  Raifon  de  z an  triple  de  z ( qui  cfl  6 ) cfl 
égale  à la  Raifon  de  < au  triple  de  5 ( qui  cft  1 5 ). 

ni. 

L A Raifôn  (t’une  grandeur  dune  autre  grandeur  x v. 
eft  égale  à la  Raifôn  de  leur  équimultiple. 

La  Raifon  de  B à C eft  égale  à la  Raifon  du  tri- 
ple de  B au  triple  de  C. 

La  Raifon  de  z à 5 cft  égale  à la  Raifon  de  6 
triple  de  z à 15  triple  de  5. 

IV.  . 

L A Raifôn  des  multiples  differents  de  la  même 
grandeur  cft  égale  à la  Raifon  des  multiples  d’une 

B 7 autrt 


XVI- 


38  NOUVEAUX'ELEMENS 

autre  grandeur  part.ls  aux  premiers,  chacun  à cha> 
cun  & dans  le  même  ordre. 

La  Raifon  de  t 6 à 5 B , cil  égale  à la  Raiêua 
de  3 C à 5 C. 

V. 

L A Raifbn  des  multiples  pareils  de  deux  gran- 
deurs , cft  égale  à la  Raiiôn  d’autres  multiples  pa- 
reils des  memes  grandeurs. 

La  Raifon  de  3 B à 3 C , cfl  égale  à la  Railbn' 
de  5 B à 5 C. 

Avertissement.  ■ 

jfYii.  Tout  ce  qu  oh  vient  de  dirt  des  multiples  fepeêit 
direattjfi  des  aliquotes  n'étant  que  la  même  chofe  fous 
un  autre  nom  } car  toute  grandeur  eji  multiple  de 
fes  aliquotes , c?*  aliqutte  de  fes  multiples. 

Définition.  Division. 

X T 1 1 1.  ^ Proportion  cft  ou  diferete  , ou  continuH  r 

On  l'appelle  diferete  c^wiwà  le  conlcquent  de  la  pre- 
mière BÛ^ilôn  clt  diiFerent  de  l'antecedcnt  de  la  fé- 
conde , comme  dans  tous  les  exemples  qu’on  a 
rapportes.  B,C.  ::F,G. 

ün  l’appelle  continue  quand  la  mjême  grandeur 
qui  cft  le  confequent  de  la  première  Raifon  cft 
rantecedent  de  la  fécondé  : comme  fi  je  difois  B 
cft  àC,  comme  C,  cft  à D.  B.C:;C.Dy  cequrlc 
peut  aulfi  marquer  ainfi  ^^B.C.D. 

Définition. 

XIX.  Cette  proportion  continue  s’appelle  Progref. 
jtOH  , quand  y ayant  pluficurs  raitons  égales  de 
fuite,  le  cohfcquenr  de  la  precedente  eft  toujours 
l’antcccdcnt  de  la  fui  vante , comme  B elt  à C , com- 
me C à D , comme  D à F , comme  F à G , &c. 
Ce  qui  fc  marque  aiiifi  B.C.D.F.G. 
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I.  Axiome. 

La  Raifon  d’un  antécédent  à un  con(è<]uentj  a ^x. 
pour  parties  les  Railbns  de  châcjue  partie  de  l’an- 
tecedent  à ce  meme  confequent  ; & cette  raifon 
eft  e'ple  à toutes  les  raifons  partiales  prifesenfem-  ^ 

ble  de  l’antecedent  au  mchic  confequent.  Soit  la  . 

grandeur  T , divife'c  en  plufieurs  parties  e'gales  > ' 

ou  inc'gales  , comme  M,  P,  Q>  fi'  on  compare  T 
à quelque  .autre  quantité  comme  O , enforte  que 
T fait  l'antccedenr,  & O le  confequent  : La  rai- 
fon  de  T à O , a pour  partie^  les  raifons  de  M à 
O , de  P à O , de  Q^à  O,  & leur  cft  dgale. 

_T_=j  Q_ 

O O ü O ' 

C A R T valant  M H-  P — f-  Q_>  il  cft  vifible  que 
î cft  e'gale  a M — f-  P — hQ. 

O -- 

Remarquez  que  je  dis  que  la  Raifon  5 a pour  par- 
ties les  raifons  5»^»^  & non  pas  qu’elle  en  eft 

compolee  , ce  qui  lignifie  tout  autre  chofe  , corn- 
me  on  verra  dans  la  fuite. 

II.  Axiome. 

La  Railcui  d’uu  antécédent  à un  conlcquent  , xxr. 
cft  e'gale  à la  Railbn  d’un  autre  antécédent  moin- 
dre que  le  premier  au  même  confequent , plus  la 
Raifon  de  la  grandeur  dont  un  antécédent  furpalfe  « 
Fautre  au  confequent.  Et  ainfi  la  Raifon  du  plus 
grand  antécédent  au  confequent  cft  plus  grande 
que  la  Raifon  du  plus  petit  antécédent  à ce  meme 
confequent. 

une  fuite  de  l'^xiSme  precedent. 

Car  la  Railbn  du  grand  antécédent  au  coule*  xxil 
quent,  a pour  parties  la  Raifou  du  petit  antécédent 

au 


X 
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au  conlêcjucnc  plus  la  Raiiuu  de  la  quantice,  dont 
le  graiid  aiiteccdeut  lurpallc  le  plus  petit , à cc 
meme  coufequent , & elle  leur  eu  égale. 

Cette  quantité  dont  une  grandeur  en  furpaflc 
' une  autre  Jy  s’appelle  la  différence  qui  cft  entre  ces 

deux  grairdcurs.  Soit  B plus  grand  que  C , & la 
difîtTcncedcB  à C,  foit  appcllée  X : cnCbrtc  que 
I /i  C-fX,  Ictftcgal  à Bf  g ellcgalà^-q-^, 

Î5 

III.  Axiôme. 

X X 1 1 1.  ^ Raifon  de  l’antccedent  à une  partie  du  con- 

Icqucnt  eiï  plus  grande  que  la  raifon  du  même 
autccedrnt  à rout  le  conlèqucut;  & ainll  la  raifon 
d’iui  antécédent  àunconléqucutefl  une  plus  gran». 
de  raifon  que  celle  du  même  antécédent  à un  au- 
tre conlèqucut  plus  grand  que  le  premier. 

La  Railôn  de  B à X partie  de  D cft  plus  grande 
que  la  Rai 'on  de  B à D ; & de  meme  fi  Xeftplus 
petit  que  Y,  laRailbu  dcBàXy  fera  plus  grande 
que  celle  dcBàY. 


IV.  Axiômf. 

X X I ▼.  ^ Raifons  qui  ont  un  même  conlcqucnt  font 

ciur’elles  comme  leurs  antecedens  > S . £ • • . 
B.  C:  X x-*-‘ 

C’eft  une  fuite  du  z.'**  Axiome  ; car  fi  dcux'antc- 
cedens  étant  comparez  à un  même  confequent  > la 
la  Railon  du  plus  grand  autcccdent  cft  plus  grande 
. que  celle  du  plus  petit  : il  faut  que  ces  raifons  foient 

emr’ellcs  comme  les  antecedens- 

V.  Axiômb^ 

J.  2^  y Les  Raifons  qui  ont  un  meme  antécédent  font 

cntr’cllcs  comme  leurs  conlcqucns  dans  un  ordre  ré- 
ciproque ou  icavcréc  > c’eft  àftire  queiapranierc 

cft 
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ell  à la  (pgpiiHe , comme  le  coiil'ecjucnt  de  la  (êcon- 

coiide  cft  ‘âii  confèquciit  de  la  première  * • ; 

C,B.  _ UC*' 

C’eft  1.1  fuite  du  troificme  Axiome  ; car  fi  cotn- 

fiarant  le  meme  antécédent  à diffèrens  conièquens , 
a Raifun  de  cet  antécédent  à chaque  confequeut  dfc 
plus  grande  quand  le  conlcqucnt  cft  plus  petit , & / 

pluspetite  quand  le  confequent  eft  plus  grand  : il  cit 
clair  que  ces  raiiôiis  doivent  e'tre  entr’clles  comme 
les  confequens  dans  tm  ordre  renverfe'  ; puil’quc 
fi  leconlcquentdc  la  première  cil:  plus  grand  que  lo 
conlcqucnt  de  la  fécondé  ; la  première  fera  plus 
petite  que  la  féconde  , comme  le  coa  cquent  de 
la  féconde  eft  plus  petit  que  le  confcquciu  de  la  pre- 
mière. 


VI.  Axiome. 

S I deux  raifbns  fout  égales  à une  meme  raifba  : x x t i. 
elles  (ont  e'gales  cori’elles. 

DoncB.C.  ::  F.G.  ' 

Et  c’cftlamcme  chofè  que  fi  deux  raifbns  étan,t 
^ales  a deux  autres  raifbns  chacune  à chacune,  el- 
les fbnt  égales  entr’^elles  ; fi  les  Raifbns  1 & Octant 
fuppofbcs  égales,  la  Raifon  A eft  égale  à laRaifbn 
I,  & la  Raifon  E , égale  à b Raifon  O:  A&Efc- 
ront  égales  cntr'ellcs. 

Corollaire. 

Quand  pluficurs  proportions  diferetes  confi-xxvir, 
derées  enfèmble,  fbnt  telles  que  les  deux  derniers 
termes  de  la  precedente  font  toujours  les  deux  pre- 
miers termes  de  b fuivantc:  elles  peuvent  être  ap- 
pcllccs co»/»H«ct  en  leur  maniéré,  ou  diferetement  ~ 
tontinuis-,  & alors  il  eft  clair  que  toutes  ces  raifbns 
de  CCS  dircrfès  proportions  fbnt  e'gales,  6c  qu’ainfi 

l’on 
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l'oii  peut  toujours  coutlutc  que  les  ùw  ux  premiers 
termes  font  ciur’cux  comme  les  deux  derniers,  ce 
qui  fer^d'un  grand  abrègement  dans  h fuite.  £xem> 
^ pies  dans  les  nombres; 

.8  . ..  i . 5 . ..  7 . 7 . > . 


II  î 7 5 *" 

Donc  * M . . 7 J 

i/um.  JJ.  JJ.  . . J.  y. 

VII.  Axiômi. 


5 


XXVIII  grandeurs  font  c'gales  lors  qu’elles  ont 

’ même  Raifon  à une  même  grandeur  , ou  qu’une 
même  grandeur  a même  Railbn  à chacune. 

SiB.S.  ::D.S. 

Ou  que  S.  B.  ::  S.  D. 

Donc  B eft  égal  à D. 

Que  fl  ce  (ont  les  grandeurs  B &Dqu’on  fuppolc 
égales  : elles  auront  même  Raifbn  à une  même 
grandeur , & une  meme  grandeur  aura  même  Rai- 
fon à chacune.  Si  B cil  égale  à D:  B.  S.  : : D.  S.  Se 
S.B.i-.S.D. 

Le  fondement  de  tout  cela , cft  qu’il  eft  clair 
qu’en  matière  de  Raifon  deux  grandeurs  égales  & 
une  même  grandeur  deux  fois  répétée  font  la  mê- 
me chofe. 


VIII.  Axiome. 

XXIX.  Il  peut  y avoir  trois  fortes  d’égalitez  en  4 termes 
qui  font  deux  Raifons. 

I.  L’égalité  des  antecedens  , qui  font  le  i."  & 
le  5.»  des  ces  4 termes,  i.  L’égalité  des  confe- 
quens  , qui  font  le  i.**  &le  4.*  j.  L’égalité  des 
Raifons  mêmes.  Et  deux  de  ccstgalitez  étant  don, 
nées  donnent  celle  quirefte.  Soient  les  z Raifons 

r “ ï-  * 

Preuve  du  i 5t  z.**  cas.  Suppofé  que  le  i ."  ter- 
me 


I 
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, 3.*&  le  i.‘^au4.'B  àD  & S à T;  par 
- cesS^othefes  > & le  feptieme  Axiome  , B.S:: 

D.^;:D.  T ; donc  par  le  v i. 'Axiome  B.S  ::D.T. 

“ Preuvedu  i.'f&  3.' cas.  Suppolc que  g- foie lîgalc 
à H & B dgal  à D ; par  ces  hypothefes , & le  vi  i.* 

Axiome  B.  S : ; D.  T : : B.  T donc  par  le  vi  1 .*  Axio- 
me S eft  égal  àT. 

C’cftlaniême  choie  lion  fuppolc  que  S eft  égal  à 
T i on  en  conclura  de  la  même  forte  que  B fera  égal 
àDj  ce  qui  fait  le  Z.**  6c  3. 'cas. 

Corollaire. 

Il  en  efl  de  mêmcdcsRailbns  que  des  Grandeurs-,  xxx. 
car  1 . confiderant  cnfcmble  4 Raifons,  elles  R-ront 
proportionnelles , fi  la  i clt  égale  à la  3 .'ôc  la  1.'^* 
a la  4.*  Ainfi  parce  que  laRaifon  de  i à 3 , eft  éga- 
le à Ja  Raifon  de  4 à 6 , & laRaifon  de  5 à 7 > égale 
àccUedci^  jl. 

Z.  Suppofant  que  ces  4 Raifons  font  proportion- 
nelles. Si  la  1."  eft  égale  lia  3.'  laz.-i'le  feralla 
4i*  & reciproc}ucment  fi  la  z.*^'  eftfuppofcc  égale  à 
' la  4,*  la  I."  le  lcra  à la  3 .' 

IX.  Axiome. 

AND  on  a deux  proportions , les  4 Raifons  x x x r. 
de  ces  deux  proportions  font  proportionnelles.  La 
i."Raifondclai.” Proportion  étant  àla  i. "Raifon 
de  la  z.‘'*  Proportion  > comme  la  z.**'  Raifon  de  la 
i."Proportion  eft  àlaz.'*'  Raifon  de hdernierc.  Si 
B.C.::F.G.&M.N::P.Q.S.g  :: 

Car  la  i ."Raifon  | eft  égale  I la  3 ^ , par  ce  que  ^ 

ce  font  les  deux  Raifons  de  la  i."  Proportion  -,  & 

Ja  Z."*' eft  égale  àla4.'par  la  même  Raifon.  Donc 
par  Icvr  II.' Axiome,  il  y a une  nouvelle  propor- 
tion entre  ces  4 Raifons. 


X. 


f 
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X.  Axiome. 

XXXII.  On  ne  change  rien  Hans  une  proportion  quand- 
on  ne  fait  qu’en  cranfpofer  les  raiibns  ; car  deux 
chofes  t'galcs  demcurcroiu  toujours  égales  de  quel- 
que manière  qu’on  lesdirpofc.  Mdouc 
B.C.::F.G,  jedisqu’aulli 
F.G.::15.C. 


I.  Theoréme. 

XXXII  r.  Oiux  Raifons  fbntc'galcs  quand  toutes  les  AU- 
quorcs  pareilles  de  chaque  antécédent  Ibnr  egale- 
ment contenues  dansfbn  confequent. 

Soient  4 grandeurs  B,  C,  F,  G»  & les  Aliquote5 
^cleonqucs  de  Broient  appetIcesX,  & les  pareilles 
de  Ffüient  appellees  Y.  i.  je  dis  que  B,  C.::F.G. 
1ÎX&:  Y font  également  coiucnucS' dans  les  conlc- 
qucnsC&G. 

Mais  cela  peut  erre  entendu  en  deux  manières, 
La  ptemiere  cft  quand  X cft  précilcmcnt  autant 
de  fois  dans  C qu’F  c(f  dansG,  & alors  il  n’y  a au. 
cune  difficulté  , & il  fuffit  rrême  d’avoir  examf- 
né  une  feule  Aliquotc  pareille  des  antccedeus;  car 
il  eft  vifible  que  fi  X [ js  ^ 
dans  C , & Y [ de  F ] 7 fois  dans  G.  B.  C.  : : 
f.G.  ioX.7X.::ioY.7Y. 

L’autre  manière  fait  toute  la  difficulté'  ; c’eft 
quand  une  Aliquote  quelconque  de  B , qtie  je  nom. 
me  X , n’cft  jamais  précifement  tant  de  fois  dans 
C , mais  toujours  avec  quelque  refte  5 car  alors 
l’Aliquotc  quelconque  pareille  de  F ne  peut  erre 
egalement  contenue  dans  G , que  par  ce  qu’elle  y 
fera  autant  de  fois  e]ue  X dans  C , mais  toujours  avec 
quelque  refte  ; comme  fi  X jL  de  B cft  dans  C 7 fois 
plus  R , & Y jg  de  F eft  auffi  dans  G fept  fois  plus  R 
je  dis  que  quand  on  peut  f^avoir  que  cela  fe  trouvera 
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généralement  dans  toutes  les  alic]uoccs  pareilles  des 
aniccedeus  } c’elt  à dire  qu'elles  (cront  toutes  au 
moins  en  cette  maniéré  egalement  contenues  dans 
les  coniêquens  : les  Railbns  * & lcront  égales. 

Je  ne  (çai  H on  le  peut  mieux  prouver  qu’en  cette 
manière  : 

B F 

Si  les  Raifons  ^ & g n’etoient  pas  e'gales  : dans 
cette  fuppoUtion  il  faudroit  que  la  première  fiift 
plus  ou  moins  grande  que  la  féconde  ; & fi  elle 
croit  plus  grande,  en  augmentant  fon  ccnlcquent 
de  quelque  choie  on  la  diminucroit  ; & par  là  on 

Japonrroitrendrcdgalc  àg  5 comme  au  contrai- 
re ; û elle  e'toif  moins  grande  : on  pourroit  ajou- 
ter quelque  choie  au  coulèqucnt  de  la  lècondc , & 
par  là  rendant  cette  lècondc  moins  grande , on  pour-  ‘ 
roit  encore  ftire  que  la  première  lui  fuft  égale. 

Or  on  ne  Içauroit  augmenter  C de  quoi  que  ce 

(bit , ^u’on  ne  rende  la  Railbn  ^ plus  petite  qu’il 

ne  &ut  pour  e'tre  e'gale  à g » ce  que  l’on  peut 
prouver ainfi  ; ajoutant  Z à C,  quand  Z ne  lèroit 
que  la  millième  partie  de  l’epailTeur  d’un  che- 
veux , je  dis  que  la  Railbn  c^*z  lcroit  plus  petite 
"qu’il  ne  fiiudroit  pour  être  égale  à g J car  fi  l’on 
prend  l’Aliquote  X plus  petite  que  Z , il  cft 
maniièlte  que  X fera  dans  C — E Z une  jfoisplus 

que  dans  C:  de  forte  que  fi  X eft  la  — de  B & 
qu’elle  foit  8701  dansC , lamémcX  [prife  com- 
me ilaétd  dit  plus  petite  que  Z]  lèra  dans  C ~t'Z  , 

8701,  H-  R , au  lieu  que  Y qui  eft  aulfi  la  de 
T ne  lcra  dans  G que  8701  '-f-  R'. 

Or  il  elt  clair  que  la  Railbn  de  xooooX  à 8701, 
X plusR  elf  plus  petite  quelaRaifon  de  laooo  Y à 
S701  Y — 1-R. 

Donc  ou  ne  peut  rien  ajouta  à C qu’on  ne 

rende 
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rende  plus  petite  que  n • II  cft  aifé  de  voir 
que  l’on  prouvera  de  la  meme  forte  qu’on  ne  peut 
rien  ajouter  à ÇL  que  l’on  ne  rende  la  Raifbn  plus  ‘ 
grande  que 

Donc  la  Raifon  ^ n’eft  ni  plus  ni  moins  grande 

que’  la  Raifon  0 . 

Donc  elle  lui  cft  dgale. 

II.  Theorémb. 

Si  4 grandeurs  font  proportionnelles  : elles  le  fe- 
ront encore  en  les  renvcrlant;  c’eft  à dire  en  com- 
parant le  premier  confequent  au  premier  antécé- 
dent , & le  fécond  confequent  au  i antécédent , le  2 
terme  au  premier,  le  4 au  3®,  ce  qui  s’appelle  Per- 
fHUtando,  Si  B.C. ::¥.G:  je  dis  que  C.  B.  ::G.Fj 

car  -'g-  : par  le  Corollaire  du  8.®  Axiome, 

la  fécondé  de  ces  Raifons  e'tant  e'galc  à la  4.®  par  l’hy- 
pothefe  , & la  première  & la  3.®  étant  des  Raifons 
d’e'galité.  Or  les  deux  premières  Raifons  aiantn  e- 
mc  confequent  font  comme  leurs  antecedens  par  le 
4.'  Axiome  ;&  il  en  eft  de  meme  des  deux  demie  rc  > 

Ïui  ont  auffi  meme  confequent.  Donc  C.  B.:  : G. 

; ce  qu’il  faloit  démontrer.  ’ 

Corollaire. 

Si  4 grandeurs  font  proportionnelles,  elles  le  fèJ 
ront  encore  en  les  prenant  à rebours  ; c’eft  à dire 

2ue  la  4.®  fera  à la  3.®  comme  la  x.‘‘®  à la  i.®®  fi  B. 

1.  : ; F.  G:  je  dis  que  G.  F.  : : C.  B. 

Car  par  le  precedent  Theore'me,  lai.<jeeftà  la 
l.®*commela4.*eft  àlaj.'C.BrrG.  F.  Doncparlc 
X.®  Axiome  en  transpofant  les  Raifons,  la  4.®  fera 
à la  3 .®  comme  la  1.“*®  à la  i.'®  G.  F : : C.  B. 

Autrement  : Par  l’hypothefè  , les  Raifôns  > g 

& 
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8c  g Ibnt  égalés.  Donc  par  le  Coroll.  du  8.'  Axiô- 

me  ô*  5‘  : : £•  c’  donc  par  le  4.*  Axiome  G.  F.  ; ; 
’ ,CB. 

* III.  Theoréme. 


Si  4 grandeurs  font  proportionnelles,  elles  le  lè-  xxxvr. 
roiu  encore  en  les  prenant  alternativement  ; c’eft 
à dire  en  comparant  Icsantecedensenlcmble,  Scies 
confequens  cnlémble  , le  i."  terme  au  3.'  , & le 
1.'*  au  4.e,  ce  qui  s’appelle  ^UtrnAndo.-  Si  B.  C.  : : 
f . G.  Je  dis  Q\i' ^UtrMndo  B.  F C.  G -,  car 

B F F F ^ 

c-  C"  • • G-  C’  le  8.*  Axiome  & fon  Qjrollaire  ; 

La  première  & la  5.*Railbn  dtant  dgalcs  par  l’hy- 
^othefe  ; & la  2..‘**&la  4'.®  étant  la  même.  Or 

c.-èj.  : : B.  F , pat  le  4.*  Axiome , .&  G,  par 
le  v.«  Axiome.  • * 

Donc  B,  F.  : : C.  G.  pat  lo  vi.®  Axiome  5 ce  qu’il  fal- 
loir démontrer.  > 


C O R O L L A'I  R E. 

Si  4 grandeurs  font  proportionnéflcs , elles  le  fe- 
ront encore  en  tranlpolânt  la  première  , & la  4'  ; 
c’eftà  dircqnela  4®.  fera  à la  lêcon*dc , comme  fa  3®. 
à la  i"^".  (ïB.  C.  ::  F.  G;  je  dis  que  G.  C.  ;;  F.  B ; car 
par  le  precedent  Theore'mc , la  i eft  à la  3 .'  com- 
me la  i.'*®  à la  4.'  B.  F.  ::C.G.  Donc  Termutan- 
do  , la  3.®  cftà  la  i.'®  comme  la  4.'  cft  àlai.'<®  F.  B 
; : G.  C ; donc  par  le  X.®  Axiome  en  tranfpofant  les 
Railbns  : la  4.'  îcta  à la  i.*®  comme  la  3 .®  à la  i .^®  G, 
C::F.B. 

Autrement:  Par  l’hypothcfc , les Raifons ^ & 5 

g»  Il  r 

font  égales.  Donc  par  le  Coroll.  du  8.®  Axiome 


X X X T U. 


G C. 

ic,‘  U*  • 

F.  B. 


ÿ.  f J donc  par  le  4.®  Axiome  G.  C : : 

Hujx 
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Huit  Dispositions. 

Dans  Ufquelles  4 GrandtHrs  ftuvtnt  itre ^oportioti' 
ntlUs. 

1 1 s’enfuit  deux  chofès  de  ce  ouedeflus  : i.  Que 
4 grandeurs  étant  proportionnelles  , elles  le  font 
toujours  de  quelque  manière  qu’on  les  tranfporte  , 

Ijourvcu  que  lesextrémes  demeurent  extrêmes  , & 
es  moyens  i moyens;  ouquelcs  extre'mes  devien- 
nent moyens,  & les  moyens  extrêmes.  ' 

i.  Qu’il  y a huit  difFerentes  difpofitions  , ni 
plus  ni  moins,  dans  lefquellcs  4 Grandeurs  peuvent 
être  proportionnelles.  Les  voici  en  les  marquant 
par  première,  fécondé,  troifie'me,  & quatrième, 
Iclonqu’ellcsauroiem^  difpofe-esla  i."  fois: 
Hypothefe  i .i  : : 3 .fPv  Première  difpofition. 

10  Axiome  3.^.  5 Equivalente. 

iTheorcmc  i.i  : : ^ ^ Permutation. 

I O Ax  iôme  ^^3  : : i . i . 3 Equivalente. 
jTheorémer.^:  Alterne. 

10  Axiome  i.f:  ^ • 3 Equivalente. 
zTheoréme  3 .1  ; : 7 Permutation  d’ Alterne.’ 

I O Axiome  ^ : 3 . i . 5 Equivalente, 

On  peut  encore  prouver  ces  8 difpofitions  en  cette 
manière:  Ayant  mis  en  quarré  les  4 Grandeurs  pro- 

Îiortionnelles  : enforte  que  dans  la  première  difjo- 
ition , les  antccedens  foient  au  defliis  des  confe. 
quens,  ainfi: 

B F 
c ëî* 

Elles  feront  toûjoursproportionnclles  en  les  pre- 
nant deux  à deux  eu  meme  fens  dequelque  manière 
que  ce  fbit , pourveq  que  ce  ne  foit  point  de  coin  en 
coin.  Mais. 

I.  De  haut  en  bas,  parl’Hvpothefè. 

X.  De  bas  en  haut , Ptrmutandos 
y . De  gauche  adroite , ^Itertutndo. 

4.  De  droite  à gauche,  L’Alterne 
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& , chacune  de  ces  dilpohtions  eU  double,  parce 
<]ue  l’on  peut  cofl^mçuccc  pat  laquelle  oa  .voudra 
aesdeux  railbns...  -i  - 

; . f •;  i * » i.v  ./  ^ . 

I V.  Th eore’me. 

DES  Raisons  proportionnelles. 

Les  deux  Théorèmes  precedens  font  vrais,  des 
Raifons  proportionnêlJes  aûitl-bien  que  des  Gcao- 
deurs-,  c’eftà  dire  que  fi  4 Raifons  font  proportion^ 
nelles,  la  étant  à la  a:**çoinme  la  j.®  àla'4.e, 
elles  le  feront  Pemutando  3c.  ^Itnyinf do  i c’eft  à 
dire  que  la  z/«  fera  à la  première  comme  la  4.®  a 
la  ; & que  la  première  fora  à la  j.®  comme  ta 
1.^®  à la  4..  On  fo  contentera  de  prouver  l’Altemc 
■qui  eft  de  plus  grand  ufoge.  Soieht  les  4 Raifons 
proportionnelles  f*yv:  : J.  qufon  aj^pdlera 
pour  les  marquer  avet àioins  d’emlnrtas  a,  è.  : : i:  oi 
clics  ire  font  proportionnelles  que  parée  quels 
Raifon  qui  eft  cnti'e  les  dciix  premières  Raifons 
a & c]  eft  égale  à la  Railbn  qui  eft  entre  les  deux 
dernières  [i&oj]  donc 5 donc  comparanc 
chacune  de  ces  Raifons  égales  entr’ clics»  avec  la 
Raifon  qui  cH  entre  la  3.,  & la  c’eft  à dire 

avec  - . U eft  clair  par  le  G>rollairedu  8.*  Axioma 

Or  les  deux  premières  de  ces  4 nouvelles  RÂ- 
fons  ayant  même  confcquenc  \ font,  comme  les  àn- 
tcccdcnS  a & i i & les  deux  dcrnfcrcs  ayant  le  même 
antécédent , font  comme  les  confoquens  dans  un 
ordre  renverfe  j c’eft  à dire  comme  c & o } donc 
fiA.E.  I.O:  A.T.ï:E;0.-"  1 • 

, * a • J . . 

y.rrT  H B O ^ É M R 

St  à 4. Grandeurs  jproportiouncllcs comme  B. 

0 G» 


zzzxx. 


Zl. 
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C.  ; ; F-  G.  on  en  ajoute  deux  quelconques , comme 
Al&N  : larailbn  dcLax/'’  à la  5.‘eltà  laRailb|i 
de  la  4.'à  la  6.‘  ; comme  la  Railbn  de  la  i."  à la 
•5.',  clt  à la  Kai^  de  la  à la  ûxidme 

O G , ^ B F 
M*  N • • M*  N"* 

Car  la  i.«,&  la  }.<-de  ces  4 Rahbns  ayantmêm« 
«onfequent , font  .comme  les  antecedens  ; c'eft  à 
dire  comme  C cft  ^ B,  Et  il  en  ell  de  même  de 
la  1.''*  & de  la  4.*  qui  ïbnt  comme  G à F.  Or 
pM  I Hypothele & le  a.**  Theordme  C B.:;  G. F. 
Donc  la  première  de  ces  Raisons eft  à la  j.»,  com- 
me la.i/'à  îa  4.' i donc  Mitrnando\»  1.='  cft  à 
Ig  comme  la  }••  à la  4*. 

, F 

yi.  Théo  R É ME. 

s I I 4 Grandeurs  proportionnelles  comme  B. 
C:  :F.G,  on  en  ajoute  deux  autres  quelconques 
comme  M.  & K5  la  Raifon  de  la  i.**®  à la  ^.e  cft  à 
la  Raifon  de  la  6.*  à la  }.•  comme  la  RaÜôn  delà 

I.-**  à la  5.*  eft  à la  Raifon  dclatf.*àla  4.*  m*  jï  î 

B N 

Demonftration.  La  i;**  & la  de  ces  4 Rai- 
(bns  ayant  même  coutèquent , font  comme  les  an- 
tecedens , par  le  1 V .*  Axiome  j c’eft  à dire  comme 
C.  iB.  Lt  la  i * & la  4.*  ayant  meme  antécé- 
dent. font  comme  les  confequens  dans  un  ordre 
irenverfê  [par  le  V/  Axiome,  1 c’eft  à dire  com- 
me G à F.  Or  par  l'Hypothefc  & le 
yemeC.  B ::G.F;  doncla  1.”  de  ces  Raifons  elt 
ài  la  comme  la  z.*  à la  4**  » donc  ^Ittnand» 
la  i.«  eft  à la  i/*  commpla  j.'  i la  4."  i ce  qu  il 
fUIoitdcmomrcr,.  ! ‘ 

C O R 6 L L A I R *. 

Dans  l’nnc  & l'autre  de  cesdenx  proportion* 


. ( 
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-de  Raifonsdes  deux  1 hcordmes  precedens , fi  l'ou 
è que  lesdeux  premières  Raifoiis  foutdgaîcs  , 
Ks  deux  dcriMcres  le  font  auflî  ; c’eft  à dire  pour 
K.e  Thcorémcc  Si  C,  M,:  ; G.  N ; B.  M.  : : F.  N j & 
pour  le  VI."  Theoréme  : Si  CM.:; N. F;  B. M. 
;:N.G.  C’eft  une  fuite  évidente  de  ces  deux 
Thcorc'mes,  mais  comme  on  a accoutumé  de  pro- 
pofet  l'un  8c  rautre  en  d’autres  termes  j nous  ca 
ferons  le  VIL*  8c  le  VIII.*  Thcorcmc. 

VIL  T H E O R É M E. 

S I à 4 Grandeurs  ptopontoiuiclles  comme  ÏÏ. 
C.  : : F.  G.  On  en  ajoüte  deux  autres  comme  M , 
N,  qui fbient telles  que  la  i.***  Ibit  à la  5.®com« 
me  la  4.*  à la  6.*  la  i.'*  fera  à la  5.*  comme  U 
j.^àla  6*. 

i.**  Hypothefè,  B.C:;  F.G. 

1.^®  Hypothefe,C.  M.  ::G.  N. 
Confcquencc  à prouver,  B.  M.  ::F.N 
Dcmonllrarion.  Par  la  i,"*  Hypothefe  & le 
4..*  Axiome , ces  4 Raifons  font  proportionnelles 

îr'M  • • ^ *■•'**  Hypothefe  , la  a.*** 

Raifbn  & la  4.*  [^*5^  ^3  font  égales,  [carc’efl: 
ce  que  l’on  fuppofè  quand  on  dit  que  CM.:: 
G.  N.]  Donc  par  lo  Corollaire  du  VlII.®  Axiome, 

la  I Raifbn  &la  3 ^nt  égales , 

c’eft  à dite  que  B.  M.  : : F.  N , ce  qui  cft  la  confe- 
quence  à prouver.  Ce  Thcorcmc,  s';q>pel]e Æ^«4r> 
iftas  ordinata. 

VIIL  Th  e o r è m e. 

Si  à 4 grandciirs  proportionnelles  comme  B.  C. 
::F.  G,  on  en  ajoute  deux  autres  comme  'HScYt 
qui  Ibient  telles  que  la  a."'*  foie  à la  5 .'comme  la  6.*i 
la  3.* la  première  fera  à la  5.®  comme  la  «.'à  la  4.® 
C a 1 Hy- 

•I 


xtiir. 


.V  J ; 


XL  IV. 


Digilized  by  Google 


Ç2  NOUVEAUX  ELEMENS 

I /•  Hypothcfè  , B.C.r.F.G. 

a/'Hypothcfc,  C.X.:  :Y.F. 
Confèqucncc  à prouver  , B.X.f.Y.G. 

Dcmonftration.Parla  i.™  Hypothclc,  &lcIV.« 

y: 6c  Axiome»  r V*  • J Y • Or  par  la  i.<'*Hy- 
pochefe,  la  féconde  & la  quatrième  Raifon[^  8c 
7 ] font  égales,  car  c’eft  ce  que  l’on  fuppofe  quand 
on  dit  que.  C.X  ::  Y.Fj  donc  par  le  Corollaire 
du  Vlll/  Axiome,  la  i.«  Raifon&la  3-'  [r  & 
font  égalés  aufli,  c’eft  à dite  que  B.  X : :Y, 
G ; ce  qui  cft  la  confcqnence  à prouver.  CcThco- 
tdme  $ ii>pcllc ÆqMlitdt  ptmrhai*. 

Avertissement, 

Y.  On  propolè  encore  ce  dernier  Theordme  d’une 
autre  maniéré  qui  revient*  la  meme  choie , quoi- 
que cela  patoiffe  Sort  different. 

VIII.  Theoréme, 

' Propofé  i'unt  autre  maniirt. 

Y T Y ayant  3 Grandeurs  d’une  part,  & 3 de  l’au- 
tre : Si  la  I.**  d’une  part  eft  à la  comme  la 
a,.***  de  l’autre  part  cft  i la  3*  ; & que  la  i.'^M’uiie 
pan  foit  à la  3.*  comme  la  i.*'  de  l’autre  part 
eft  à la  1*’*:  la  i."  d’une  part  fera  à U 3»,  com- 
me la  I.”  de  l’autre  part  fera  à la  3'. 

Soient  les  Grandeur*  3 d’une  part  B , C , X , & 
jdel'autre  Y, F,  G* 

ï.™Hypothefc  ,B.C.;:  F.  G. 

■ 1.^  ' Hypothefe,  C.  X.  ; : Y.  F. 

Conftquencc à pouvrer , B.^.::Y.G. 

On  voit  clairement  que  ce  font  les  mêmes  Hy- 
pothefes  8c  la  même  cohfcquence  à prouver  que 
iLius  IcYIll».  Théorème,  6c  qu’ainfi  cclafc  prou- 
vera 
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rera  de  la  même  Ibrcc.  U £uidia  pcut-cftre  mectce 
là  les  Réciproques. 


IX.  Theorémi. 

Si  4.  Grandeurs  font  proportionnelles , clics  le  x l v i r. 
feront  encore  en  comparant  chaque  antécédent 
plus  ou  moins  fon  confequent , avec  fon  confè- 
quenti  c’eft  à dire,  que  fi  la  i.=*eft  à la  z.*'® com- 
me la  3.C  cR  à la4*j  la  i.'*  plus  ou  moins  la  i.* 
fera  à la  comme  la  5.*  plus  ou  moins  la 
4.®  à la  4*  ; ce  qui  s’appelle  ordinairement  Cow- 
pontnio,  s’il  y ap!uS;&  ZJitvrdejirfi»  s’il  y a moins, 
quoique  peut-eftre  par  abus , comme  nous  le  fe- 
rons voir  plus  bas  5 & il  iàut  remarquer  que  pour 
y avoir  moins,  chaque  antécédent  doit  eilre  plus 

frand  que  fon  confequent.  Il  faut  prouver  que  fi 
. C.  : :-t.  G.  B plus  ou  moins  C ,■  eft  C , com- 
me F , plus  ou  moins  G eft  a G 5 adiré  que 

B'^C.C::F  "^llG.G.  Car  | & J' . eftairt  c'galcii 
pat  l’hypothefe,  & ^ ^ , parce  que  ce  (ont 

deux  Raifons  dVealitd  : g *±  ? dlccald  r "i?. 


B c ^ ^ ^ 

Or  c n’eft  autre  chofè  que  B C ; & F 

C G 

t::G  n’eft  autre  cliofc  que  F.^  G.  Doue  B "^C 

G ^ G ^ C 

cft  e'gal  à F G ; c’eft  à dire  que  la  railb»  de  B 

cT* 

plus  ou  moins  Cl-C,  eftdgale  à taRaifc-idc  Fpliis 
ou  mo;ns  G à G ; donc  B ■d:C.  C : ; F "StG.  G ; ce 
qu’il  fallüit  démontrer. 

** 

X.THEORÉME. 

Sx  4 Grandeurs  font  propoçtioatieUcs  , &quCxTtlil’ 

C J clia- 


I 
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thiàquc  antcccdcnt  (oit  plus  erand  c)uc  fon  con(ô- 
cjucnr:  le  i/  antécédent  eft  a la  quantité  dont  ii 
iurpaflê  fon  confequent , en  même  Raifon  que  le 
lècond  antécédent  tft  à la  quantité  dont  il  furpailè 
ion  conftqucnt.  Cette  quantité  s’appelle  la  dif- 
férence de  l’antcccdcnt  d’avec  fon  confequent, 
comme  nous  avous  dejavû.  Soit  C.  ; : F.  G,& 
rue  chaque  antécédent  (bitplusgtand  que  Iccon- 
ll-e]uent.  Je  dis  que  B.  B — ^ C ; ; F»  F — — G.  Pour 
le  montrer,  il  ne  faut  que  prouver  que  B— — 

<.B::F« G.F  j car  (icelaeft,  l’autre (èrav ray 

TtmHUmdo.  Or  ce  dernier  eft  clair  ; car  la  Rai- 


Ion  de  eft  la  même  chofe  que  - moins  -jjSc 
f “p-  eft  la  même  choft  que  la  Raifi>n  ^ moins 

- B,—  F«c, O J B-r  F— G 

'ï — T 5 

' Jonc  B C.  B : ; F — — G..  F , & Ptrmutanii 

£ __  C.  : : F.  F — — G j ce  qu’iifalloit  demou,^ 


tier. 


XI,  Thiorime. 

ÇoRS  qu’on  a deux  proportions  que  jenomtne- 
1 1 1.  ray  A & E : Si  3 termes  de  Tune  font  égaux  à 3 
termes  de  l'autre  , chacun  à chacun , & dans  le 
même  ordre  [c'eft  à dire  le  i*'  au  1/  le  i."*  au 
. a‘*i  &c.  } Les  deux  qui  reftetont  de  part  & d’au- 
tre feront  aulli  égaux  entr’eux. 

Soit  la  proportion  A.  B.  D.  r:L.  M. 

& la  proportion  E.  /3.  î • Je  dis  que  fi 

le  premier  terme  d’A  eft  égal  au  i ..r  terme  d E ; 
&Ie  i.‘^auî.‘*i&le3.''au  3/:  les  deux  quatrièmes  te 
‘ fèront  aufli  ; car  par  le  Axiome , les  t pre- 
mières Raifons  d’A  & d’E  font  eiitt’clles  comme 
ks  deux  dernières^ . 

Or  les  deux  premières  font  égales  pat  le  8.*  A- 
xiûtnc,  parce  que  par  l’Hypothefe,  les  antecc^ns 
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font  égaux , & leurs  conlèqucns  aurti.  Il  fajt 
donc  au/n  que  tes  deux  deenieres  Raifons  fbient 
égales  1 c’eft  à Ære  que  L.  M.  : : A.  f*.  Or  le» 
deux  antecedens  de  ces  deux  Railôtis  qui  font  L & 
A font  égaux  par  rHypothefe,  Donc  par  le  VIII.P 

Axiome,  les  deux  confoquens  M & ^ le  fontau- 
fli  ; ce  qu’il  falloir  démontrer. 

On  prouvera  ûns  peine  la  même  chofo , fi  c’eft 
tégalité  d’un  svitre  terme  d’A  à un  fomblable  d’£| 
comme  du  aa  i qui  foit  fiippofé  inconnu'} 
car  alors  i'égalite’  des  deux  detoieres  Raifons  qui 
fêia  maniftlte  par  l’Hypothefo,  prouvera  celle  des 
deix  premières  ; & l’cgîtitc'  des  deux  premières  dons 
ics  iiKecedens  fonp  égaux  par l’Hypocaclè , prouvera. 
l'égaUré  des  deux  cooTequeusqui  focotu  le  i,*‘ur« 
mcd’Â,  & le  1,“*  d’E.  -i  ' . i . 

I.  COROLLÂÎRÊ, 

Ce  theoréme  ne  laide  pas  d’eftre  vray  quand  I« 
3 termes  d’une  proportion  égaux  chacun  à cha- 
cun à } termes  de  raotre  , ive  (croient  pas  dans* 
le  même  ordre  dans  l’une  & dans  l'autre,  poqr. 
vû  que  les  deux  moyens  de  Tune  foient  égauit , 
ou  aux  deux  moyens  de  l’autre  , ou  aux  i extre- 
jftics  ; car  alors  il  fera  ailé  en  tranfpoGmt  les  tcr.‘ 
mes  de  l’une,  de  faire  que  les  termes  c'gaux  Ce. 
répondent  dans  lune  & dans  l’autre  félon  ce  qui 
a été  dit. 

II  "CoRaLLAlRE. 

S t deux  proportions  Â & £ étoient  continues  t 
ies  deux  moyennes  ptoportionnellcs  étant  égales  , 
i'un  des  extrêmes  d’A,  ne- pourroit  eftre  égal  à 
l'un  des  extrêmes  d’£ , que  l’autre  exttcmcd’A 
ne  fût  égal  à l’autre  extrême  d’E. 

Xir.  Theoréme. 

Peusieurs  Raifons  étant -égales  , tous  lesp 
C 4 au- 
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antccedens  (ont  à cous  les  confcquens , comme  un 
des  antecedens  à (on  confequent.  Comme  deux 
Kai(bns  elbnc  égales  , rantcccdent  cd  à l'antecc> 
dent  I comme  te  coqlequeut  au  con(èqucnt  ; ainE 
4 Raifons  [ ou  tant  que  l’on-Toudra]  elbuit  egar 
les , le  premier'  antécédent  cft  au  demicc  antécé- 
dent) comrne  le  i ' conlèquent  au  dernier;  & te 
a.H  antécédent  au  dernier  antécédent , comme  îc 
3.  ^ eonfequéat  au  deénier  j & ainü  de  fuite  juf- 
ques  au  dernier  antécédent  qui  (èra  à (^-méme 
comme  le  dernier  oontèqoenc  à fov-mênte.' 

Donc  les  '4  Raifons  de  cMcun  des  quatre  ante- 
cedens an  dernier  antécédent  ) fone  égales  aux  4. 
Raitôiu  de  ettâcon  des  4 conlèqucns  au  derntee 
«oniêqacnc,  chacune  à châcune;  c’tH  à dire  rue 
ji  ces,4  RaUbos  égües.)  font  — ' ’’t- 

B C D F B CD  F • ' 

^ > Cerpût.  iteilcscliacmic 

^EIOÎFFr 
A E I O 

à chacune  à , ! " , . 

009.0  ' 

* Or  ces  Raifons.  des  4antecédcns  au  dernier  ànte> 
cèdent  font  la  meme  choie  que  la  Rai(bn  des  4 anto^ 
cedens,  joints  avec  le  (Igné  de  plus  au  dernier  ante« 
cèdent  ^ c’efl  à dite  la  meme  choie  que  , 
B -4-  C -+  D ^ F ' ^ , ■ ' ■ . 

F ' ... 

Et  les  4 Railbns  des  4 conlcouens  au  dernier 
conlcqucnr , fontla  même  dhb(c  \uc l’üniquc  Rai- 

ibn  A -+F/-+I  ■'-+ 9 ‘ .( 

' Donc  B-+C-+D-+fcftàF,  comme  A h*  E 

»+ 1 -4»  O cft  à O.  ' ' 

Donc  ^Iternàpdo  , les  4 antecedens  font  aux  4 
confequens , "comme  F dernier  antécédent  cft  à O 
iâcrui«.coi\fçquent^.t  •>.  ... 

SE". 

/ 

•/ 


l • 
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SECTION  DEUXIE'ME. 

Pet  Raifonr  tant  tTégalité  que  S" inégalité  qui  peu. 

vent  être  entre  diverfes  Raifons  , auani  les 
termes  de  l’une  font  multipliailes 
par  ceux  de  l'autre. 

Avertissement. 

« 

on  croit  ordinairement  que  les  grandeurs  de  di. 
vers  genre  qu'en  appelle  Heterogener-,  ne  fe  peu. 
vent  pas  multiplier.  Cela  ne  me  parois  pas  vray, 
ou  a befoin  d explication  ; car  les  nombres  font 
rf* un  autre  genre  que  les  autres  grandeurs  comme 
l'étendue  cf*  le  tems  ; <jr  neantmoint  il  efl  clair 
que  les  nombres  multiplient  toutes  fortes  de  gran- 
deurs, que  c’ejl  une  véritable  Multiplication, 
quand  je  dis  6 toife^ou  6 heures  -,  puifque  c'e^ 
prendre  une  toife  ou  une  heure  autant*de  fois  qu'il 
jt  a d'unité:^  dans  6 , en  quoy  conftfie  la  Multipli- 
cation. 

De  plus  ce  qui  ne  fe  peut  multiplier  par  la  na- 
tkre , fe  peut  multiplier  par  une  fîBion  d'efprit , 
par  laquelle  la  vérité  fe  découvre  aujp  certaine, 
ment  que  par  les  Multiplitations réelles-,  ainfi vou- 
lant fçavoir  quel  chemin  fera  en  dix  heures  celuy 
qui  a fait  z\  lieuës  en  8 heures  : je  multiplie  par 
une  fiâion  d’efprrt  lo  heures  par  24 lieuës,  ce  qui 
nu  donne  un  produit  itttaginaire  d heures  o»  de 
lieuës  de  140  5 qui  eflant  divifé  par  8 heures  me 
donne  50  lieuës.  On  multiplie  aujfi  par  la  même 
fiSioH  d'efprit  des  furfacet  par  des  furfaces , quoi- 
que cela  donne  pour  produit  une  étendnë  de  4 di-  ■ 
tnenfioHS  qui  ne  peut  eflre  dans  la  nature , ne- 
anttnoins  on  ne  laijfe  pat  de  découvrir  beaucoup  de 
vetiter,  par  ces  fortes  de  multiplications, 
dë  fiqy  bien  qu’on  dit  que  e'e[l  parce  que  cespro- 
C 5 duits 


58  NOUVEAUX  ELEMENS 

duits  imaginaires  fe  peuvent  réduire  en  lippues  tjuf 
auront  même  Kaifen  enir  elles  tjue  ces  produitn 
mais  il  n'y  a guere  d apparence  cjue  la  vérité  de  cet 
- fortes  de  preuves  dépende  de  ces  lignes-,  qui  font 
vifihlement  étrangères  h tes  demonfîraiions.  Quey 
qu’il  en  frit  ne  me  ventant  hroùiller  avec  perfonne, 
tbâcnn  prendra  et  que  je  dirqy  des  Kaifrns  qui  ft 
trouvent  entre  diverfrs  raifrns  qu’on  ne  eonneit 

Îu'en  multipliant  les  termes  de  l nne  par  ceux  de 
autre  , félon  L'opinion  qu’il  aura  que  les  termet 
de  certaines  raifrns , font  ou  ne  font  pas  multipli- 
Mes  Us  uns  par  les  autres  j car  te  n efi  que  dans 
cette  fuppofitionque  tout  et  que  je  m en  vais  dire  fr 
doit  entendre^ 


I.  L ï M M E. 

r lY.  On  a d(?ja  veu  dans  le  Livre  precedent  que  deux 
grandeurs  ont  dtd  mulciplices  l’une  par  l'autre  > 
quand  Tunicé  e(l  à l’une  comme  l'autre  eO:  au 
rtoduit,  c’ed  à dire  à ce  qui  s’eft  Élit  pat  cette 
' Multiplication  ; Ainlî  3 multipliez  par  4 donnent 
] 1 , parce  que  3^:  : 4.  1 1 ; & un  tiers  multiphd 
par  un  quart  donne  un  douzième , parce  que 
ï (j.  l'unité  étant  triple  du  tiers  comme 

le  quart  eli;  triple  du  douzième  -,  & de  même  ge- 
Dcraiemcnt  quand  B & X cftant  multipliez  don- 
Ment  B X > il  Émt que  1.  X.  i:  B. B X.. 

II.  L E M M E.. 

I ^ s’enfuit  de  là  que  toute  Grandeur  étant  mul- 
tipliée par  un  autre, 'la  Grandeur  lîmple  cftàfoy- 
même  multipliée  comme  l’unité  «ft  à l’autre  Gran-  ' 
deur  par  laquelle  elle  a été  multipliée  ,.B.  BX. 
::I.  X.  Ce  n’eft  que  tranfpofcr  les  deux  Raifons. 
^ui  fe  doireut  trouver  en  toute  Multiplication. 

m.  lem; 

» * ^ 
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II L L E M M 

I>BUX  Gcandeurs  ^tant  multipliées  pr  une  t,x Tri- 
même  Grandeur  : fl  elles  font  égales , leurs  Pro- 
duits feront  égaux  ;-  & les  Produits  font  égaux  > 
elles  feront  égales.  Soient  B & D deux  Grandeurs 
égales  : ]c  dis  que  BX&DX  font  égaux  ; car  par 
k premier  Lemme 

I-  X.:  : I ®;  donc  B.  B X : : D,  D X.  Par  fe 

Axiome,  Donc  fi  les  Grandeurs  B & D font 
égalés  f Tes  Produits  B X & D X le  font  aufli  pat 
le  vm.»  Axiome  5 & fi  Tes  Produits  B X de  D X 
font  égaux,  tesgrandeurs  B &D  le  fbntauffi  parle 
même  vni.*  Axiome. 

ly.  Lemme. 

L O R Sqjl  X dieux  Grandeurs  étant  muldpliéei  l T i r, 
func  par  l’autre  font  un  Produit , 8c  que  i autres 
en  font  uue  autre,  comme  par  exemple  B-S&DT: 

On  y peut  remarier  j fortes  d’égalitez.  La  i." 

& la  1 * les  égafitez  de  chacune  des  deux  Gran- 
deurs d’une  part  à chacune  des  Grandeurs  de  l’am- 
tre  , de  B à D & S à T.  la  }.«  l’égalité  des  deux 
Produits  BS  & D T } or  deux  de  ces  égalitcz  étant 
données  donnent  la  3e;  c'eft  à dire  que  fi  chacu- 
ne des  deux  Grandeurs  d’une  part  efe  égaie  ü chà^ 
rune  des . deux  Grandeurs  de  l’autre , les  Ptoduits^ 
fonr  é«nx. 

a.  Et  fi  ce  font  les  i Produits"  qui  fonrfùppo^ 

Ccz  égaux,  8c  qu’une  des  Grandeurs  d’une  prty 
foit  cealcà  une  de  l’autre. part,  les  deux  autres'  ‘ 
Grandeurs  font  égales. 

Preuve  du  premier  cas.  ta  dôuble  Kypothefir 
de  B égal  àD , &d’S  égale  à' T , &t  voir  par  le 

3.*  Lemme  que  BS DSS  DTidon€BSS.-i 

DT  J.CC  qu’il  fialloitdeavontrer. 

C ^ Freoer 
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Preuve  du  i.<icas.  Par  la  double  Hypothefedb 
BS  égal  à DT,  & de  B égal  à'D,  en  fè  fouve- 
«ant  du  î .•  Lemme , BS  BT; 

donc  B SS  BT  -,  donc  par  le  3.*Lanme  SS  T 
(c  qu’il  ^oit  démontrer. 

L Proposition  Generale^ 

- Si  les  deux  termes  d’une  Raifon  font  multt» 
* ^ **  plie*  par  une  meme  ^andeur , la  Raifon  des  ter- 

mes fimplcs  eft  égale  à celle  des  termes  multipliez» 

CM,  on  Jg 

I.  Démonstration. 

P A R le  i.'îLcmmeB.  B M.  7 , i,  j r» 

B M : : C.  C M,  donc  Mmntniti  B.C.  BM- 
€M. 


IL  Démonstration. 

Tout  SS  les  Aliquotes  pareilles  des  anreccdcf^ 
2 & fi  M font  égakment  contenues  dans  les  cen- 
libquens  C & C M. 

Car  foit  X , l’Aliquotc  quelconque  de  B , & fî 
Ton  veut  la  centième:  loo  X lèxont  la  même 
chofe  que  B.  ^ 

Donc  par  le  3.*  Lemme  ce  fora  la  mêmechofo- 
de  multiplier  cent  X par  M que  de  multiplier  B par 
M;  donc  B M & ico  fois  X M font  la  même 
chofo  ; donc  X & X M font  les  Aliquotes  pa>* 
icnics  des  antecedens  B.  & B M. 

Sup^fo  maintenant  que  X foie  dans  C , ot» 
^ tant  de  fois  fons  refoe,  ou  toujours  avec  quelque 
lefte;  qu’il  y foit,  par  exanplc  87  fois  prccilc-* 
ment  ,i ou  87  fois  pins  R. 

Ce  Ccri  la  même  chofo  de  smltiplicc  C par  M » 
V • «luc 
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que  de  multiplier  par  M , ou  8 7 fois  X prc'cifemenc>. 
f ce  qui  donne  87  XM,]  ou87X~fR  [ce  qui 
donne  8 7 X M R M.  j Donc  C M eltk  même 

eÈofc  que 
On  87  X M, 

Ou  87XM-<-RM. 

Comme  donc  il  cft  cfair  par  Tes  proportions  na- 
«nrellemcnt  connues , & par  le  i .»•  T heor.  que  100 
X..87  X::iooXM.  87  XM  j ou  100  X.87X 
R t : 100  X M.  87  X M T+  R M : il  eft  clair 
au/B  que  B [égal  à 100  X J eft  à C jfégal  à 87  X 
ou  à 87  X -+  R J comme  B M [égal  à 100  X M 1 
cftàC M [égal  à 87  XMouà87XM-t-RM5 
e’eft  a dire  que  B.  C.  : : B MX  M ycc  qu’il  lâlloit  dé- 
montrer 


COROILAIRE. 

Q^uano  des  Grandeurs  de  plufienrs  dimen- 

êns,  & qui  en  ont  autant  l’une  que  l’autre,  font 
le  Raifon  : les  mêmes  lettres  qui  fe  trouveront 
^ns  l’une  & dans  l’autre  de  ces  Grandeurs,  étant 
V ôtées  de  part  & d'autre  une  pour  une,  ce  qui  râle- 
ra , donnera  la  même  Raifon  en  termes  plus  fiip- 
ples.  Que  s'il  ne  reftoit  rien , ces  Raifons  fèroient 
entr’elles  comme  I ài.  BMXM::B.C.  BB.B 
CrrB.C.  BCM.  BCNîtM.N.  Df  G.  DPG 
s;  F. P. RS T.TR S î;  1. 1. 


I IX. 


PROBLEME. 

Ayant  deux  Raifons  quelconques , foire  que  i x.. 
demeurant  les  mêmes  , elles  ayent  même  conlè- 
quent  ? Il  ne  fout  que  multiplier  les  deux  termes  de 
chacune  par  le  confequqit^e  l’autre. 

Parla  elles  demeurtrontchâcunedemêmequ’er- 
fcs  croient  auparavant  , par  la  propofition  prece- 
dente } & elles  auront  pour  confèquent  commun  les- 
produis  des  deux  confequens , g : ; 

C 7 H.Pbo» 
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II.  Proposition  Generale. 

ro«r  (omoitrt  ta  Rai/on  que  det  rtifons  qutlttni- 
qutt  ont  tntr'eUts 

kxi.  Deux  Raifons  quelconques  font  enrr elles  , 
comme  le  Produit  des  extrêmes  , [c’cll  à dire  du 

Ïremicr  antécédent  par  le  i.*'  conR-quent  ] eft  aa 
roduit  des  moyens,  [c’eft  àdire  du  i.**  antécédent 
par  le  premier  confequent ,]  ; BN.  C M. 

Car  pas  le  precedent  Problème , on  réduit  les  deux 
Rai^ns  donn^esà  n’avoirqu’un  même  confequent, 
en  donnant  pour  ante  cèdent  a fa  première  le  Produit 
des  extrêmes,  & à la  lecondc  le  Produit  des  moyens, 
Si  à chacune  pour  confequent  le  Prodnit  descon>' 
Icquens. 

Donc  par  Te  4.*  Axiome  n’aiant  qu’un  confè- 
«juent  , elles  font  comme  tes  antecedens  , Se  par 
confequent  comme  le  Produit  des  extrêmes  qni  ^ 
l’antccedent  de  h première , au  Produit  des  moyeW 
qui  eft  Pantecedent  de  la  féconde.  i î 

^5-bn.cm, 

r.  Theoréme. 

ixii.  ' Deux  Raifons  quelconques  font  entr’elles  com- 
me la  Raifon  des  antecedens  à celle  des  confequais^ 

B M B £ 
ï*  N-  • • ir  N’ 

Car  cette  nouvelle  comparaifon  laiffant  les  mê- 
mes extrêmes  B & N , ne  fait  que  tfanfpofer  los 
moyens  C & M ; donc  ces  deux  nouvellês  Raifons 
font  encore  entr’clles  comme  le  Produit  des  mé.- 
xnes  exttemes  au  Produit  des  mêmes  moyens. 

B M 7 

■ "C*  N'j".. 

B C7..BN.CM. 

A C^Thio. 
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IL  THEQRÉiÆE. 

! , ' 

Dïiix  Rai'ôns  quelconques  font  entrVMcs.com- 
me  CCS  memes  Raifons  tcnverfécs  prifcs  dans  ua  ^ 
ordre  renvcrfo. 

3’appclle  Ra  fons  ren-werfocs  quand  de  î’antecc- 
dent  on  en  &iit  le  ccmfcquent , & du  confcquenc 
l'antecedent.  Je  dis  donc  que  §5  car  il 

faut  prendre  ces  Raifons  rcnverfocs  dans  un  ordre 
renverfo , aHu  que  ce  foie  toujours  les  memes  cx~ 
cremes&  les  memes  moyens.^ 

B M T 

C*  N* 5.  . 

N C ) B N.  CM. 

M B* y* 


Avertissement. 

« « 

Toutes  les  Raifons  d’dgalité  dcant  cWlcs , j,  y x ^ 
ks  ont  toutes  même  raifon  à quelque  raifon  que  ce 
foit , & ainfi  on  peut  prendre  celle  que  l’on  veut  à 
diferetion  , & les  demonlhations  pour  l’ordinaire 
en  font  plus  /ènliblcs  -,  quand  on  prend  celle  du  con> 
icquent  au  confequeat  de  la  Raifon  d’incgalitd  , 
avec  laquelle  on  compare  cette  Railbnrd’egalitd. 

III.  Theoréne. 

L A Raifon  d’d^litd  cft  à xmc  Raifon  quelcon- 

Îie  d’indgalité , comme  keonfoquent  de  la  Raifon 
inégalité  ell  à fon  antécédent. 
i.«Dcmonftr.  ; : X C.  X 
a.*  Demonftr.  r : C.  B. 

Et  toute  Raifon  d’inégalité  eft  à la  Raifon  d’égalie- 
eé>iCoouncranteccdcnt  delà  Raifon  d’inégalité  c(l  àr 

fou 
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foacoiüèqucut.  ; B X.  C X : : B»  C. 

kj  c 

Autrement  ^ g.  : : B.  C. 


I.  Corollaire, 


tX  VI 


L A Raifon  dVgalité  cft  plus  grande  qu’aucune 
Raifon  de  moindre  in^galtte,  & plus  petite  au'au- 
cutie  Raifon  de  plus  grande  indgalitd  : car  elle  eft 
à chacune,  commelecoDfcquentde ch^une  efl  à 
Ibn  antécédent  ; donc  la  Raifon  dVgalitd  e(l  plus 
grande  qu'aucune  Raifon  de  moindre  inégalité. 

On  prouvera  de  la  même  forte  rm'clle  cft  plu»  pe-  - 
rite  qu  aucune  Raifon  de  plus  grande  inégalité,  par- 
ce  que  le  conlcqucnt  de  toute  Raifon  de  plus  grande 
inégalité  eft  plus  petit  que  fon  antécédent. 

Cela  (evoit  encore  plusgroflicrcmcut  ai  prenant 
pour  Rai  fon  d't^alité  celle  du  conftquent  auconfo- 

3uent  de  la  RaHm  avec  laquelle  on  la  compare  ; car 
cft  clair  que  la  Raifon  de  4 à 4 eft  plus  grande  qne 
la  Raifon  de  3 à ^ , parce  qu'ayant  même  conft- 
quent  celte  d'égalité  a un  plus  grand  antécédent 
J,  I ; & il  cft  clair  auflî  par  le  même  principe  que  Fa 
Raifon  de  J à 3 cft  plus  petite  que  la  Raifon  de  4 à 3 , 

l>f 


II,  Corollaire, 


IX  VII 


La  Raifon  d'égalité  cft  moyenne  proportlon- 
*nellc  entre  deux  B^ifons,  dont  l’une  eft  l'inTcrfo  de 
l’autre,  ou  l’invcrfe  d’une  Raifon  égale  à l'autre. 

‘i- : : E-Ej  que  fl  5 cft  égale  à ®,  § fera  auflî 
égale  à 5 , & par  confequent  : J 


III.  Corollaire^ 

ixviii.  Raifon  de  moindre  inégalité  eft  d’autant  plus 

grande  , & la  raifon  de  plus  grande  inégalité  cft 

d’autanc 
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JT  autant  plus  pente  que  l’une  & l 'autre  approche  plus 
de  laRaifon  d’égalitd.  Ven  laiflc  à trouver  la  de- 
monftrarien  cjui  le  tkc  peine  du  Theordme 
ptecedcDt. 

II.  Th  OR  f ME. 

s I les  deux  termes  d une  Raifcn  font  moItipKez  t x l 

Îat  deux  nouvelles  grandeurs  , l’antccedcnt  par 
One,  &fceonfcquenc  par  l'autre; 

La  Railbn  dM  termes  fimples , eft  à U Raifon des 
ternes  muitipiiez,  comme  la  Grandeur  qui  a mut- 
tiplié  le  conlequent,  à celle  qui .»  mukiplid  l’an-  ' ^ 
ieccdeiit.|.  ;BCN.  BMC::N.  M. 

, ‘ ‘ >1 

^ ' 'Corollaire.  ’ : ’ 

l A Raifon  des  Racines  cft  à la  Raifon  des  Quar- 
rez  comme  la  dernière  Racine  cft  à la  preoncre. 

: C.  B ; & la  Raifon  des  Qparrez  cft  à celle 
des  Racines , comme  la  première  racine  eft  à la  der- 

•ierc, ‘i.i::B.C. 

s 

AVERTÏSSEMENr. 

O N jugera  fans  peine  par  là  de  ce  qu’eft  la  Rai- 
fon des  Racines  à la  Raifon  des  Cubes.  • i ^ 

ce.  BR. 

III,  Theori^mi. 

S i ayanç  deux  Raifons  quelconques  . j’en  ^is 
une  troilîdmc  qui  ait  pour  antécédent  le  produit  des 
autccedcns  des  deux  premières»  & pour  confequent 
le  produit  de  leurs  confequeus  ; c lâcune  des  pre-, 
micres  eft  à la  troilîc'me  comme  e confequent  de 
« autre  cft  a fon  aotecedenc  $ c’eft  à dire  que  la» 

. • %•  pre- 
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font  entr’cux  comme  le  produit  des  ancecedens  cfli 
au  prottuic  des  confèquens.  BB.  CC::BF.  CGj 
car  BBCG=:  CCBF. 

C B dtant  commun  à Fun  & à l'autie , & B G du- 
pcemkr  étant  égal  à C F du  (ccond.  « 

IV.  COROLLAÏRï. 

&XXTIT.  ^ Grandeurs  étant  proportionnelles  > Icutï 
Quatrezlefontau^i.  Si  B.  C.::  F.  G. 

BB.  CC.:;FF.GGi  carBBGG=:  CCFF. 
le  premier  étant  le  Quarrd^^dc  BG  , & le  Iccoud- 
de  CF.  ' 

V,  Corollaire. 

LzxTiir*  Qp  A T ».  E nombres  c'tant  proportionixls  , te 
produit  des  quatre  multipliez  l’un  par  l’autre  eflne* 
ceflân'ement  un  nombre  quarré  i qui  a pour  fa  ra> 
cine  le  Produit  des  extrêmes  ou  celui  des  moyens , 
qui  eib  la  même  choie  ; car  le  produit  des  quatre 
nombres  proportionnels  > eft  la  même  choie  que  le 
produit  des  exttémes  multiplie  par  le  produit  des 
moyens,  i.  3 r:  4. 6.  x fois  « ( 1 1)  par  5 fois  4 (11) 
font  11  fois  11;  c’eft  à dire  144;  &c’cftabôlu- 
ment  la  meme  chofo  que  de  dire , z fois  3 fouc  6 > 

4 fois  6 font  14 , 6 fois  1.4  font  144.' 

VI.  Corollaire. 

XXIX.  On  prouve  aifément  par  ce  4.*Theoréme,  ce 
qui  a été  ditcy-ddliis  , que  quatre  grandeurs  étatit 
proportionnelles  , comme  B.  C F.  G:  li  on  en 
ajoute  1 autres  quelconques  comme  M & N > les 
quatre  Raifons  fuivantes  (ont  proportionnelles 
f • • • 5 " 5 car  par  Upropolition  generale,  les  deux 
premières  Raifons  font  êntr’clles  comme  C i 
M N * & les  deux  dernières  comme  B G eft  à M',^. 
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par  le  Théorème  precedeutC  F B G ; donc 
C F.  M N.  : :B  G.  M N i donc  ^ : : s-  î 5 
vce  qu'il  Édloit  démontrer. 

V.  Theorime. 

Si  les  deux  moyens  d’une  proportion  font  égaux  J.  JJ 
aux  deux  moyens  d’une  autre  proportion  > &que 
l’un  des  exttemesde  l’une  foitégal  à l’un  desex. 
trémes  de  l’autre  : l’autre  extrême  lcrà  auflî  égal 
à l’autre  extrême;  & il  n’importe  ni  que  les  deux 
moyens  /bppofez  égaux  de  pare  & d’autre  ne  fo« 
ient  pas  placez  de  même  dans  ces  deux  proportions 
[ comme  fi  c’eft  le  i.“  des  moyens  de  lâ  pro- 
portion A qui  foit  égal  au  des  moyens  de  la 
proponion Cf  & le  (eoond  d’A  au  premier  de  Cj 
ni  que  ce  foit  le  i.«  des  extrêmes  d’A  qui  foie 
(bp^Cé  égal  au  dernier  de  C , les  deux  extrêmes 
d’A  & de  C n’en  feront  pas  moins  égaux. 

Demonftx.  Les  deux  moyens  d’A  clant  égaux 
aux  deux  moyens  de  C:  le  produit  des  moyens 
d’A  fera  égal  au  produit  des  moyens  de  C,  par  le 
4-«  Lemmc.  Or  dans  chaque  proportion  le  pro- 
duit des  moyens  eH;  égal  au  produit  des  extrê- 
mes. 

Donc  les  produits  des  extrêmes  d’A  & de  C font 
égaux  aufiL 

Or  par  le  4.*  Lemmê,  fiippofë  que  l’un  des  ex- 
trêmes d’A  quel  qu'il  foit,  (oit  ^al  à run  desex- 
trêmes de  C que!  qu’il  foit  aufli:  l’autre  extrê- 
me d'A , fora  égal  à l’autre  extrême  de  C. 

Co  RO  L L A I R E. 

S I A & C êtoient  deux  proportions  continués , t x xxl.* 
les  deux  moyennes  proponionnclles  étant  claies , 
l’un  des  extrêmes  d’A , ne  pourrbit  être  égala  l’un 
des  ezciémcs  de  C , que  les  deux  autres  extrêmes 

d’A 
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d'A  & de  C ne  fulleiu  aulli  égaux.  Ce  qui  eft 

Srouvd  dans  ce  Théorème  &c  ce  Corollaire,  l'a 
èja  ètè  plus  haut  d’une  autre  £t{oa. 

DES  RECIPROQUES. 

Deux  Grandeurs  lônt  dites  être  réciproques  à 
deux  autres,  quand  les  unes  font  les  extrêmes 
d'une  proportion , & que  les  autres  en  Ibnt  les 
moyens.  Ainlî  dans  la  proportion  B.  C.  : : F.  G. 
B & G font  réciproques  à C & F { & il  ed;  clair, 
par  ce  qui  vient  d’être  dit,  que  quand  deux  gran- 
deurs font  réciproques  à deux  autres,  le  produit 
des  unes  ed  égal  au  produit  des  autres.  Que  s'il 
n'y  a que  trois  Grandeurs  dans  une  proportion , 
parce  qu'elle  cil  continue , celui  du  milieu  qui 
lcrtdc  confequent  à la  première  Radon,  & d’an- 
tccedent  à la  fécondé,  cft  appcllé mtjenne profor- 
tioHnelUi  & alors  le  Quarre  de  cette  Grondeur 
e(l  égal  au  produit  des  autres  Grandeurs.  Si  B. 
BH=:  DD. 

VI.  THEOREME. 

S i deux  Grandeurs  chàcure  de  deux  dimenH- 
ons,  font  égales:  l’une  des  dimenlîons  delà  pre- 
mière etl  à Tune  des  dimenlîons  de  lalèconde, 
comme  l'autre  dimcnlion  de  la  féconde  eft  à l'au- 
tre dimenlion  de  la  première.  Si  B G e(l  égal  à 
CF,  B fera  à C comme  F à G •,  c’dl  une  luitte 
roauifede  de  ce  qui  vient  d'étre  dit. 

VII.  THEOREME, 

S I deux  Grandeurs  d’une  part , & deux  autres 
d’une  autre , font  chacune  réciproques  à deux  au^ 
tre  Grandeurs,  elles  feront  réciproques entr 'elles 
Si  B & G font  réciproques  à P & Q j [ c’eft  à 

dire 


Digitized  by  Google 


DE  GEOMETRIE.  Liv.il  n 

iflire  li  B.  P.  : : Q;  G , ] & que  î>  & T (bienc 
aurti  réciproques  à P & Q.;  [c’eft  à dire  fi  S. 

P.  : : Q.  T : ] B & G lèront  aulli  réciproques  à 

S & T ; £ c’eit  à dire  que  B.  S : : T.  G.  ] Car  le 

premier  ne  peut  être , que  le  produit  B G ne  foit 

dgal  au  produit  P Q.;  & le  iecond  ne  peut  ctre, 

que  le  produit  S T ne  (bit  efgal  au  meme  produit 

P Q,  auquel  le  produit  B G étoit  égal.  Donc  les 

eleux  produits  BG  & S T (ont  égaux entr’eur , s 

parce  qu’ils  font  chacun  égal  àun  troifiéme.  Donc 

Jes  Grandeurs  B & G (ont  réciproques  aux  Graa- 

xlcurs  5&  T. 

Co  ROLLAIKE. 

<^u  A T R E Grandeurs  étant  proportionneIles>^*^* 
fi  la  i.'®  elt  à une  5.*  comme  une  6.e  eft  à la  4.*; 

Ja  (èra  aufii  à la  5®,  comme  la  é.‘  à la  }.®j 
car  il  eft  clair  l’Hypothclè  que  la  i.™  âc  la 
4®.  font  réciproques  à la  5.*  & à là  6.®  Or  la 
x.‘‘®  & la  ).*  (bat  aulll  recîpcoques  à4a  1.^®  &à 
.la4.«  ,:  elles  le  iont  doncauUià  la  5.®  & à la  6.® 

Soient  les  4 proportionnelles  B,  C>  F,  G > & les  deux 
autres  P,  Q, 

SiB.C.:;F.G. 

B.  P.  ; : Q.G. 

, .C.P.  ::Q,F.  - ‘ 
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GÉOMÉTRIE. 

LIVRE  TROISIE’ME. 


DE  LA  RAISON  COMPOSE’E.  * 

Où  Ton  fait  voir  aufli  comment  ou  peut 
faire  fur  les  Raifons  les  quatre  Opera- 
tions communes , Ajouter , SouRraire , 
Multiplier,  Divilèr. 

Nnts'eft  point  tntort  nvifl-,  féti- 
che , dt  faire  fur  les  Raifons  les  4 Ope- 
rations communes  Ajoàttr,  Souflrai- 
re , Multiplier  Divifer  , que  l'on 
fait  fur  les  autres  Grandeurs  5 cepen- 
dant la  maniéré  dont  nous  avons  expliqué  la  na- 
ture de  la  Rai f on  dans  le  Livre  precedent , fait 
voir  que  cela  fe  peut  faire  fans  peine  , voicy 
(oameni  : 

^ I.Lfm* 
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I.  L E M M E.  ‘ 

Tour  V Addition  ©*  l<*  SoufifaSlion- 
Nous  avous  vcû  N 47.  que  qvîaiid  deux  1 
Raifons  ont  le  même  confèqueot,  la  Raifoii  qui 
a pour  antécédent • le  premier  antécédent  plus  ou 
moins  le  fécond  , & pour  confequent  le  conlc- 
t]ucnt  commun  t eft,  onia  fomme  des  deux  Rai- 
Ions  , e’cft  à dire  l’une  plus  l’autre , ou  la  dilFe- 
reacc  de  -ces  deux  Raifons,  c’ell  adiré  la  premie- 

. , . , BD  B-j-D  B D 5 

re  moins  la  iccondc.  j_,-, 

XXX  X 7 7 
delà  s’enfuit  que 

7 7 


Addition.' 

Pour  ajouter  enfemble  deux  Raifons  quelcon- 
ques, il  ne  faut  que  les  réduire  à un  meme  con- 
lequcnt.  La  Raifbn  des  iKiuvcaux  antcccdcns  joints 
par  le  ligne  de  Plus  au  commun  confequent,  eft 
la  fomme  de  ces  deux  Raifons  données , ou  l’une 
ajoCitce  à,  l’autre. 

BS  BT  DS  BT-^-  DS 


f-  U J U J.  LJD  1 — t 
^ j'  ^ i 1“*^ 

t D T nx  T>T  D 


Dt  DT  DT 
7 4 6]  lO 


4 < t)  AS 


DT 
6]  -H 


10. 


II  X, 


5 9 45  45  45 

Autrementjla  Raifonqui  a pour  antécédent  le  pro- 
duit des  extre'mcs  , plus  le  produit  des  moyens , 
& pour  confequent  le  produit  des  confèquens , 
eft  la  fomme  de  ces  deux  Raifons  données. 


Soustraction. 

Pour  fbuftraire  une  Raifon  quelconque  d’une  ir»' 
autre  qui  foit  plus  grar.de  ; 11  faut  de  même  les 

D re- 
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réduire  à un  même  confcquCnt  j & alors  la  Rai- 
fon  du  plus  grand  antccedent , moins  le  plus  pe- 
tit , au  confcc|uent , cft  la  différence  de  ces  deux 
Raifôns,  ou  la  plus  grande  moins  la  plus  petite 

^ f ^bt  ^ Kf— 7 4,  6î—*o 

Autrement  ; ajant  mis  la  plus  grande  Raifon  la 
première,  la  Raifon  qui  aura  pour  antécédent  le 
produit  des  extrêmes  moins  le  produit  des  moyens*, 
&pour  confequent  le  produit  des  confi  quens,  cft 
la  différence  de  ces  deux  Raifons  ou  la  plus  gran- 
de moins  la  plus  petite. 

A VERTISSEME  NT. 

Cn  voit  par  Ih  que  ce  que  les  Geowf//rer  appel- 
lent Compofition  Cf  Divifion , quand  ils  difent  que 
quatre  Grandeurs  étant  proportionnelles  : Conipo- 
ponendo  ou  Dividendo,  lai.'^  plus  ou  moins  U 
eft  à la  i."*®  cottme  la  plus  ou  moins  la 

4.®  ejl  h la  4-e  a dû  être  plûtofî  appellé  -addition 
«P*  S'oulîraéliOn  , Cf  qu’on  a dû  dire  que  cela  fe 
fait  addendo  ou  lübtrahendo  j çf  c’efi  ain(i  que 
nous  avons  refolu  de  l’appeller  dans  le  refie  de  ces 
Elemens, 

II.  Le  MME. 

P O O R la  Multiplication  cf  U Divifon. 

Comme  dans  les  Grandeurs abibluës, on  a multi- 
plié deux  Grandeurs  l'une  par  l'autre,  quand  runitc' 
cft  à 1'  une  de  ces  Grandeurs , comme  l’autre  eft 
à ce  qui  eft  ne'  de  cette  Multiplication  qu’on  ap- 
pelle le  Produit  -,8c  <]\i’on  a divild  une  Grandeurpar 
une  autre,  quand  la  Grandeur  qui  divife  eft  à cel- 
le à divilcr  , ce  qu’eft  l’unitd  à ce  qui  eft  ne  de 
cette  Divifion  qu’on  appelle  le  i^otient  : 

Il  faut  auflî  que  dans  les  Grandeurs  relatives 
qui  s’appellent  Raifons,  on  ait  multiplie'  deux  Rai- 
fons l'une  par  l’autre,  quand  ce  qui  tient  lieu  d’u- 
iiité  dans  ces  Grandeurs  relatives  cft  à l’une  des 
Raifons , comme  l’autre  cft  à 1a  Raifon  qui  cft  née 
de  cette  Multiplication  i £c 
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Et  qii’cii  ait  divilc  une  Raifbn  par  une  autre 
quand  la  Railon  qui  a dù  divilèr  eft  à celle  à divi- 
1er,  comme  cit  ce  qui  tient  lieu  d’unite  dans  ces 
Grandeurs  relatives  à la  Railon  qui  cft  nce  de 
cette  Divilion. 

Or  ce  qui  tient  lieu  d’unitd  dans  les  Grandeuts 
relatives , c’eft  à dire  dans  les  Railôns , ne  peut  être 
autre  choie  que  la  Railon  d’c^alitc'  qui  cft  celle  ou 
l'autccedcnt  cft  égal  au  conlequent  comme 

Cela  eft  clair  delby-mêmc,  & fe  prouve  encore 
par  l'analogie  des frablions  qui  ont  un  parfait  ra* 
port  aux  Railbns  comme  on  l’a  ddja  fouveut  ob-' 
Icrve'. 

Car  dans  les  fraftions,  relie  dont  le  numérateur 
cft  le  même  nombre  que  lcde'nominatcur  [ce qui 
revient  entièrement  à la  raifon  dVgalitc]  cft  la 
même  choie  que  l'unité'  > deux  moitiés  * ^ trois 
tiers  quatre  quarts  Jn’ctant  que  l’unité  diver- 
fement  clcpriméc. 

Cela  étant  luppoféj  il  cft  très-facile  de  multi- 
plier & de  divifer  les  Raifons  ; 

M U L T I P L I C A T I O N D E DEUX 

Raisons. 

On  a multiplié  deux  Railbns  quand  on  a fait 
une  Railon  qui  a pour  antécédent  le  produit  des  ^ !• 
anrcccdcns  & pour  confequent  le  produit  des  con- 

Icquens.  Ayant  les  deux  Railbns  " jcllcs  fc 

trouveront  multipliées  par  la  Raifon  de  —• 

Pour  le  prouver  il  ne  faut  que  montrer  que  la 
Railon  d’c'calité  eft  à la  Railon  -comme  la  Rai-  • 
fon  - eft:  à la  Railon  • c’eft  à dire  que 

c b , . ^ 

• ‘îT 

D a 


Ce 


vir. 
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Ce  qui  cft  facile;  Car  par  11.14.  ::c  b. 


& par  II.  69. 
doue  ■: 


m bm 
n * eu 

b . . 


: : c-  b. 

n bm 
' n ■ CB* 


Division  d'aune  Raison  par 

UNE  AUTRE. 

On  a divifë  une  Raiftm  par  une  autre,  quand 
ayant  mis  la  première  celle  qui  doit  divifer  l’autre , 
on  a feit  une  Railbn  qui  a pour  antécédent  le  pro- 
duit des  moyens,  c’eft  adiré  le  produit  du  conlc- 
quent  delà  Raifonqui  tient  lieu  de  divilcurpar  l’an- 
cecedent  de  l’autre , & pour  le  confequent  le  pro- 
duit des  extremes$  ainfi  | a divilc  quand  on 
a la  Raifou  de  Pour  le  prouver  il  faut  démon- 
trer que  la  Railon  ^ eft  à la  Raifou  comme  la 
Raifbn  d’c'galité  e(l  à la  Raifon  de  ' c’eft  à dire 
que  Or  cela  eft  facile  : car  par  ii. 

Éi.  7.^-.  :;bn.  an.  Or  par  n.  65.^.^®;: 
bn. cm.  donc 


PROBLEME. 

Ayant  trois  Raifons  quelconques , en  trouver  une 
quatrième  pour  proportionnelle  : Soient  les  trois 
Raifbns  quelconques  7 , f , » les  deux  du  mi- 

lieu étant  multipliées  l’une  par  l’autre,  ce  qui  fait 
, II  on  divife  cette  nouvelle  Raifon  pat  la  pre- 
mière, ce  qui  donne  : cette  derniere  Rai- 
fôn  eft  la  quatrième  proportionnelle  au  regard  des 
trois  autres  J e’eft  â dire  que  7.4  - • • 

Car  7.  r.;;BP.  CD,  par ii. : r 
BF.CD  par  n.<î9.  O a- 
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Observation. 

/ 

C E que  font  cet  quatre  réglés  fur  les  Kaifons  v 1 1 
égales.  L’addition  de  deux  Rations  égales  fait  une 

Raifon  double  de  chacune.  Si  B,  C.  : : F.  G 

C g 

cft  double  de  chacune  de  ces  deux  Raifôns. 

La  louftrailion  de  deux  Raifons  égalés  donne 
2cro  pour  l’antccedait,  & parconlèqueuc  lc  réduic 
à rien. 


C::F.  G 


BG  — CF.  ^ 


O- 

'*8* 


Car  B G CF , donc  l’un  moins  l’autre  n’elt 
rien. 

La  multiplication  de  deux  RaHbnsdgales  fait  une 
Raifon  compofee  des  deux,  qui  s’appelle  Raifon- 
double'e , dont  on  va  parler  bien-toft. 

La  divilîon  d’une  Railbn  par  une  autre  qui  lu^ 
cft  égalé , donne  une  Ration  d’dgalitd.  Si  ^ dt 
dgale divifant  donne  qui  eftune 
Raifon  d’égalitd , parce  que  C F fi  G. 


DE  LA  RAISON  COMPOSE^E. 


C E qui  vient  d’e'tre  dit  de  la  multiplication  des 
Railbns  fait  comprendre  fans  peine  ce  que  c'dl 
que  la  Rai/bn  compolde;  ce  qui  n’a. point  encore 
ete  bien  explique  par  aucun  Geomettre. 

Car  au  lieu  d’en  donner  une  définition  generale  ^ 
ils  le  font  contentez  d’apporter  l’exemple  d’une 
Raifon  compolcedans  un  cas  particulier,  comn\e 
fi  on  n’ciic  pu  avoir  d’autre  notion  plus  claire», 
plus  diHinâe  & plus  univerlcUe  de  la  Railbncom> 
polëc. 

„Lors,  dilènt-ils,  qu'ayant  deux  grandeurs  on 
„ en  prend  une  troifiéme  telle  que  l^n  veut , & 

D 3 «qpff 
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„<]iie  l'oii  compare  la  première  des  grandeurs  dou- 
„ lias  à cette  troifiéme,  & cette  troilîcme  à la 
„ l-'conde  des  données  ; laRaifon  des  deux  grandeurs 
3,  données  cft  compofee  de  deux  Raifons , de  hx 
,,  prerrriere  grandeur  àrinterpofrc&  deriurerpofee 
„ à la lecondc ; ainfi  laRaifon  de  BâD  cft  compofee 
,,dcs  Raiftns  deB  à X &d'X  àD. 

Or  il  cft  auflî  ridicule  de  ne  dire  que  cela  pour  ex- 
pliquer la  nature  de  la  Raifon  conipofec,  que  ft 
on  le  contentoit  de  dire  pour  définir  la  propor- 
tion Géométrique,  que  quand  la  première  gran- 
deur tft  double  de  la  fécondé  , & la  troi  lie  me  dou- 
ble de  la  quatrième,  cela  s’appelle  brofortioH. 

Car  comme  cette  dc'finitiou  de  la  proportion 
feroit  vicieufe  , parce  qu’elle  necomprendroit  pas 
tout  le  défini  : celle  qu’ils  donnent  de  la  Raifon 
compofee'  ne  l’cft  pas  moins  ; parce  que  bien  loin 
de  convenir  à toute  Raifon  compofee , ce  n’cft 
qu’un  abrcgcmait  dans  un  cas  particulier  de  la 
manière  dont  fe  forment  les  Raifons  compofées , 
comme  on  le  verra  plus  bas.  Voicy  donc  en  ge- 
neral ce  que  c’eft  que  Raifon  compofc'c: 

Définition  de  la  Raison 

COMPOSEE. 

La  compofition  des  Raifons  n’cft  autre  chofe 

3 ne  leur  multiplication;  & uncRailôn  qui  cft  née 
e la  multiplication  de  deux  ou  pluficurs  Raifons, 
cft  dite  compofee  de  ces  deux  ou  pluficurs  Rai- 
fons. 

C’eft  pourquoi , fuivant  ce  qu’on  a dit  de  la 
multiplication , & y ajoutant  feulement  les  termes 
de  Composante  & de  Compofee , une  Raifon  eft 
compofee  de  deux  Raifons  quand  la  Raifon  de'ga- 
lité  cft  à l’une  des  compofantes  , comme  l’autre 
compofantc  cft  à la  Raifon  compoféc. 
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Proposition  generale. 


O O 

, I.  Theoréme. 


L A Raifon  qui  a pour  antcccJcnt  le  produit  de 
tous  les  antecedens  de  plufieurs  raifons,&  pour  con- 
fequeut  le  produit  de  tous  les  confequcns,eftcompo- 
fe'e  de  toutes  ces  Raifons  : ainfi  la  Raifbn  de  cft 
compofee  des  trois  Raifons 

On  ne  peut  le  démontrer  .qu'en  commençant 
par  deux  Railbns,  & en  faifant  voir  d’abord  que 
— cH:  compofee  des  Raifons  • ^ ^ . 

Or  il  ne  (feuf  pour  cela  que  prouver  que  la  Rai« 
fou  d égalité' cil  à comme  - eft  à ^5  ce  qu’on 
a de'ja  fait  en  expliquant  la  Multiplication. 

Et  quand  cela  tlt  fait  des  deux  premières , on 
prouvera  de  la  meme  forte  que  cft  compo- 

fee de  toutes  les  trois  ; en  faifant  voir  quelle  cft 
çompoft'c  de^  [qui  l’cft  des  deux  premières  3 Sc 
de  la  la  troifie'mc  E-.  Car  - : tn.  bm.  par 


II. 


65. 

X bm 

X * eu* 


& 


L 

q ’ c n.q 
, P b m P 
q • f n q 


; : en.  bm.  par  1 1 . 69.  Donc 
^ & par  confçqucnt  cft 
compo/cc  de  ^ , laquelle  l’cft  de  ^ ^ » 

& ainfireft  de  toutes  les  trois  , r • 

C ■ n ^ <1 


Suite  importante  de  la  vraye  notion  de  I4 
• Raifon  compojée.  ^ 

. ' - - . V 

II.  Theoréme. 

L A véritable  notion  de  la  Raifon  compofc'e  dtant 
une  fois  diablie , qui  cft  la  Raifon  du  produit  des 
D 4 an- 
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aiiteccdcns  de  deux  oupludcursKailonsauproduic; 
de  leurs  con(c<|ucns,  il  s’enfuie  de  là  uae  chofe 
fort  remarquable  j c’eft  que  lors  qu’il  fc  rencontre 
dans  les  Raifous  compofantcsdesantccedcns  égaux 
aux  confcquens>  il  faut  les  ôter  un  pour  un^avanc 
que  dp  former  les  produits  des  antccedcns  & des 
conlcquenS)  qui  doivent  faire  l’antecedent  & le 
conlcqucnt  de  la  Raifon  compolcfc,  fi  on  veut 
qu’elle  foit  tdduite  aux  moindres  termes  qu’elle 
peut  dtre. 

Que  fi  CCS  antecedens  & confequens  e'^uz  étant 
ôtez , il  ne  reftoit  qu’un  antécédent  & un  conle- 

Suent  dans  les  Railbns  compolàntcs  > cet  antccc- 
ent  & ce  confèquent  feront  toute  la  Raifon  com- 
poléc;  & s’il  ne  rdloit  rien,  la  Railbn  compofee 
l'eroit  d’un  à un , parce  que  ce  fero,:;.  «net  marque 
que  le  produit  des  antecedens  feroit  égal  au  pro^ 
duir  des  cônlcquens. 

On  verra  mieux  tout  cela  par  des  exemples. 


RAISONS 
■xtrr.  Composantes. 
h c d P f 

d f r f b 
m n f X 

d f m n 

« c » 

c a e 


RAISONS 

Composées. 


L A Raifon  de  cela , eft  que  quand  on  auroit  mis 
toutes  ces  lettres  Icmblables  dans  le  produit  des. 
antcccde;is  & dans  celui  des  confequens,  il  les  en- 
faudroit  ôter  pour  avoir  la  Railbn  accès  produits, 
réduite  aux  moindres  termes  qu’elle  peut  étre,fe- 
ion  ce  qui  a été  dit  cy  dellus.  II.  59. 

11  vaut  donc  mieux  les  retrancher  d’abord  corn- 

me 
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me  inutiles,  quand  on  ne  veut  qu’avoT  laRaiibn 
de  ces  produits  qui  cft  laRaifon  compofèe. 

On  peut  tirer  delà  divers  Corollaires  qui  don- 
neront une  grande  lumière  à toute  cette  matière 
de  ia  Rarien  compofee. 

, r.  CoROLLAIKEr 

Quand  une  de  ces  Raifonscompolàntes  ; cft  une  ^civ» 
Raifood  égalité  i il  ne  la  faut  que  retrancher  com- 
me inutile  à la  Raifbn  cc^npofte 

Z b b 
X c • r* 

II.  Corollaire. 

C^u  and  les  deux  Raifbns  compolàntes  ont  là  xy; 
même  grandeur  pour  leurs  extrêmes , la  Rai/on 
compotee  a pour  fon  antécédent  l’antecedcnt  de ’a 
ftcondeRaifoii,  & pour  lôn  confequeut  le  confc- 
quent  de  la  première  f • 

ni:  Corollaire. 

I.  O R s qu’au  contraire  les  deux  Raifbns  ont  la  x-v  i. 
même  grandeur  pour  moyens  [comme  il  arrive 
dans  les  Raifbns  que  nous  avons  dites  fe  pouvoir 
appcller  continues,]  la  Raifbn  compofee  a pour 
fbn  antécédent  l’antccedent  de  la  i.'-  Raifbn,  & 
pour  fbn  confequent' le  confèquent  de  la  a;'-»’ 

bx  b 

. IV.  Corollaire. 

Q^u  AND  il  y a de  fuitte  plufîcurs  de  ces  Rai-  xv  ri. 
fons  continués  égales  ou  inégales  ; c’eft  à dire  qui 
font  telles  qiie  le  confequent  de  la  precedente  cft 
^tnijouTs  l’antecedent  de  îà  fuivantc,  ia  Raifort  du 
premier  antécédent  au  dernier  confequent  cft  com- 

D y pofee. 


'K.  ^ 


Digitized  hy  Google 


Sz  NOUVEAUX  ELEMENS. 

pofcc  de  toutes  ces  Raifons.  -,  g.  ' 

V.  Corollaire. 

C I c]ui  vient  d être  dit  , cft  la  même  choie  ' 
>•  T 1 1 1.  pg  qu’on  propofê  en  cette  manière  ; Ayant 
pluficurs  Grandeurs  de  fuitte,  la  Raifoa  de  la  pre- 
mière à la  dernière  elt  compolce  de  toutes  les  Rai" 
Ions  continues  de  toutes  les  Grandeurs  > c’eftàdire 
des  Rai  on  s de  la  i.”  à la  !.***&  de  la  a la 
3.'  & de  la  3.*  à la  4.*  julôu’àla  dernière:  c’eft 
la  meme  chofe  que  le  i.**  "rheoreme,  & que  le 
3.»  Corollaire  s’il  n’y  a que  trois  Grandeurs;  car 
ayant  ces  grandeurs  h , c , d , f,  g>  leurs Rai- 

fons  continues  font  77^-®  Donc  par  le  z.a 
Theorcme  la  Railon  de  b à h cft  compofëe  de 
toutes  CCS  Raifons  ; & s’il  n’y  a que  trois  Gran- 
deurs b,Cydy  la  Raifon  de  i à d,  ^ , parle  3.* 
Corollaire  «ft  compofe'cdes  deux  Raifons  ^ 

VI.  Corollaire. 

Si  entre  deux  Grandeurs denndesj  on  en inter- 

* ^ • pofe  une  ou  plufieuts  autres  à dilcretion , la  Raifon 
des  Grandeurs  données  fera  compofeede  deux  ou 
de  pluficurs  Raifons  continues  que  formeront  ces 
Gnuidcurs  données  avec  les  interpofées.  Soient 
les  données  b,  d,  l’interpofée  à diferetion  x , ou 
ft  on  en  veut  mettre  pluficurs  \ ce  qu’on  a 

dit  de  3 Grandeurs  ne  peut  pas  n’etre  point  vray 
de  b,  X>  d. 

VII.  Corollaire. 

Deux  Raifons  étant  égales,  fi  on  en  renverlc 
X fc  une  CB  faUànt  î’antcccdent  du  confequent,  & le 

COH- 
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Coafequcnt  de  ]’antecedcm,  la  Raifon  compolcc 
de  CCS  deux  Railbiis>  dont  l’une  clt  renvcrlce  clt 
.une  Raifon  d’c'galitd.  J’en  laillc  à trouver  la  dc- 
inonfiration. 

III.  Theorémb 

Dlux  Railbns  compofccs  font  égales  <]uand  xx!" 
les  Raifons  compolàntcs  de  lune,  font  égales  cha- 
cune à chacune  aux  Railbns  compofantes  de  l’au- 
* trc. 

Toute  raifon  compofée  eft  le  4.*  terme  d’une 
proportion)  dont  la  Railbn  d’e'galite'  ftit  le  pre- 
mier terme  ) & les  deux  Raiibns  compo/àntes  le 
a.**  & le  3.*>  donc  les  Railbns d’cgalitc'  étant e'ga- 
les  dans  l’une  & l’antre  proportion  : ü les  Rai- 
fons compofantes  d’une  part  (ont  c'gaics  aux  Rai. 

Ibns  compofantes  de  l’autre  part,  les  trois  pre- 
miers termes  de  l'une  font  égaux  aux  trois  pre- 
. miers  termes  de  l’autre:  & par  confequent  les 
deux  Railbns  compofc'es  qui  cti  Ibnt  chacune  le 
4.®  terme,  leront  égales  par  11.49. 

IV.  THEOREME, 

Sr  les  Raifons  dont  une  railbn  eft  compofée  xxii. 
font  toutes-deux  de  moindre  inégalité,  lacoinpo- 
fée  eft  moindre  qu’aucune  des  compolintis.  Si 
clics  font  toutes  deux  de  plusgrande  inégalité,  la 
compofée  eft  plus  grande  qu’aucune  des  compo^ 

(antes.  Si  l’une  clt  de  moindre  inégalité,  & l’au- 
tre de  plus  grande  inégalité , l’a  compofée  fera 
plus  petite  que  celle  de  plus  grande  inégalité,  & 
plus  grande  que  celle  de  moindre  inégalité.  Tout 
cela  dépend  de. deux  principes:  ' 

L’un  quetoutc  raifon  compolcc  eft  le  4.'  terme 
d’une  proportion  dont  la  Railbn  d’égalité  cil  le 
premier  terme  & les  deux  compofantes,'  le  z.^Sc 
Je  }.®  terme.;  L’autre,  que  la  Railbn  compofantc 
3 D 6 qui 
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c|ui  fait  le  3.' terme  de  cette  proportion  eft  a là- 
conipolee,commeleconfequent  de  celle  qui  en  fait 
le  i/-  terme  cH  à fbn  antécédent  par  ii.6^jSc6^ 
cydelTus. 

Donc  quand  l’une  & l’autre  compolante  eft  de 
moindre  inégalité, le  confequent  de  chacune  étant 
plus  grand  que  fon  antécédent , elles  ne  pourront 
être  dilpolces  de  forte  que  l'nne  & l’autre  ne  foit 

plus  grande  que  la  compofée,  r*?-**T*T?‘ * 3*^* 
I r • • f ïl  ' • ^*4’  contraire,  par  lemé* 
me  principe  quand  les  déux  compofentes- font  de 
plus  granae  ine'galité  , le  confequent  de  chacune 
^ant  plus  petit  que  fon  antécédent , chacune^  au» 

fli  eft  plus  petite  que  la  compofée.  x *•  * • +■  *•  * * 

r !•  • • ras- * *'4»  5‘  „ • j . 

Mais  fi  l’une  des  compolantcs  eft  de  moindre' 
inégalité , le  conlcqucnt  cn.l  une  étant  plus  grand 
que  L’antccedcnt & moindre  en  I. autre:  la  compo- 
fàntc  de  plus  grande  inégalité  fera  plus  grmdeouc 
la  compofée , & celle  de  moindre  inégalité  plus 

pente  que  la  compofce.  r 5*  • • rr  • • 5*  *- 


T'  7 

I y 


• î ir  * ^ 5 • 7* 


Observation  sur  ce  Theoréme. 

O N voit  clairement  pat  ce  qui  vient  d’étre  dc- 
monftré  dans  ce  Theoréme  que  la  compofition  des- 
Kailbns  n’én  peut  être  une  Addition,  mais  en  doit 
être  une  Multiplication  j car  il  eft  contre  la  nan^rc 
de  l’Addition  que  deux  chofes  ajoutées  enfemblc 
feflent  im  tout  qui  foit  moindre  que  chaciuic  ; 
parce  qu’il  faudroit  pour  cela  qu’un  tout  fuit 
moindre  que  fà  partie  •,  maisil  en  eft  tout  autre- 
mentdcla  Multiplication,  dans  laquelle  il  fe  peut 
faire  que  deux  chofes  étant  multipliées  l'une  par 
l'autre , il  en  naifle  un  produit  ^ui  foit  moindre' 
que  chacune , & cela  arrive  toujours  quand  les. 

deux. 


I 
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è[eux  chofo  que  l'on  multiplie  font  moindres 
chacune  que  Tunke'  > comme  quand  on  multiplia 
un  tiers  par  un  quan  ^ ce  qui  fait  an  douzième  j & 
c'eil  ce  qui  fait  encore  voir  la  parhtite  analogie 
des  nombres  aux  railbns  ; car  il  n’arrive  jamais  que 
la  Railbn  compofèe  foie  plus  petite  qu’aucune  des 
eompolàntes  > que  quand  chacune  des  compolàn- 
tes  eu  de  moind^re  inégalité  , & qu’elle  eft  par  coo' 

(èqnent  plus  petite  que  la  Railbn  d’égalité  qui  tient 
lieu  d’unké  dans  les  Railbns. 

Quand  une  RaKbn  ed;  compolce  de  plulîeurs 
Railbns  égales  , lî  c’eft  de  deux  , elle  s’appelle 
doublée  ; de  trois , triplée  j de  quatre  , quadni:- 
pice,  &c^ 

^ V.  THEORfME.. 

S’il  y a plulîeurs  termes  en  proportion  conti-  xxiY,. 
Bucllc , c’eft  à dite  que  le  premier  toit  au  fécond , 
comme  le  i.**  au  ÿ.®&re5.'  au  4.*&  le  4.® au 
J ce  qui  s’appelle  Progrellion  Géométrique  : fa  Rai- 
ft>n  d’un  terme  à l’autre , fera  limple  , ou  dou« 
blée  , ou  triplée  , ou  quadruplée , &c.  félon  qua 
ces  termes  (èronc  diftans  l’un  de  l’autre  ; car  s’ils 
£e  luivent  immédiatement,  leur  Railbn  fera  lîm? 
pie , c’eft  à dire  la  même  qui  tegne  dans  toute  la 
Progrellion  w 

S<’ii  y a un  terme  entre-deux , qui  eft  une  moyen- 
ne proportionelle,  leur  Raifon  lera  doublée,  c’eft 
à dire  compofée  de  deux  Railbns  /impies,  qui  par 
l’hypothefe  font  égales. 

S’il  y a deux  termes  entre-deux  , c’eft  à dire 
deux  moyennes  proportionnelles , leur  railbn  fera 
triplée  j s’il  y en  a trois , quadruplée;  &c. 

VI.  Theoréme.. 

La  Railbn  d’une  grandeur  de  plulîéurs  dimen»-  XXT. 
£dqs  à toute  autre  graudeur  homogène  d’$(ucant  de 

P 7 dir 
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dimenfîons , edcompoiëc  de  toutes  lesRaifonsde 
chacune  des  dimenHons  d’une  grandeur  à chacune 
des  dimenfîons  de  l'autre  : ce  n’ell  qu’une  applica- 
tion de  la  définition  de  la  Raifon  compofi^  ; car 
chacune  des  dimenfions  d'une  grandeur 
des  dimenfions  de  l'autre , on  met  tous 
les  antccedcns  de  ces  Raifons  dans  une  des  gran- 
deurs , & tous  les  confequens  dans  l’autre.  Or 
une  Grandeur  de  plufieurs  dimenfions  eft  la  même 
choie  que  le  Produit  de  ces  dimenfions  multipliées 
l'une  par  l’autre  $ & par  coufequenc  les  grandeurs 
fout  cntr’clles,  comme  le  produit  de  leurs  dimen- 
fions,  c’eft  à dire  comme  le  Produit  des  antecedens 
des  Railbns  de  chacune  des  dimenfions  de  l’une  à 
chacune  des  dimenfions  de  l’autre  au  Produit  des 
conlèquens  de  ces  memes  Raifons^  ce  qui  eft  une 
Raifon  compofc'e  de  ces  Railbns  par  la  définition 
•*  meme  de  la  Raifon  compol'e'e. 

I.  Corollaire.  ' 

XXVI  Toute  Grandeur  plane  ell  à une  autre Gran-  ' 
’ deur  plane  en  raifon  compofe'c  des  deux  raifons  de 
chacun  des  cotez  de  l’une  à chacun  des  cotez  de  l’au-' 
tre,  c’elt  la  même  choie  que  la  precedente. 

IL  Corollaire. 

Toute  Grandeur  folide  eft  à une  autre  Gran- 
XXVII.  (blide  en  raifon  compofee  des  trois  raifons  de 
chacun  des  cotez  de  l’un  à chacun  des  côtez  de  l’au- 
tre , c’eft  la  meme  ebofe  que  la  propofition  g?* 
tieralc. 


comparant 
..à  chacune 


- III.  Corollaire. 

XXVII  !•  Les  Grandeurs  planes  & folides  ayaiit  quel- 
qu’une de  leurs  dimenfions  e'galc  & l’autre  ine'gale 
' font  entr’ellcs  comme  les  inégales,  bf.bg.  ::  ft' 
bfd,bfg.i:d.g.bfd.  bmtt.::fd.mn.  < • 

iV.Co- 
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IV.  Corollaire. 

Lis  plans  dont  les  deux  dimenfions  ont  même  x x xx. 
raiibn , chacune  de  l’un  à chacune  de  l’autre , font 
en  raifon  doublée  de  cette  même  raifon.  Cela  cft 
clair  par  le  premier  Corollaire  & ladcfiuiciou  delà 
Bjaübn  doublée. 

V.  CôROLLAlRf. 

Li  s fondes  dont  les  trois  dimenfions  ont  même  x x x. 
raifon  chacune  de  l’un  à chacune  de  l’autre,  font  • ' 

eu  raifon  triplée  de  cette  raifon.  Cela  cft  encore 
clair  par  le  fécond  Corollaire , & la  définition  de 
la  raifon  triplée. 

VI.  Corollaire. 

Tous  les  Quarrei  & les  Cubes  font  en  raifon  , x x x x. 
les  uns  doublée  , & les  autres  triplée  de  la  raifon  ^ 
de  leurs  racines  ; car  toutes  les  dimenfions  des  Quar- 
rez  & des  Cubes  étant  éealcs  cntr’clles  , elles  ne 
peuvent  pas  n’avoir  pas  chacune  la  même  raifon  à 
chacune  des  dimenfions  des  autres  Quarrez  & des 
autres  Cubes. 

VII.  Corollaire. 

Si  4 Grandeurs  font  proportionelles  , leurs  xxxix, 
Quarrez  & leurs  Cubes  le  font  aufii.  Si  b.  c.  : :f. 
g.  bb.cc.::ff.gg.  bbb.ccc.  : : fff  ggg  } car 
les  Quarrez  étant  en  raifon  doublée  de  leurs  Raci- 
nes , & leurs  Cubes  en  raifon  triplée  , les  Raifons 
doublées  Sc  les  triplées  de  Raifons  égales  doivent 
être  égales  par  le  5 .*  Theoréme. 

VIII.  Corollaire. 

■ L E Produit  de  deux  Grandeurs  quelconques  cft  x x x 1 XT. 
• • „ moyen 
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moyen  proportionnel  entre  les  Qr  arrcz  de  chaque 
Grandeur.  Soient  les  Grandeurs  bSc  c.hb.ic.:  r 
ic.ee } C3.tbb.be.  : : b.c.ec  ; ; b.  e.- 

C’elt  la  meme  choie  que  de  dire  que  Te  Produit 
de  la  toute& d’une  panier  efl:  moyen  proportion- 
nel entre  le  <^arre'  de  la  toute  & le  Quarrd  de  cette 
partie  ; car  ilcft  vifiblc  que  fila  toute  çft  eSemme 
partie t tt.tm.:: cm.  mm, 

IX.  Corollaire. 

En  toute  Progrelïîon  Géométrique  , les  Quar- 
rez  de  deux  termes  qui  le  luivenr  immédiatement, 
font  entr’eux  comme  deux  termes , entre  felqucls 
il  y en  à un  d’interpofé.  Soient  -r.-  b.c.d.  f.g. 
en  Progrelïîon  Géométrique.  Je  dis  que  bb.c  c:  r 
b.  d ou  ce.  dd.  : : c.f  \ car  la  Railbn  de  b.  d.  eft  dou- 
blée de  celle  de  b.  c.  Or  par  le  6.*  Corollaire,  les 
Quarrezü&cc,  font  aulïî  en  railbn  doubldc  de 
celle  de  b.  e.  Cela  le  peut  prouver  encore  d’une  aux 
trelbrte.  J^b.c.d.f.  bd^  ce.,  Otbb.bdii. 
i.  d.  donc  bi.ee  : b.  d.. 

X.  COROLLAIRF. 

En  toute  Progrefiion  Géométrique,  les  Cubes 
de  deux  termes  qui  fe  fuivent  immédiatement , font 
entr’eux  comme  deux  termes  entre  lelquclsil  yen 
a deux  d’interpofez  ; car  les  Cubes  font  en  raifon 
triplée  de  la  Raifon  de  la  Progrelïîon , & les  termes 
entre  lefquels  ily.  ca  a deux  d’interpofez , font 
aullîen  raifon  triplée  de  cette  même  rai.fon.  Cela 
fc  peut  prouver  aulli  par  le  9.'"*  Corollaire  ; car-fi 
b.  c.  d.f.  bb.ee  ::  c.  f.  ; donc  hb  f.'Z^  etc. 
Or  bb  b.bbf:  : b.f.  doncbbb.cte:  :b,f. 

. XL. Corollaire^ 

G’  î s T par  là  qu’oii  a trouvé  comment  il  s’y  fiil- 

loic: 
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ïoit  prendre  pour  doubler  un  Cube  donné  ; car 
ayant  un  Cube  donné  b b b.  il  faut  prendre /dou- 
ble àcb,  &fîonpcut  trouver  deux  moyennes  con- 
tinucmcnt  proportionnelles  entre  b Sc  f,  comme 
jfèroient  f&d.- enforte  t]uc b.c.d.f:  le  Cube 
de  rpremierede  ces  movennes  proportioxuiellcs  fe- 
ra double  du  Cube  de  k. 

VIL  Theoréme.  Définition. 

Deux  Grandeurs  planes  qui  font  telles  que 
deux  dimenfions  de  l’une  font  les  extrêmes  d’une, 
proportion  dont  les  deux  dimenfions  de  l’autre 
font  les  moyens,  ou  [ce qui  eft  la  meme  chofe] 
que  l’une  des  dimenfions  de  la  première  foit  à l’une 
des  dimenfions  de  la  féconde  , comme  l’autre  di- 
menfion  de  la  fécondé  cft  à l’autre  dimenfion  de 
la  première  , font  appellées  réciproques  * & font 
toujours  égales. 

Soi«jt  les  plans  b g 8c  cf.  Je  dis  que  fi  ^ cft  à c 
comme  /"  eft  a ^ , b.  c.:  : f.g.  Ces  deux  plans  font 
réciproques  & égaux  , cf:  Car  par  II. 
le  Produit  des  extrêmes  A ^ , qui  eft  le  premier  * 

CCS  deux  plans , cft  égal  au  Produit  des  moyens  cf, 

- qui  cft  le  fécond  de  ces  d Ax  plans. 

VIII.  THEORfME.. 

Les  Grandeurs  planes  égales  font  toujours  rc-  xxxyiit, 
ciproqaes  , c’eft  à dire  les  deux  dimenfons  de  l’une 
font  /es  extrêmes  de  la  proportion  dont  les  deux  di- 
menfions de  l’autre  font  les  moyens.  Si  A g cft 
égal  àc  />  Je  dis  queA.c.-.^/^.  parll.  73. 
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DES  GRANDEURS  COM- 

MENSURA^ES  ET  IN- 

COMMENSURABLES. 

0 U s dvons  dit  gtntraltment  qu'il  y * 
deux  fortes  de  raiforts  ; la  raifon  de 
nombre  à nombre , la  raifon  four- 
de  \ e>*  comme  c'efl  par  Ih  que  les  gran- 
deurs font  commenf arable  s ct*  incom' 
men fumables , la  fuite  naturelle  nous  oblige  de  ^ar^ 
1er  de  cet  fortes  de  Grandeurs. 

Définition.  ‘ 

J J C’iST  la  même  chofe  de  dire  que  deux  gran- 

* deurs  font  commcnfurables , & de  dire  qu’elles  font 
comme  nombre  à nombre,^ 


Cac 


DE  GEOMETRIE.  Liv.  IV.  91 

Car  aün  que  b iôir  commcnt'urable  à c , il  faut 
que  quelque  grandeur  comme  x foie  prccilement 
tant  de  fois  dans  b Se  precitemcnc  tant  de  fois  dans 
e,  comme  fi  elle  cft  9 fois  dans  A & 10  fois  danse. 

Donc  b cft  la  même  chofe  que  9 * , £e  c la  meme 
choie  que  10  x. 

Or  9 10  * : ; 9.  10. 

Donc  b.  ( : : 9.  10. 

Donc  ielt  à c comme  nombre  à nombre.  Et  de- 
là il  s’enfuit  que  c’elt  audi  la  meme  chofe  de  dire 
que  deux  grandeurs  ne  font  pas  entr’clics  comme 
nombre  à nombre,  & de  dire  qu’elles  font  incom- 
nieofûrablcs  , puifquc  fi  elles  croient  commeii- 
fùrables  elles  feroicut  comme  nombre  à nombre. 

SECTION  PREMIERE. 

Des  Grandeurs  commenfurablts  ou  des  Ratftns  dé 
nombre  à nombre. 

Tout  ce  qui  a c'td  dit  dans  les  deux  Livres  pre-  ni. 
cedens  des  Raifons  en  general , peut-être  appliqué 
fans  peine  aux  Raifons  de  nombre  à nombre.  Ce 
n’eft  donc  pas  ce  que  l’on  va  faire  ici  : ce  feroit 
une  répétition  inutile.  Mais  on  parlera  feulement 
de  ce  qui  convient  fpccifîqucmcnt  aux  Raifons  de 
nombre  à nombre  , & en  quoi  elles  font  dilFc- 
rcutes  des  Raiibns  Sourdes. 

I.  Lemme. 

"Marquer  les  nombres  par  lettres. 

O N peut  marquer  les  nombres  par  lettres  com-  1 y. 
me  les  autres  grandeurs  : & alors  il  faut  obfcrver 
en  faifànt  les  quatre  operations  fur  les  nombres  que 
l’on  a marquez  par  lettres  , tout  ce  qui  a été  dit 
dans  le  1.  Livre  ne  ces  operations  fur  les  grandeurs 
quelconques  : D’où  nailVent  pluficurs  différences 
entre  cette  fnanicre  de  marquer  les  nombres 

par 
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par  leccres  , & celle  de  les  marquer  par  chif- 
fres. 

1.  Une  feule  lettre  peut  marquer  quand  on  veur 
quelque  grand  nombre  que  ce  foit  ; au  lieu  qu’il 
mit  beaucoup  de  cara<fleres  pour  marquer  les  grands 
nombres. 

Z.  Les  chiffres  changent  dans  l’Addition  y Sou- 
dra(flion,  & Multiplication  des  nombres  ; mais  les 
lettres  ne  changent  point  ; Car  li  ^ lignifie  4,.  & a 

5 : pour  les  adjoûter  en  chiffres  je  mettray  9 , & 

par  lettres  je  mettray  Et  pour  les  multi- 

plier en  chiffres  je  mettray  10 , & par  lettres  je 
mettray  b a : Sc  c'eft  en  cela  qu’eft  le  plus  grand 
avantage  des  lettres  ; car  les  multiplications  s-’y  font 
fans  peine , & laill’cnt  toujours  voir  les  nombres  par 
lefquels  on  a multiplié  ; au  lieu  que  deux  grands, 
nombres  font  difficiles  à multiplier  par  chiffres  , ' 

6 ou  ne  voit  plus  dans  le  produit  les  nombres  donc 
il  a été  fait. 

3.  Lcrangd.ins  les  chiffres  fait  tout;  car  19  8c 
9Z  fbn t deux  nombres  bien  diffèrens:  mais  il  nefait 
rien  dans  les  lettres  quand  on  les  joint  enfemble , ce 
qui  marque  une  multiplication  ; car  il  n’importe 
par  où  on  commence  la  multiplication  de  deux 
nombres.  C’eft  toujours  la  meme  chofe  5 fois  4> 
ou  4 fois  5:  &ainfi^cd,  bdc,  «/Remarquent  le  mê- 
me nombre. 

4.  Les  chiffres  fignifient  des  nombres  de'termi- 
nez  : & un  même  caraifteie  dans  la  même  place  des 
unirez,  des  dixaincs,  8cc.  ne  peut  fignifier  que  la 
même  chofè.  Mais  les  lettres  fignificnrdes  nom- 
bres quelconques  ; etv  obfervanr  neanmoins  que 
dans  une  même  operation  la  mêmeleccte  doitfigni- 
ficr  le  mênac  nombre. 


0.  Lemc<- 
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II.  Lemme. 

C E T T ï maniéré  de  marquer  les  nombres  par 
lettres,  fait  voir  que  les  nombres  peuvent  être con- 
fîdcrcz  comme  e'tant  d’une  dimenfion  , ou  de 
deux,  ou  de  trois,  ou  de  quatre,  &c. 

On  confidere  un  nombre  comme  étant  d'une  feule 
dimenfion,  lorsqu’on  regarde  fimplemcnt  ce  qu’il 
contient  d'unitez  & qu’on  le  marque  par  une  feu- 
le lettre  , fbit  qu’il  ait  befôin  pour  être  écrit  en 
chiffre  d'un  fcul  ou  de  plufîeurs  caraderes.  Ainfl 
7 Z marqué  par  un  r,  efl  un  nombre  d'une  feule  di- 
menfion. 

On  le  confidere  comme  ayant  dcuxdimenflons, 
lors  qu’il  eft  exprimé  par  deux  lettres  oui  inar- 
t}uent  deux  nombres , qui  fè  multipliant  l’un  l’au- 
tre font  le  nombre  total  qu’on  veut  exprimer  -, 
Ainh  b lignifiant  z , bp  fignific  deux  fois 

, ce  qui  fait  encore  yz. 

On  le  confidere  comme  ayant  j dimenfions,  lors 
qu’il  eft  exprimé  par  j lettres  , qui  marquent  j 
jjombres,  dont  le  3.'  multiplie  le  produit  des  deux 
premiers.  Ainfi  b lignifiant  z,  c 3&miz:  b cm 
fignific  Z fois  3 fois  1 z.  c’efl  à dire , 6 fois  i z j ce 
qui  fait  encore  yz.  * 

On  le  confidere  comme  ayant  4.  dimenfions 
lors  qu’d  eil  exprimé  par  4 lettres  qui  marquent  4 
nombres  , dont  le  3.*  ayant  multiplié  le  produit 
des  deux  premiers , le  4.*  multiplie  le  produit  des 
3 autres.  Ainfi  b lignifiant  z,  cx^Scd^-,  bede 
fignifie  z fois  3 fois  4 fois  3 ; c’eft  à dire , 6 fois  4 
fois  3 ouz4fois3î  ce  qui  fait  encore  yz. 

On  le  confidere  comme  ayant  cinq  dimeafioDS , 
lorsqu’il  efl;  exprimé  pat  5 lettres. 

De  6,  quand  par  6. 

De  7,  quand  par  7. 

Pc  8,  quand  pars,  Sic. 


ni.LEM- 
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III.  Lemme. 

VI.  On  voit aflez que  deux  mêmes  lettres,  comme 
& é oa  c c , doivent  faire  un  nombre  quarre'  y Se 
5 memes  lettres,  comme  b b b , un  nombre  cu- 
bique. 

Mais  il  y a encore  une  autre  oblcrvation  à fai- 
re fur  ces  nombres.  C’eft  qu’un  nombre  eft  re- 
connu pour  quatre  non  (culemcnt  quand  il  cil  ex- 
prime par  deux  mêmes  lettres  comme  b b , mais 
aufli  quand  on  partage  en  deux  parts  c'gales  les 
lettres  d’un  nombre,  en  Ibrtc  que  les  mêmes  let- 
tres fc  trouvent  en  l’une  & en  l’autre  partie.  Ainli 
bbcc,  oübbccdd  , font  des  nombres  quarrez  , 

Farce  que  l’un  Ce  peut  partager  en  b c Se  b c , & 
autre  en  b c d Se  b c d.  Car  on  a déjà  veu  qu’il 
n’importoit  de  rien  en  quelque  manière  que  les  let- 
tres lulTcnt  rangées. 

Un  nombre  de  meme  eft  cubique  non  foule- 
ment  quand  il  eft  exprime  par  les  trois  mêmes  let- 
tres comme  bbb , mais  au(Ti  quand  les  lettres  qui 
le  marquent  peuvent  c'trc  divifées  en  trois  parts 
c'gales  dont  chacune  contienne  les  mêmes  lettres. 
Ainfi  bbbccc  , on  bbbcccddd  fout  deux  nom- 
bres cubiques  , parce  que  le  premier  fe  peut  par- 
tager en  b c,  b c Se  b c.  Se  l'autre  enbcd,  bei 
Sebe  d. 

Corollaire. 

Il  s’enfuit  delà  fans  autre  preuve,  qucle  produit 
de  deux  nombres  quarrez  de  toujours  un  nombre 
quarte  qui  a pour  là  racine  le  produit  des  deux  ra- 
cines des  deux  autres  nombres  quarrez.  Ainfi  b b 
en  c c Cm  b b c c , qui  a pour  là  racine  b c.  Et 
que  le  produit  de  deux  nombres  cubiques  eft  toû- 

jours 
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■jours  un  nombre  cubique  , qui  a au(Ti  pour  fà  ra- 
cine le  produit  des  deux  racines  des  deux  autres 
nombres  cubiques. 

IV.  Lemme. 

Les  expofàns  d’une  raifbn  de  nombre  à nom-  v 1 1 1. 
bre  font  neceflàirement ou  deux  nombres  impairs, 
ou  un  nombre  pair&  un  impair,  mais  ce  ne  peut 
c'tre  deux  pairs  ; car  deux  pairs  pouvant  encore 
l’un  & l’autre  dtre  partagez  par. la  moi"’e  : cette 
rai/ôn  n’auroit  pas  été  réduite  aux  moindres  ter- 
mes qu’elleTauroit  pu  être,  & cette  divilîon  parla 
moitié'  fera  enfin  que  ces  deux  pairs  fe  réduiront 
ou  à deux  impairs  comme  la  railon  de  lo  à 6 le  ré- 
duit à larailbnde  5 à 5 , ou  au  moins  à un  pair  & 
à un  impair , comme  la  railôn  de  8 à 1 4 fe  réduit  à 
la  railoudc4à7. 

V.  Lemme. 

Quoi  que  deux  nombres  n’ayent  pas  autant  de 
dimenfions  l’un  que  l’autre  , ils  ne  laiflent  pas  de 

Îiouvoir  ^tte  comparez  enfcmble  , parce  que  tous 
es  nombres  e'tant  mefurez  par  l’unite  ont  toujours 
raifon  l'un  à l’autre. 

Neanmoins  il  eft  fouvent  utile  de  pouvoir  faire 
que  le  nombre  qui  auroit  moins  de  dimenfions  que 
l’autre,  en  ait  autant  demeurant  le  même , &cela 
cltaife'. 

Car  refèrvant  la  lettre  (i)  pour  marquer  l’unitd 
il  ne  feut  qu’augmçnter  les  lettres  du  nombre  qui  - 
en  a moins  que  l’autre , d’autant  d’j  qu’il  eft  necef- 
lâirc  pour  faire  qu’il  y ait  autant  de  lettres  à l’un  qu’à 
l'autre.  Ainfi  ayant*à  comparer  A avec  bx-,  ajou- 
tant un  i à b , b i aura  autant  de  dimenlions  que 
b X. 


Et 
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Et  neanmoins  i i fera  le  meme  nombre  que  A, 
parce  que  l'unité  multipliant  un  nombre  ne  le  chati- 
gc  point;  4 fois  un,  ouunefois4,  e'tantlamême 
diofe  que  quatre. 

Et  quand  on  le  multiplieroit  z , 3 & 4 fois  par 
l’unitc , ce  feroit  toujours  de  même  : comme  il  fo 
voit  en  ce  que  l'unité  prife  une  fois  { ce  qui  peut  être 
marqué  par  un  fcul  i ) eft  un  nombre  linéaire  ^ & 
■multiplié  par  foi-même , ce  qui  peut  être  marqué 
par  deux  ( 1 i ) eft  un  nombre  quarre  , quoi  que 
ce  foit  toujours  un:  & marquée  par  trois  (m)  un 
nombre  cubique:  & par  quatre  [üii]  un  nombre 

Îiuarré  de  quarré  : & ainfi  à l'infini.  D'ou  il  s'en- 
uit  que  comme  un  (cul  ( i ) n'apporte  aucun  chan- 
gement au  nombre  auquel  i 1 eft  ajouté  : deux , trois , 
quatre  i , n'en  apponent  point  auflî. 

Cette  obicrvation  fora  de  grand  ufage  dans  les 
Theotémes  fuivans. 

VI.  Lemme. 

1 1 eft  bon  pour  diftinguer  plus  facilement  les 
nombres  pairs  des  impairs  de  marquer  les  nombres 

{•airs  par  des  confones , & les  impairs  des  par  voyel- 
es,  refervant  toujours  i pour  l’unité:  neantmoins 
quand  on  ne  confiderc  ni  les  pairsnilcs  impairs  > 
les  confonnes  alors  Ce  prendront  pour  les  nom- 
bres en  general. 

VII.  Lemme. 

II.  Outre  cette  manière  de  marquer  par  .lettres 
les  nombres  que  l’on  veut  multiplier , on  peut  aulfi 
en  les  marquant  par  les  chiffres  ordinaires  avoir 

{irefque  les  mêmes  avantage*»  qui  font,  i.  Que 
es^  nombres  multiplians  3c  multipliez  paroÜlcnt 
toujours.  1.  Qu’on  voit  tout  d’un  coup  de  com- 
bien de  dimenfions  eft  chaque  nombre.  3 . Que 

J’en 
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l'on  voit  fans  peine  Icsezpolàus  de  chaque  ralTon  de 
nombre  à nombre. 

li  ne  faut  pour  cela  que  faire  deux  choies.  La 
j^elfdc  mettre  une  virgule  entre  deux , ou  trois, 
ou  quatre , ou  cinq  nonmres  que  l’on  veut  mul- 
riplier  les  uns  par  les  autres,  ciiïc  fouvenant  que 
cette  virgule  veut  dire /biV. 

Ainfi  4, 5.  voudra  dire  4 fois  5.c'eftàdirc  zo. 

5,  IX.  ^fois  ix.c’eftàdircôo. 

6, 7,  8.  5 fois  6 fois  7 fois  huit,  e.  jo  fois  7 
qui  font  xio  , & 8 fois  xio , ce  qui  fait 

Les  quarrez  (ê  metteouc  de  moue, 

3. 3.  Quarrd  de  3.9.  ' 

4.4.  Quarrddc4. 16.  ' 

II,  12.  Quatre'  de  11. 144. 

3^,5^.  Quarte  de  56. 1x94. 

Les  Cubes  de  même. 

4. 4. 4.  Le  Cube  de  4.  ^4. 

10, 10, 10.  Le  Cube  deio.  1000^  ’ 

Onpcutaufli  dans  cette  manière  faire  Jes  nom- 
bres d'autant  de  dimenlions  les  uns  que  les  autres, 
en  multipliant  par  i,  c’eft  à dire  par  l’nnirê,  ceux 
qui  n’en  ontpas  tant,  & mettantla  virgule  entre- 
deux. Ainli  li  je  veux  comparer  434,7.  je 
n’auray  qu’à  mettre  4,  i ÔC4, 7.  Ce  qui  lignifiera 
4 fois  I , & 4 fois  7.  Ce  qui  peut  e'tre  de  grand  ulâge 
dans  les  proportions. 

L'autre  invention  qui  n’eft  que  pour  les  nom- 
bres quarrez,  ojbiqucs,  quarrez  de  quarrez , &c. 
c’cll  de  foire  comme  aux  lettres , mettre  au  dclllis 
un  peu  à côté  un  petit  x pour  les  quarrez  ; un  3 
pour  les  cubes  i un  4 pour  les  quarrez  de  quar- 
rez , &c- 

Ai  nfi  8 . * m arquera  le  quatre  de  8 . ^4. 

8*.  Le  cube  de  8. 311. 

8*.  Le  quatre  de  quarré  de  8. 409 


ÿü  NOUVEAUX  ELEMENS 
DEFINITIONS. 

1 1 y a quelcjucs  définitions  qu’il  faut  fçavoir 
pour  bien  comprendre  les  raifons  <le  nombre  H 
«ombre. 

Un  nombre  cft  dit  en  divifèr  un  autre,  ou  en 
£tre  lamcfute  quaud  il  y efl  pr^circmeut  tant  de 
fois. 

. Ainfi  runitc  cft  la  meûire  de  tous  les  nombrcs> 
ic  tous  les  nombres  font  multiples  de  Tunitc'. 

Le  nombre  cft  la  mcfurc  de  tous  les  nombres 

S airs , & tous  les  nombres  pairs  font  multiples 
ei. 

Mais  il  &ut  remarquer  i".  que  chaque  nombre 
eft  la  mefure  defoy-méme,  parce  qu’il  eft  une  fois 
dans  (ôy.méme.  £t  ainfl  tout  nombre  a au  moins 
deux  mcfiires  , fby.mcme  & l’unité';  il  n’y  a que 
runite'  qui  n’a  que  fby-même.  i*.  Que  toutes 
mefures  font  doubles , fi  ce  n’eft  dans  les  quar- 
icz,  où  un  nombre  fè  multiplie  fby-mémc;  Car 
fi  3 par  exemple  eft  le  quart  de  ii,  quatre  en  fera 
le  tiers.  Si  3 cft  la  ii."'*  de  éo  , ix  en  fera  la 
5.»* 

3*.’  On  dit  qu'un  nombre  eft  nombre  premier , 
quand  il  n’a  de  mefure  que  l’unitd  & foy-même  , 
( Ce  qui  fè  fbus.entend  fans  qu’on  le  dife.)  Comme 
1.3. 5.  7.11.13,  &c. 

Hors  le  nombre  z nul  nombre  pair  ne  peut  être 
premier,  patee  que  tous  (hors  x)pcuyentau  moins 
être  divifez pari. 

4®.Dcux  nombres  font  premiers  entr’euz , quand 
ils  n’ont  de  mefure  commune  que  l’unite'. 

Us  s’enfuit  delà  que  deux  nombres  differens  qui 
font  chacun  premiers  le  font  entr’eux,  comme  5. 
7.  II.  j’ay  dit  deux  nombres  difterens  ; car  deux 
memes  nombres  comme  5 & 5 , quoi  que  chacun 
(bit  premier  , ne  le  font  point  entr’eux  ; Car  ou- 
. - •)  tre. 
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ue  l’uuitd,  étant  chacun  à foy-mémc  {àmelùrc» 
ils  ont  encore  ccttc  mci'ure  commune. 

Deux  nombres  ^uife  furent  font  premiers  entr’- 
cux. 

Deux  impairs  qui  fc  fiiivcat  comme  7 & j le 
fbnraufH. 

Tous  les  qoarrez  font  premiers  entt’ear,  lors 
que  leurs  racines  font  des  nombres  premiets ou 
ieulcment  premiers  entt’eux , quoi  qucnul  quai- 
Té  ne puiffe «trC  nombre  premier  ÿ.ris.  49.  64. 

81.  . , 

Deux  nombres  premiers  aitr’eux  ne  (çaiiroicat 
tous  deux  être  pairs  5 il  fiiut  qu’au  moins  l’un  des 
deux  foit  impair  ; car  deux  pairs  auroient  le  nom- 
bre 1 pour  melure  commune. 

La  NotioH  dts  kaifons'‘de  nombre i nombre^, 

L A raifon  de  nombre  à nombre  cfl  bien  plus  ^ j 
facile  à concevoir  que  la  raifondes  grandeurs  en 

Fcneral,  à caulè  que  les  nombres  ont  toujours 
unité  pour  commune  racfurc,  & qu’il  y a des 
grandeurs  qui  n’ont  aucune  mcliirt: commune,  ■ 

Ainh  la  raifon  de  deux  ixjinbres  ne  confiflc 
qu’en  ce  que  l'un  eft  tant  de  fois  dans  l’autre,  li  J’ua 
eft  multiple  de  l’autre,  comme4efl:  5 fois  dans  ii; 
ou  que  quelque  aliquotc  de  l’un  ell:  précifcmcnc 
tant  de  fois  dans  l’autre  ; ce  qui  eft  toujours  cer- 
tain au  moins  de  l’iiiirté , comme  1.  qui  eft  le  tiers 
de  6,  eft  quatre  fois  dans  8 ; l’unité  qui  eft  le  quarc 
de  quatre , eft  7 fois  dans  7. 

Or  delà  il  eft  ,aifé  de  comprendre  qu'abn  que  b 
raifon  de  deux  nombres  foie  égale  à la  raifon  de 
deux  autres,  il  faut  que  li  le  lecond  eft  multiple 
du  premier»  lettoifiémc  foit  autant  de  fois  dans 
le  quatrième  que  le  premier  eft  dans  le  (ccond  j 
ou  que  lî  le  premier  n’a  que  quelqu’une  de  fosali- 
qiiotesquifoit  tant  de  foisdaiis  lefecoiid,  uncrJ  , 

E Z . quotc 
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"t].ioce  pareille  du  troidéme  foit  autant  de  fois  dans 
Iw  quatrième;  c’eft  à dire  que  d le  tiers  du  premier 
cinq  &>is  dans  le  fécond  : il  faut  audi  que  le  tiers 
du  troiddme  foit  cinq  fois  dans  le  quatrie'me; 
Quatre  cft  $ fois  dans  lo , comme  7 cft  5 fois 
dans  3 3. 

La  moitid  de  6 (d  5 fois  dans  15 , comme  la 
moine  de  i eft  3 ^is  dans  10,  ,,  , 

Division  Generale, 

XIV.  La  plus  generale  dividon  des  raifons  de  nombre 
à nombre,  cft  de  dire  que  les  unes  font  premières, 
& les  autres non-premicres. 

Jappellc  premières  celles  dont  les  rcrmes  font 
premiers  entr Vui , comme  la  radon  de  funité  à 
tout  nombre  : la  railbn  de  2 ’i  tout  nombre 
impair. 

t J’Appelle  non-premicres  celles  dont  les  termes 

ne  font  pas  des  nombres  premiers  entr  eux , com 
me  8,  II;  15,  lOj 43, 81. 

Proposit*ions  Fondamentales, 

* V-  Deux  raifons  premières  étant  differentes  ne* 
fçauroient  être  égales. 

Chaque  railbn  première  peut  être  égale  à une  in- 
finité de  non  premières. 

Chaque  tailon  non-premiete  peut  écre réduite  à 
une  première  qui  lui  fera  égale. 

Il  tâut  prouver  toutes  ces  trois  propodtions. 

La  première  fe  prouve  aind.  Deux  nombres 

fremiers  entt’eux  n’ont  de  mefure  commune  que 
unité  quieftl’aliquotequi  prend  là  denominacion 
/ du  nombre  meme ,»  comme  runité  cft  une  Icizié- 
tnede  ï6.  Si  je  compare  donc  16  à 13  quilbntdeux 
nombres  premiers  entr’eux  (quoi  que  nul  ne  foit 
premier:  ) larnîbn  de  i6  à 1.3  ne  condfte  qu'eu  ce 
gn’unc  i^.“*  de  eft  i j fois  dans  15.  Or  daixs 
^ - lin- 
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l’inhinu'  des  noa'Dit-s,  lî  u v a t]ue  i6  & les  mul- 
tiples V comme  i fdis  i ^ , ? rais  1 6 , qui  ait  des  lèi- 
zic'mes,  & il  n’y  a aullî  que  15  & fes  rmihiplcsi 
comme  I , IV  5>  25.  en  qui  quelque  nombre  puilTc 
être  prccifemeut  15  fois.  Or  deux  nombres  donc 
l’un  feroi:  multiple  de  16  >&  l’autre  autant  multi- 
ple de  1 5',  UC  lèroif  nt  pas  des  nombres  premiers  cn- 
tr’eux.  Donc  il  cft  impoHible  que  deux  tailônfi 
premières  étant  dift'erentes  foicm  dgalcs. 

Preuve  de  la  deuxième  Pro- 
position. 

Elle  cft  claire  par  ce  qui  vient  (Tétrc  dit-,  xvi' 
car  deux  nombres  premiers  entt’eux  peuvent  être 
chacun  multiplies  pat  un  même  nombie , & cela 
une  inânitc'  de  fois  : n’y  ayant  point  de  nombre 
qui  ne  puiHc  multiplier  l’un  & l’autre.  Et  alors 
(par  II.  58]  cette  raifon  non-prcmicie  fora^galc  à la 
première. 

Preuvede  LA  troisième  Pro-- 
POSITION. 

Une  raifon  non-premicrc  cft  celle  qui  eft  entre  x v ï t. 
deux  nombres  non-piemicrs  entr’eux.  Or  afin  que 
deux  nombres  ibient  non.premiers  entr’eux  > il 
fout  qu’ils  ayent  une  commune  mclure  autre  oue 
J’unite,  & que  par  confequent  ils  foient  multi- 
ples d’un  même  nombre.  Ils  ont  donc  chacan  • 
deux  diraenfions,  & en  ont  une  commune.  Us 
peuvent  donc  être  exprimés  chacun  par  deux  let-^ 
très,  dont  il  y en  aura  une  qui  fora  ta  même,ou^ 
par  deux  chinres  avec  une  virgule  entre-deux , &- 
liy  aura  de  part  & d’autre  le  même  chiffre.  Donc 
ena^nt  ou  la  même  lettre , ou  le  même  chiP-.. 
foe  , ce  qui  reftera  fora  en  même  raifon  par  U.. 

iS.&59. 
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Mais  il  faut  remarquer  i chofo  : La  prefnicre> 
<]uc  quand  l’un  des  nombres  cft  multiple  de  l’au- 
tre , c’eft  le  nombre  même  dont  l’autre  cft  mul- 
tiple, qui  cft  la  mdîirc  commune  des  deux  nom- 
bres: de  forte  qu’il  faut  ou  l’exprimer  ou  le 'con- 
cevoir comme  étant  multiplié  par  J’unité  : 4 à 104 
«‘cft  à dire  4,  1.34,  5.  De  forte  qu’effà- 
«ant  4 (k  parc  & d’autre  , la  reduAion  fora 

5-  .. 

La  deuxieme,  quetoute  raifon  d’un  meme  nom- 
bre à foy-mème  fc  réduit  à la  raifon  de  l’unité  à 
l’unité;  car  ils  ont  chacun  deux  mefores  comme 
il  à cfté  dit,  l'imité  & foy-méme,  & chacune  leur 
cft  commune,  effaçant  donc  la  plus  grande  de  ces 
mefores  qui  font  toutes  deux  communes,  refte 
funité  de  part  & d’autre. 

S I la  première  reduiftion  ne  donnoit  pas  des 
«ombres  premiers  entr’eux , (ce  qui  arrive  quand 
on  ne  prend  pas  le  plus  grand  divifeue  commun ,} 
il  ne  feudroit  que  recommencer , &il  eftindubi- 
cable  que  cela  f»  reduiroit  à la  fin  à une  raifon 
première , c’eft  à dire  à une  laifon  de  deux  oem- 
bres  premiers  entr’eux. 


C O E OL  I.  A I R E- 

J • 

Les  dnix  termes  de  la  raifon  première  à Ei- 
quelle  fc  réduit  One  raifon  non  première  s’appel- 
lent îts  txpoftns  de  cette  raifon  non.prcmiétc. 

Ainfi  Z & 3 font  les  fxpaftnt  de  la  raifon  de  S 
à I Z.  4 & 5,  Les  expefantdc  la  raifon  de  z8  à 3 5. 

Cela  s’appelle  autrement  réduire  une  raifon  aux 
moindres  termes  qu’elle  peut  être.  Et  pour  abré- 
ger, le  mot  de  redafrf  fignificra  tout  cela.  Ce  qu’il 
faut  bien  remarquer, 

Cesi 


. - ♦ 
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Ccci  rtvjcnc  encore  à cette  maxime  : Si  un  mc- 
nie  nombre  en  divife  deux  autres  > les  quotiens  ' 
ibnt  proportionnels  à ces  deux  nombres;  car  le 
meme  nombre  4 ayant  divifd  8 & ii>  Icsquo- 
n'ens  ont  ^té  z & 3>qui  font  en  même  raÜbuque 
8&  11. 

I,  Th  e o r é m e, 

D X U X raifons  égales  ont  neceirairemem  les  me-  * ^ 
mes  expofaiis  > & ce  n’cit  qu’en  cela  qu  elles  font 
égales. 

Car  31  faut  que  deux  raifons  que  l’on  compare, 
ou  /oient  toutes  deux  premières,  ou  toutes  deux 
non-ptemiaes , ou  que  l’une  ^ foit  première , & 
l’autre  non-premtere. 

Or  il  vient  d’être  prouvé  qu’elles  ne  /çauroienc 
être  égalés  étant  toutes  deux  premières /î  elles /ont 
dilFcrcntcs:  & que  les  non-premicres  /c  peuvent 
réduire  à une  première.  Il  faut  dbneque  lesnon- 
premicres  pour  être  égales  fc  puilTent  réduire  à 
une  feule  8c  même  première  : ou  s’il  n’y  en  a 
qu’une  de  non-premiere , qu’elle  fè  puilTe  réduire 
à la  même  première  que  celle  qui  l’eft  déjà.  Or 
c’eft  ce  qu’on  appelle  avoir  les  mêmes  expo  fan  s 
que  de  ne  pouvoir  être  réduite  qu’à  une  même 
& feule  raifon  première.  Donc  il  eft  impoflible 
que  deux  raifons  égales  n'ayent  pas  Tes  mêmes 
txpofans.  *’ 

II.  Théo  ré  m f. 

Deux  raifons  de  nombre  à nombre  étant  éga-  xx» 
les , le  protTuit  des  antecedens  eft  au  produit  des 
confèquens  comme  deux  nombres  quarrez : ou, 
la  raifon  du  produit  des  antecedens  au  produit  des 
confequens  a pour  fesexpoGins  des  nombres  quar- 
rez. Car  deux  rai&ns  ne  fçauroieut  être  ^les  ^ 
qu’elles  n’ayent  les  mêmes  expofâns  par  le  'Théo- 
rème precc(ient>  c’eft  à dire  qu’étam  réduites  ,el- 
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les  ne  le  (oient  à deux  j:aifons  premières  qui  ont 
chacune  le  meme  antécédent  & le  même  eonlc- 
quent.  Donc  le  produit  des  antccedens  lêra  la 
multiplication  d’un  nombre  par  fôy-même,  ce  qui 
fait  un  nonpbrc  quarrêj  & de  même  du  produit 
des  confequens. 

D ux  raifoDS  claies  is.  ex  : il  y.  ty. 
réduites  aux  moindres,  termes  b.  c :a  l.  c. 

Donc  le  produit  des  antccedens  tWbb. 

& celui  des  confequens  ce... 

Exemple  par  Ut  chiffres  félon  le  feptiémt  Lemme. 

4’  ?•  5>  7 ■ • 4>  î*  5>  }• 

Ixp.  4.  5 ::4-  5- 

Donc  le  produîrdesanteccdcnsclt4fois4,c’cic 
â dire  le  quant  de  quatre. 

tt  le  produit  des  cun'cquens  efl:  5 fois  5 > c’eft 
à dire  le  quarrê  de  cint^ 

III.  Th  EORÉME* 

Trots  raifbns  de  nombre  à nombre  étant  éga- 
les, la  railbn  du  produit  des  ; antccedens  au  pro- 
duit des  ) conièquens  a pour  lès  expolaus  des 
nombres  cubitjucs. 

Ccll  la  meme  chofè;  car  trois  raifons  nelçau- 
roieut  erre  égales , qu’elles  n’aient  toutes  trois  les 
mêmes  eiiKiTans,  c'eu  à dire  qu’étant  réduites  el- 
les ne  le  (oient  à trois  railbns , qui  ne  (èront  que 
la  même , ayant  toutes  trois  Icmê^mc  antécédent  & 
le  meme  conlcqucnc.  Doue  le  produit  des  ante- 
cedens  (cra  un  cube , & le  produit  des  conlequeni 
wi  autre  cube. 

bx.  tx  t i by.  ey  ■ bi^.  c 
b.  e X : h,  e i : b,  c. 

Donc  le  produit 

‘ c des  confequens  ce  c. 

C’dl  la  meme  chofe  par  les  chiffres. 

. 4,7- 5>7::4>  3- 5>î-4’9- S’9- 

4.  y.i  4.  y:  4.  5. 

r,  V . , Donc 
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. Donc  le  produit  des  aiiteccdcns  clt  4, 4,  4,  c’dt 
à dire  le  cube  de  4.  le  produit  des  conlèc^ueas 
cft  i,  5,  5,c’eüà  due  le  cubede  5. 

IV.  THE.ORÉME. 

L A raison  doublée  ou  triplée  d’une  raifôn  dis  x x 1 1» 
nombre  a nombre  a pour  fes  expofans  des  nom- 
bres c^uarrez  (i  elle  clt  double'e  , & des  nombr.es 
cubiojucs  lî  elle  cft  triplée. 

Car  une  raifon  doublée  n’eft  aiufe  cliolè  qu'une 
raifon  compoléc  de  deux  railons  égales. 

Or  une  railbn  compolée  de  deux  railîins  n’cfl: 
autre  cF\o(è  que  la  railbn  dii  produit  des  antece* 
dens  de  ces  deux  raiiôns  au  produit  dés  conféquenS 
par  III.  ip. 

Doue  une  raifon  compofée  de  deux  railons  éga- 
les de  nombre  à nombre  (ce  quieft  la  même  choie 
que  la  raifon  doublée  d'une  raifôn  de  nombre  à 
nombre)  ii’eft  autre  choie  que  laraifondu  produic 
des  antecedens  de  x railons  égales  de  nombre  à 
nombre  an  produit  des-  con'.rquens. 

Oc  cette  raifon  du  produit  des  anrcccdens  de 
deux  raifons  égales  de  nombre  à nombre  au  pro- 
duit des  confequens,  a pourlcs  expofans  des  nonv- 
bres  qiiarrez  parle  Theoréme. 

Donc  toute  raifôn  doublée  d’une  raifon  de  nôm- 
bre  à nombre  a pour  fes  expo&ns  des  nombcc» 
quarrez.  ' . 

' On  prouvera  de  la  même  .iorre par  le  3.®  Thea- 
remc  que  la  raifon  triplée  d’une  railôn  de  nom- 
bre à nombre  a pour  fes  expofans  des  nombres 
cubiques  ; parce  qu’une  railôn  triplée  n’efl:  rjucte 
choie  qu'une  railôn  conipolé'e  de  trois  raifôns" 
égales.  Donc , &c. 

I.  Corollaire. 

T KOI  s nombres  étant  comiaucmetui 
. _ E V uonncls  X 
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tionncls  , ne  peuvent  être  réduits  aux  moindre» 
nombres  qu'ils  peuvent  être,  que  les  deux  extrê- 
mes ne  foient  des  nombres  quarrez , & celui  du 
milieu  le  produit  de  leurs  racines. 

Carie  x.»’’  de  ces  j npmbres  cil  au  troilîdme eit 
raifbn  doublée  de  la  railbn  du  i."’  au  zJ  ou  [ce 
qui  cft  la  meme  chofèj  en  railôn  compofee  de  l<t 
raifon  du  i au  i.**  & de  celle  du  x.'’  au  '5',  com- 
ftie  il  a cte  prouve'  III.  jg.  Doue  par  le  4'.  Théo- 
terne  la  raifon  du  i.“  au  doit  avoir  pour  fes 
rxpofans  des  nombres  quarrez.  Or  par  111.  3^. 
Id  produit  des  z racines  cft  moyen  proportionne^ 
entre  deux  quarrez , & il  eft  clair  que  deux  nom- 
bres ne  peuvent  avoir  qu’un  Icul  nombre  pour 
moyen  proportionnel.  Donc  le  produit  des  deur 
.racines  doit  être  ce  fécond  terme. 

II..  Corollaire. 

Qu  A T R I grandeurs  étant  cominuement  pro- 
portionnelles la  raifon  de  la  i ."  à la  4.*'  a pour 
îès  expofans  des  nombres  cubiques. 

C’eft  la  meme  choie  j car  (par III.  24.)  larailbn; 
de  la  T."  à la  4.»  eft  unerailou  triplée.  Or  par  le 
Theoréme  precedent,  toute  raifon  triplée  a peur 
fes  cxpolans  des  nombres  cubiques. 

V.  Theoréme. 

Si  plufieurs  nombres  font  continuement  pro- 
portionnels (ce  qui  s’appelle  Progrelfion  Geome- 
metrique;)  il  faut  nccclTairemenr  qu’étant  redAiMi 
ils  foient  ou  tous  impairs,  ou  tous  pairs  hors  l’un 
des  extrêmes  V qui  fera  leul  ncccflaircment  impair. 
'Car  il  cft  clair  qu’ils  ne  peuvent  pas  être  tous 
pairs,  parce  qu’ils  i:e  feroient  pas  reiuitt. 

Demonftr.  Ce  qui  feitquclcs  nombres  font  pro- 
portionnels , c’elt  qu’il  y a toujours  une  même 
raifon  entre  ceux  qui  le  fuivent  immediatemeut. 

Xt  uiufl  tQUKS  CCS  xâifÿfiS  Ciwc  égales  a’potqueles 

■ ... 
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mêmes  expofans,  qui  font,  ou  lunitê  & quelque 
autre  nombre  que  ce  foit  , quand  la  Progrelliou 
cft  multiple  , ou  deux  autres  nombres  quand  elle 
n’eft  pas  multiple,  Iclquels  deux  nombres  font 
necc/Iairement  ou  tous  deux  impairs,  oui'onpaû; 

& l’autre  impair , par  le  4.'  Lemme. 

Preuve  DU  PREMIER  CaS^ 

D ANS  le  premier  cas,  c’efb  à dire  quand  l’ua  xxvi^- 
des  expofants  eft  l’unitd,  la  vérité'  du  'Theorc'mc 

eft  manifcftc;  car  le  lA  expofantlcra  le  zA  terme  • , 

de  fa  Progrdîion  , & tous  les  autres  en  font  le» 

puiilânces,  le  3 ,* le  quatre  , le4.Hecube,  le5.*lc 

quatre'  de  quatre',  &c.  D'oû  il  s'enfuit  que  fi  ce 

z.<*^expofant  eft  un  nombre  impair  , (toutes  le» 

puifTanccs  d’un  nombre  impair  l’étant  toujours 

auffi , ) tous  les  termes  de  la  Progreflion  fontim- 

pairs. 

Exemple  quand  le  dcuxic'me  terme  eft  5;  (U> 
fautfe  fouvenir  que  par  5.*  5^^,  &c. i’emens  tou- 
jours le  quatre'  de  3.  le  cube  de  5 r ) 

.4:  I.  5.  5*.  55.  5^,  &c. 

I.  3.  23.  115-  615,  &c.  ' - 

Que  fi  le  lA  expofant  eft  pair,  comme  il 'fer» 
le  Z A terme  de  la  Progreffion  , & que  tous  les  au- 
tres termes  feront  fes  puiflauces  : ils  feront  tou» 
pairs  ( toute  puifTance  d’un  nombre  pair  l’e'tant 
toujours  aufli.)  11  n’y  aura  donc  que  l’unicé  qui 
fera  un  nombre  impair  dans  cette  Progre/Tion.  . 

Exemple,  ce  fécond  expofant  étant  10, 

^ I.  10.  10*;,  10*.  io4,  &c. 

Ji  1.  10.  ICO.  1000.10000. 

m , • 

Preuve  du  deuxième  Cas, 

Qu  A N D la  Progreffion  n’eft  pas  multiple,  c’eft  x x tl  i,. 
à dire  quand  l’un  des  deux  expo  fans  n’eft  pas 
l’ unité' 7 it  faut  toujours  qu’ils  foietit  ou  tous  deux 
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impairs,  ou  i'un  pair  &c  l’autre  impair,  comma 
il  a déjà  cté  dit.  Oc  ce  Ibnt  alors  les  deusexpo- 
fans  qui  dctmnincnt  tous  hs  autres  termes. 

Car  les  dpux  cxtrc'mcs  doivent  être  la  même 
puillànce  de  chacun  des  deux  expofans  ; c'eft  à 
dire  le  quarre'  s’il  n’y  a que  trois  termes,  le  cube 
s’il  y en  a 4.  le  qq,  s'il  y en  a 5.  le  qc.  s'il  y en 
a é,  & ainfi  jufqucs  à l’inhuy.  Et  tous  les  au- 
tres termes  doivent  avoir  autant  de  dimenfîonî 
que  CCS  e rtrémes  ; d’en  à dire  en  avoir  x fi  ces 
extrêmes  font  des  quarrez.  j , fi  ce  Ibnt  des  cu- 
bes. 4 , fi  ce  font  des  qq.  5 fi  ce  font  des  qc  ,■ 
tcc.  Mais  il  fitut  qu'une  partie  de  leurs  dimen- 
fions  Ibit  d'un  expofant , & l’autre  partie  de  l’au- 
tre expofant. 

Or  de  la  s'enfuit  tout  ce  qu’on  avoit  ^ prouver 
dans  ce  Theorc'me  5 car  i.  Quand  les  deux  er- 
polàns  font  impairs^  toutes  les  multiplications 
qui  font  les  cxtre'mcs  & ceux  d’eritre-dcux  fc  fone 
pat  imp.nirs,  & par  coidèquent  Us  doivent  tous 
être  impairs. 

Exemples , les  deux  cxpofiins  c'rant  5.  & 5-  (H 
faut  fe  fouvenir  qu’une  virgule  entre  deux  chif- 
fres, fignifie  qu’ils  fe  doivent  multiplier  l'uui’aur 
trc.) 

•HJ*.  3>5-S*  t-  15-  15* 

17.- 45-  75-1 15-' 

3'^*  3^3-  3*’  8i.i5s.xi<.j75.^i5: 

2.  Quand  l’un  des expofauseft  pair  & l’autre  im- 
pair, l’un  des  extrêmes  Icrapair  & l’autre  impair. 
Mais  tous  ceux  d’entre  deux  feront  pairs, pat  cequ’il 
J aura  quelqu’une  de  leurs  dimenfions  qui  fera  un 
nombre  pair..  Or  toute  multiplication  où  il  encre 
an  nombre  pair , fait  un  nombre  pair. 

Exemples  les  deux  expofans c'tant  i & 5. 

II.  t,  ç.  5.*  4.  lo.zs- 

V 1,  5*.  5Î.  , 8.10.50.  115. 

-n  16. 40. 100.150.  615^ 

Avïr-- 
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Avertissement. 

Cer  deux  cas  de  U PrQgreJJion  multiple  e>*  de  U 
»0tt  multiple  ne  font  different  qu  en  apparence.  Le 
I fe  devant  concevoir  comme  étant  virtuellement 
femolable  au  fécond  ; Car  l'unité  qui  en  efl  le  pre- 
mier terme  doit  être  conceui  comme  quarré  quand 
il  y a trois  termes  , comme  cube  quand  il  y en  a 4, 
comme  quarré  de  quarré  quand  il  y en  a 5 , çy  aht- 
P de  fuite.  Et  tous  les  autres  termes  doivent  être 
conceut  comme  ayant  autant  de  dtmenpons  qu'en  a 
le  dernier  terme  delà  Progrejpon  : ce  qui  fe  fait  par 
le  moyen  des  unite:{  que  l'on  met  pour  autant  dedi- 
meupons  qui  leur  manquent.  Cela  fe  comprendra 
mieux  par  des  exemples  Soit  i pris  pour  1 unité  ^ 
^ X pour  l’autre  expofant  quelconque  pair  ou  im- 
pair. Voici  comme  ces  Vrogreffîons  multiples  doi. 
vent  être  conceuü  , pour  être  femhlahles  aux  no* 
multiples, 

ii.  ix.  XX. 

iii.  iix  «X.  xxr. 

iüi.  iiix.  iixx.  ixxx.  xxrr. 

SECTION  SECONDE. 

'17«  Grandeurs  tncommenfurables  ou  des  Raifont 
Sourdes. 

N on  s avons  déjà  dit  , que  ce  qui  fcit  que  des 
Grandeurs  font  appelk-cs  incofnmenfuraWcs  ( ce 
qui  efl  la  même  chofc  que  n’avoir  cntr’elle  qu’une 
laifon  fourdc,  ) eft  qu'ayant  chacune  une  infinité 
de  melurcs  de  plus  petites  en  plus  petites  , nullfc 
des  mefures  de  l’une  ne  peut-être  la  mefùrc  de 
l’autre. 

Cela  parole incomprehenfibre,  & l’eft  en  effet, 
parce  <jue  ce  quicflcaufedecda , ne  peut  être  que 
E 7 h 
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b divifibilité  de  la  matière  à l’infini.  Or  il  eft 
clair  que  tout  ce  qui  tient  de  l’infinité , ne  (çauroic 
être  compris  par  un  elprit  fini  tel  qu’ell  celui  de  tems 
les  hommes. 

Il  ne  faut  donc  pas  s’imaginer  que  l’on  puifiè 
avoir  des  notions  auITi  claires  des  rations  lourdes  f 
qu’on  en  a des  raifons  de  nombre  à nombre  : ni 

3u’onpuiflc  prouver  polîtivement  que  deuxgran- 
curs  font  incommenliirables  -,  on  ne  le  peut  cer- 
tainement , & tout  ce  que  l’on  fçauroit  faite  de 
mieux,  cft  de  le  foire  négativement  ; c’eftàdireen 
montrant  qu’elles  ne  Ibnt  point  cntr’elles  comme 
nombre  à nombre  : par  ou  on  cft  tres-convainca 
que  la  choie  efi;  , quoi  qu’on  ne  pénétré  pas 
comment  cela  peut  être.  Tout  fe  réduit  donc  à 
foire  voir  par  les  proprictçz  cflèntielles  des  railbns 
dénombre  à nombre  que  nous  venons  d’établir^ 
quelles  peuvent  être  les  grandeurs  qui  ne  Ibnt 
point  entr 'elles  comme  nombre  à nomibre  ,&qui 
par  confequent  font  incommenfurablcs , parce  que 
les  proprietez  des  railbns  de  nombre  à nombre  ne 
pourroicntconvenir  à la  raifi>n  qu’elles' auroient  en- 
tr’ellcs.  Ceft  pourquoi  il  fout  bien  avoir  dansTelprit 
les  définitions  lüivântes. 


axx. 


* Definitions.- 

I.  Deux  grandeurs  Ibnt  incommenfurablesjquahd’ 
elles  ne  Ibnt  point  entt’clles  comme  nombre  à nom- 
bre , ou  que  la  raifon  qu’elles  ont  entr’clles  n’cfo 
point  une  raifon  de  nombre  à nornbre. 

1.  Une  raifon  eft  fourde  quand  on  peut  prou- 
ver qu’elle  n’a  point  ce  qui  convient  nccefiàircment 
aux  railbns  de  nombre  à nombre. 

5.  Chacune  des  deux  raifons  e'gales  dont  eft 
eompofée  la  raifon  qu’on  appelle  doublée,  ou  des* 
trois  égales  dont  eft  eompofée  la  raifon  qu’on  ap- 
f elle  trtplee  , Ibit  appellée  la  raifon  fimplc  d’une 
xailbu  doublée  ou  triplée.  „ 
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4.  Deux  grandeurs  peuvent  être  incommenfu- 
blcs,  que  leurs  quarrez  & leurs  cubes  ne  le  (ont  pas. 
£t  on  dit  alors , qu’elles  font  incommenfurables  en 
elles-mêmes , ou  en  longueur , ou  linéairement  y 
mais  qu’elles  font  commcnfïirables  ai  puidànce. 
Et  fl  faut  remarquer  oue  le  quarrd  eft  la  puilTan- 
ee  qui  s’appelle  (împlement  puilTance , le  aibc  Ix 
lequarrd  de  quarte  la  3*^,  & ainfi  à l’mfiny» 
Et  oue  neanmoins  quand  on  les  marque  parunpe* 
rit  chiffre  au  deffus  & un  peu  à côte'^  d’une  lettre , 
ou  d’un  plus  grand  chiffre , x (ignifiele  quarrd,  3 
le  cube,  4 le  quarté  de  quatre,  comme 6.*  6.}  6.4 
&c.  8.' 8.5  8.4&C. 


PROPOSITION  FONDAMENTALE. 

DES  Incommensurables. 

Deux  grandeurs  font  incommenfurables  (quoi  x x T l, 
que  non  en  puiffance,  ou  i.*^*  ou  i.'*'  ) quand  la 
Raifon  qu’elles  ont  aitr’elles  cft  la  raifon  (impie , 
on  d’une  raifôn  doublée  , qui  a pour  fes  expofâns 
d’autres  nombres  que  deux  nombres  quarrez , ou 
d’uneraifon  triplée  qui  a pour  (ès  ezpolâns  d’autres 
nombres  que  deux  cubiques. 

C’eft  une  (îiite  neccdàire  de  ce  qui  a été  prouvé 
ci-delfus  > qu’une  rai(ôn  compo(ee  de  deux  raflons 
égales  de  nombre  à nombre  ^it.  avoir  neccllaire- 
ment  pour  (ès  expolàns  des  nombres  quarrez  j c’eft 
à dire  que  les  deux  termes  de  cette  raflbn  doublée 
doivent  être  necefTaircment  deux  nombres  quarrez  y 
comme  1&4.  4&9>  i6&i5.  Et  qu’il  ne  fuffit 
pas  que  l'un  d’eux  foit  qu^é  «■  mais  qu'ils  le  doi- 
vent être  tous.deux. 

Donc  toute  raifbn  qui  a pour  (ès  expofans  d’au- 
tres nombres  que  deux  nombres  quarrez  ne  fçaa- 
roit  être  compofc'e  de  deux  raifons  égales  de  nom- 
bre à nombre  ; Elle  ne  le  peut  donc  être  que  de 
sdeux  raflons  fourdes,  Pont  les  deux  grandeurs- 
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entre  lefquclles  e(l  cette  iai(ôn  qui  ne  fçauroic 
ftre  de  nombre  à nombre , fotit  inconuneiifurables 
par  la  i définition  S.  5 o.  & par  x.  S. 

Il  n'y  a rien  de  plus  facile  que  d’appliquer  tout  cela 
à la  railbu  fimple  d'une  raifon  triplée , &c 

Mais  on  voit  bien  aulll  que  ces  grandeurs  font 
commenfiirables  en  puillancc  ou  1."*  ou  zj**'  car 
c’efl:  ce  que  l’on  fuppofe  que  leurs  quarrez  ou 
leurs  cubes  font  comme  nombre  à nombre  , 
mais  non  comme  deux  nombres  ou  quarrez  ou  cu- 
biques. 


I.  Corollaire. 


XXXII. 


Deux  quarrez  qui  fontentr’eux  comme  deux 
nombres,  & non  comme  deux  nombres  quarrez, 
ont  leurs  racines  incommcnfurables. 

Et  deux  Cubes  de  même  ont  leurs  racines  incom- 
mcnfurables  , fi  ces  Cubes  font  encr’eux  comme 
deux  nombres  qui  ne  font  pas  tous  deux  cubi- 
ques. 

C’efth  prepofition  même;  car  par  HT.  5*.  deux 
quarrez  font  entr’eux  en  raifon  doublée  de  leurs  ra- 
cines, & deux  cubes  en  raifon  triplée;  Donc  fi  les 
quarrez  fonr  entr’eux  comme  i à r.  ou  comme  4 
à 3:  la  raifon  des  racines  fera  la  raifon  fimple  d’une 
raifon  doublée  , qui  n’aura  pas  pour  fis  expofans 
deux  nombres  nuarr<z.  Donc  ce  fera  une  raifon 
fourde.  Donc  ces  deux  racmes  (èront  incommen- 
furablcs  : £r  on  voir  alTez  qu'il  en  Icia  de  même  des 
racines  des  cubes. 


II.  Corollaire. 

Qu  AND  trois  grandeurs  font  continuëmcnc 
XXXill.propoj-noHnelLs-..  Silai.''=  eft  àladcrniere  comme 
deux  nombres  qui  ne  foient  pas  rous  deux  quar- 
rez, comme  lî  la  T."  eft  à la  dernière  comme  a à I, 
ou  cumule  3 à L V la  fecoude  fora  iucommenfurar 
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blcàlaprtmicrc&aladcrniere,  c’clt  à dire  que  U 
raifbn  delà  i."'  à la  féconde  fera  une  raifbn  lourde  > 
aulli  bien  que  celle  qui  lui  eft  égalé  de  la  z.**'  à la  5 .• 

Mais  cette  fera  commcufurablc  en  puilTancc  à 
chacune  des  deux  autres  , car  (par  111.^.)  la 
rai{bn  de  la  i.''*  à la  3.'-  eftcompolc'edes iraifons 
^alcsdc  la  i.'*à la  z.^&de  la  i.‘*  à la  3.®  Donc 
Il  ces  deux  railbns  dtoiert  de  nombre  à nombre  > 
la  raifon  de  la  i à la  j .•  qui  en  eft  compofee , au- 
loit  eu  pour  fes  expolàns  deux  nombres  quarrez. 

Or  elles  ne  les  a pas  par  ^’hypotbele.  Elles  font 

donc  lourdes  : & par  conlcquent  la  a.**®  de  ces  3 j 

grandeurs  eft  incommenfiirable  tant  à la  i.®  ®qu  à 

la  5 * 

Mais  elle  leur  eft  commcnfurablc  en  puiMancc  j 
car  ( par  III.  ja.  ) le  quarre  de  la  i.®'®  eft  auquar- 
xé  de  la  z.<*® , comme  la  i ."®  à la  j p"®  £<  le  quarrd 
de  la  x.*^®  au  quarre  delà  3.®cftdcuicme  comme  la 

3.®  ; 

III.  COROLLAIR*- 

ions  que  4 grandeurs  font  connnuëmcnt  nro-  x x x i T. 
portionnclb»  > li  la  i.®-  eft  à la  4.®  comme  deux 
nombres  qui  ne  foient  pas  tous  deux  cubiques  : Cha- 
que granaeur  dt  incommenfurable  à celle  qui  la 
fuit,  en  longueur  & en  i.*"  puilTance,  & feule- 
ment commcnfurable  en  puiflimee. 

C’eft  la  même  demonftration  que  la  precedente  ; 

Car  d’une  part  f par  1II.‘  i«.  ) la  raifon  de  la 


Donc  c’eft  une  raifon  triplde,  qui  par  l'hypothefea 
4’amrcs  nombres  pour  fes  expofâns  que  des  nom- 
bres cubiques.  Donc  pat  la  propofition  , chacune 
de  ces  railbns  eft  Iburiae.  Donc  les  grandeurs  qui 
: ont  entr’cllcs  cette  laifbn  foutdc  femt  inconimen-- 
iÔBablca»  ’ 


D'autre 
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D'autrepart  (par  lll.  34:]  les  cubes  de  deux  de 
CCS  grandeurs. qui  le  lùivcnt  Ibnt  en  même  raifôn 
que  la  1."*  à 134.'  Or  par  l’hypothefe , larailbndc 
ia  I/'  à la  4.*  eft  une  raifon  de  nombre  à nombre 
{ quoi  que  ce  ne  (bit  pas  celle  qui  eft  entre  deux  nom  - 
bres  cubiques. } Donc  ces  grandeurs  qui  fefuiveut 
font  commcnliirablcs  en  i.<‘*  puilTaucc. 

IV.  Corollaire. 

^ ^ S I 3 grandeurs  font  telles  , que  d’une  part  le 

* * qiiarrc'  de  la  plus  grande  foit  c'gal  aux  quarrez  des 
deux  autres  , & que  de  l’autre  la  plus  petite  des 
trois  foit  une  aliquotc  de  la  plus  grande,  c’eft  à dire 
qu’elle  foit  à la  plus  grande  comme  Tunitê  à quel- 
que nombre:  celle  qui  eft  entre-deux  fera  iiicom- 
menfurablc  à l’une  & à l’autre , & elle  leur  fera  feu- 
lement commenfurable  en  puiflànce. 

Soient  les  trois  grandeurs  b.  i.  i.  Et  que  6 foit  à 
, îcomme  j àr.  Leurs  quarrez  feront  comme  9.  à 
I . Donc  par  l’hypotkefe  du  plus  grand  quarrê  égal 
aux  deux  autres  : 

bb.  dd.  : : 9.  S. 

Etdd.  ü.  ::  S.  i. 

Donc  par  le  1."  Corollaire,  Ir  Sc  i (bnt  incom- 
menfurables , Sc  d.  &c  i.  le  Ibnt  au  (G.  Mais  on 
voit  a(Tez  que  d.  eft  commenfurable  eu  puiftance  à 
l’une  & à l’autre. 

• / * 

V.  Corollaire. 

XXXV r trois  Grandeurs  font  d’une  part  continuë- 
ment  proportionnelles  , & que  de  l’autre  la  plus 
grande  (bit-égale  aux  deux  autres  r elles  font  abfo- 
lument  incommcnHirables  entr’elles. 

Car  fi  elles  étoient  comme  trois  nombres,  ilfàu- 
droitpatle4.*Lemme,  &le  5. 'Théorème  qu’elles 
i'ufiènt  ou  comme  trois  impairs  , ou  comme  un 
impair  & deux  pairs , ou  comme  deux  pairs  & 
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un  impair;  c’cftàdircen  l’uiic  de  ces  j manières, 
en  marquant  les  impairs  par  des  voyelles  , & les 

£airs  par  des  confonnes  , & en  comman^nt  pai 
iplus  grande,  a.  t.  o. 

a.  b.  c. 
b.  c.  t. 

Or  la  2 Ahypothefç  fait  que  tous  ces  ] cas  font 
tmpolTibles  ; car  cette  i.***  hypothefe  cil:  que  la 
I."  doit  être  égale  aux  z dernières,  ce  qui  ne  peut 
c'tre  dans  aucun  des  trois  cas  : la  i dans  les  deux 
premiers  cas  e'tant  un  impair,  & les  deux  dernières 
un  pair  ; & dans  le  3 cas  étant  un  pair  , & les 
deux  derniaes  fàiTant  un  impair. 


Avertissement  important.' 

De  tout  et  qui  vient  i'étre  dit  dant  la  i."  feSioit  x x xv  1 r. 
ittraifons  de  nombre  h nombre,  e^'  dant  cette  2.'^''  des 
^ t^ifo^  fourdet , on  voit  aifément  que  la  maniéré  dont 
'krr^  Jiremient  font  égales,  e(l  très  differente  de  celle 
■^.Jiiom  je  fo»  ces  dernierts  -,  car  il  faroît  par  les  pn~ 

•!,  fofftUm  fondamentales  de  la  feilion  S.  15. 
detas  raifons  de  nombre  b nombre  ne  font  éga- 
les » qitijtêr  ce  quelles  ont  les  mêmes  expofant  * 

^ qu'ainjt  itaisteeduites,  elles  ne  font  toutes  deux 
qu’une  feule  ty  même  raifon.  % efl  h \z  , comme 
iooefi  h J 50.  par  ce  que  la  raifon  de  I à 1 2 , efi  la 
raifon  de  2 h 3,  & que  la  raifon  de  100  à 1 50, 
t(l  aujp  la  raifon  de  z b 3. 

Mais  il  n’en  elt  pas  de  même  des  raifons  lourdes 
car  on  ne  peut  point  dire  qu’elles  ayent  les  memes 
expwlàns.  Elles  ne  feroient  plus  lourdes  fi  cela 
droit.  ’ Ce  n’eft  donc  point  de  là  qu’on  doit  pren- 
dre leur  égalité,  mais  comme  il  aéré  prouvé  dans 
fc  I ^Theoréme  du  z.*  Livre,  de  ce  que  toutes  les 
aliquotes  pareilles  des  deux  antecedens  font  éga- 
lement  contenues  dans  les  conlèquens  ,"  quoi  que 
’l^c  aliqaotc  du  I.*' antcccdcDt  ne  foit  précife- 
'W*  ^ mcat 
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ment  tant  tic  tois  ciaiis  loji  cnitlccjuent  > ni  au® 
l’aliquote  pareille  du  antécédent  dansle  con- 
(èquent  J maisqucce  (oit  tnu<onrs  au  regard  de  l’un 
& de  l'autre  avec  quelque  refte.  ' 

Et  c’eft  pourquoi  dans  les  ladôns  de  nombre  à 
hoinbre , quand  une  feule  aliquorc  pareille  de  cha- 
que antcccdent , par  exemple  un  tiers,  e(l  egalc^ 
ment  contl  nu  dans  chaque  comequent , c’eft  à dire 
autant  de  fois  dans  l’un  que  dans  l’autre , on  n’a 
poiur  hc'ôiii  apres  ce  la  d’examiner  d’autres  aliquo- 
tes.  Mais  dans  deux  raifonsfourdes,  pour  être  alfu- 
ré  qu’elles  !ônt  dgales , il  faut  avoir  comme  exa- 
miné toutes  les  aîiquotes  pareilles  de  l’un  & de  l’au- 
tre antécédent  quoi  qu’innnics,  & être  aflurd  que 
nulle  du  1.*'  ne  pourra  eftre  dans  fon  coulèqaent 
avec  quelque  refte , que  la  pareille  du  z.'*  antécé- 
dent ne  (bit  autant  de  fois  dans  lôn  coalcqucnt  > 
quoi  qu’avec  aiillî  quelque  refte  , comme  nous  kt 
de  montrerons  des  lignes  dans  le  lo.' Livre.  Et:  ir. 
ainfi  l’on  ne  peut  point  dire  à proprement  parler  : 
que  1 raifons  Iburaes  e'gales  ( fur  tout  quand leucé,. 
termes  Ibut  abfolument  incommcnlurables  cuit, 
linéairement  qu’en  puillàncc  ) fe  puiïlènt  cediiûe^ 
à une  feule  & même  raifon  première  ; puilque  I’ob  . 
ne  peut  dire  ni  quelle  des  deux  tiendroit  lieu  de  pre-; 
miere , ni  qu’il  y en  ait  une  rroifidme  qui  (oit  plû- 
tôt  rai/oH  frtmitrt  que  ces  deux -là  > à laquelle  it 
les  feille  réduire  pour  les  comprendre  plus  facile-- 
ment  j car  allurerocnt  cela  eft  impollible. 

C’eft  pourquoi  il  faut  prendre  bien  garde  à ne 
pas  étendre  aux  raifons  entre  deux  étendues  » ca  ■ 
que  nous  avons  die  dans  les  proportions  fondamen- 
tales de  la  I .'^ièdlion  : Que  deux  di®reotes  raifons 
premières  ne  poavoient  e'tre  égales  ; car  ob  ne  l’a 
dit  que  des  raifons  de  nombre  à nombre,  & cela 
n’a  point  de  lieu  dans  les  raifons  fourdes  entre  deux 
étendues. 

• Et  c’eft  ce  qui  me  Élit  croire  que  ceux  qui  Ic  ftt-; 

. . vent 
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. Tent  de  la  con/ideracion  des  expolaiis  , cju’ils  iùp- 
pofenc  être  les  mêmes  dans  coûtes  les  raifons  égales  > 
pour  expliquer  les  proprictez  des  proportions  en  ge- 
neral , que  nous  avons  démontrées  par  une  autre 
vo^e  dans  le  commencement  du  1.“*  Livre,  font  le 
meme  fophifme  que  celui  qui  ayant  à expliquer  la 
nature  du  genre , le  feroit  par  ce  qui  ne  convient  qu’à 
une  de  fes  elpeces , qui  cft  un  fophifmc  alTez  ordinai- 
re , mais  qui  n’en  eîl  pas  moins  fophifme  ; car  c'eft 
ainfi  par  exemple  qu’on  explique  les  aftions  des 
bêtes  par  des  penlèfes  & des  volontés  qui  ne  con- 
viemicw  qu’à  l’homme  , & qu’on  le  fait  meme 
au  regard  des  choies  inanimées  : prefque  tout  le 
monde  s'imaginant  que  les  pierres  vont  au  centre 
de  la  terre,  comme  à un  lieu  de  repos,  par  une 
, inclination  qui  a quelque  rapport  à celle  qui  nous 
fait  délirer  ce  que  nous  regardons  comme  nôtre 
bien. 


Avertissement. 

• Tout  ce  qui  fuit  jufquet  à U fin  de  ce  Livre  ne 
-font  que  des  penfées  détachées  que  l'on  peutpafier, 
mais  ou  je  croi  neanmoins  que  l'on  trouvera  affe\ 
de  chefes  nouvelles  ■,  ou  démontrées  d une  nouvelle 
maniéré. 

SECTION  TROISIE'ME. 

^e flexions  furies  nombres  quarre\,  divers  moyens  xxxvinj 

/de  trouver  les  fommes  de  plufieurs  nombres 
range\  en  de  certains  ordres* 

De  la  différence  entre  deux  quarre\. 

Deux  quarrez  quelconques  ont  pour  leur  dif- 
férence leproduicdcla  lômme dclcurs  racines , par 
la  différence  des  mêmes  racines. 

..  Soicut  les  deux  quarrez  bb,  & cc. 

leur 
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Leur  dift'crence  icra  bb — ff. 

Or  la  fomme  des  racines eft  6— 1~  c ; & leurdif- 
fctcnce  cft  i-— c. 

Er  le  produit  de  l’un  par  l’autre  doimeé£~^r} 
ce  qui  cil  la  différence  des  quartez. 

Exemple  dans  les  nombres. 

Avant  les  deux  quartez  ii>  12.  { Sc  ^ , 

9 (81- ) 

Je  veux  (Ravoir  tout  d’un  coup  leur  différence  î 
^e  prens  la  fbmmc  des  racines  qui  cft  12  -+9'(ii.) 
Et  leur  différence  11—9  (3.  ). 

J , Il  donne  é 3 qui  cft  juftement  la  différence  de 
1 44  ^ 8 1 • 

COROLLAIRC, 

XXXIX.*  ^ ^ ® les  Racines  de  deux  quarrez  ne  diffe- 
rent que  d’une  unied  , leur  différence  cft  fiinple- 
ment  la  fomme  des  racines  ; car  on  ne  fait  rien 
davantage  en  la  multipliant  par  l’unité. 

...  Ainfi  la  différence  entre  lo  , 10  ( 100)  & 9 » 
9 ( 8 1 } cft  19  laibtume  des  racines  ic  & 9. 

I.  Problème. 

XU  T 8.  ou  ▼ ï R des  quarrez  qui  ayent  entt’eux  une 
différence  donnée. 

Soit  h la  différence  donne'e  ; l’ayant  divifc'e  par 
celui  t^u’il  me  plaira  de  lès  divifeurs , & appcllant  d 
ce  divifcur  & 9 le  quotient  , il  eft  clair  que  d q 
cft  égal  à /i,  &qu’ainfi  ces  deux  quartez  aqrontft 
pour  leur  différence  s’ils  ont  dq. 

Or  ils  auront  dq  y H je  donne  au  premier  pour 
là  racine  j d -f  j 9. 

Et  au  i.d  pour  la  fienne  yd— -49.  (remarquez 

qu’il  faut  mettre  pour  le  premier  de  d ou  de  9 / 
celui  qui  fera  le  plus  graud.  ) 

Ca- 
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Car  le  quarré  du  fera  ^ I qq ^ dq  ^ 

< car  deux  quarts  font  une  moitié.  ) / 

Et  le  quatre'  du  fera  ~ dd  _f-  ^ qq — | iq. 

Donc  la  différence  entre  ces  quarrez  fera  dèux 
moitiez  de  d^  ; c’eft  à dite  d^  qui  cft  égal  à h. 

Exemple  dans  les  nombres:  Soit  8o  la  diflèten* 
ce  donntic.  Je  1^  divife  par  lo  & le  quotient  fc- 
ra  4. 

Donc  la  moitié  de  10  ( 10  ) & la  moitié  de  4 
( Z ) dpnneront  les  racines  de  ces  deux  quarrez  ; 

Ravoir  10  -i-  z { iz  ) 

& 10—- Z ( 8 ) 

Car  le  quarré  du  i^feraioo— H4-+  z,  i,'io  (40) 

Et  le  quatre'  du  z.**  fera  100  -+  4— —40. 

Donc  leur  différence  eft  80.  qui  eft  en  effet  la 
différence  du  quarré  de  iz  ( 144  ) au  quarré  de 

« (<54-) 

« 

Corollaire. 

Qu  AN  D la  moitié  de  l’un  des  deux  du  divifeur  x 1 1, 
ou  du  quotient , feroit  un  nombre  rompu , la  mê- 
me chofe  fê  rcncontretoit. 

Exemple  : Soit  la  différence  ‘donnée  60  , qui 
étant  divile  par  12  donne  5.  Je  dis  que  le  quarté 
de  6 plus  1^  ( 8 J ) & de  6 moins  z j ( } j ) auront 
do  pour  leur  diflference.  < 

Car  le  quarré  de  8 jcft  71  + & celui  de  3 |eff  11 
I qui  ont  vifiblement  60  pour  leur  différence. 

On  pourroit  memes  prendre  l’unité  poutdivi^ 
leur  (ce  qui  donneroit  60  pour  quotient,)  & ce 
feroit  la  même  choie. 

Car  le  quarré  de  30  -t-  jcft  900  -+  i -t-  30. 

Et  celui  de  30>— - jcft  900  — 1-| — '30. 

Donc  ces  deux  quarrez  ont  60  pour  leur  differrn-' 

ce; 
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ce  ; car  le  premier  elt  950  i & le  deroiqr 
870-1- 


II.  PROBLEME. 

T R OU  T E R tous  les  nombres  dont  le  quarte'  eft 
dgal  à deux  quarrez. 

Tout  nombre  compofé  de  deux  quarrez , cora- 
mc4— l-i  (5)  9-1-4  (15)  16-I-1  I17)  U 
H-  9 (15)  a ion  quarte'  égal  à deux  quarrez.  Et 
il  n’y  a que  ces  nombres  là  > ou  leurs  mult  pics  , 
qui  ayent  cette  propriété'. 

Soit  un  nombre  quelconque  compofé  de  1 
quarrez  comme  W —1-  ec.  11  eft  impolfible  que 
(nn  quatre  ne  (bit  pas  égal  au  quarré  dû  nombre 
& à celui  du  nombre  i.  èc.  C'ell  à 
dire  qui  fera  le  double  du  produit  des  deux  ra- 
cines. 

Car  U — h ce  a pour  fon  quarré  -+  c .4  — f t 

hbcc. 

Et  bb cc  a pour  fon  quarré  b*  -+  «4.— .x 

hh  cc. 

Donc  leur  difFcrcnce  eft  ^bb  ce  y qui  eft  certai- 
nement un  quarré  qui  a pour  là  racine  y x b c. 
Donc  ce  quarré  là , plus  celui  qui  a pour  là  racine 
bb — cr , doivent  être  égaux  à celui  dont  la  racine 
eft  bb  —h  CC. 

Donc  il  eft  impoftible  qu’un  nombre  compofé 
de  deux  quarrez  n'ait  pas  fou  quarré  égal  à 
deux  quarrez. 

Exemple  dans  les  nombres.  19  eft  compofé  de 
deux  quarrez,  de  15  & de  4.  je  dis  doue  que  fon 

quarré  fera  égal  au  quarré  de  z 5 '4  { x i > ) & à 

celui  de  1 , 1 , 55  c’eft  à dire  de-zo. 

Car  25  -f  4 a pour  fon  quatre  6 Z 5— b ifi— hz, 
4,  zs.  (zoo.) 

Et  25—4  a pour  foo  quarré  6x5  -1-  16——* 
100. 


Donc 
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• Donc  leur  düïcrcucc  eft  400  qui  clt  le  quatré 
zo. 

Et  en  effet  le  i."de  ces  quarrezfeta  841. 

. Le  fécond  441. 

Et  le  trpilîe'me  4J30. 


I.  Corollaire. 

Tout  nombre  quarte'  plus  1 fiiit  un  nombre  j x t r l ü 
dont  le  quatré  eft  égal  à deux  quarrez  , comme 
16  —H  I.  56  -+•  I.  Mais  alors  le  fécond  quartd 
ayant  four  fâ  racine  ce  quarte  primitif  moins  un  , 
le  troiüdmc  cft  quatre  fois  ce  meme  quarré,  «c  a 
pour  fà  racine  deux  fois  la  racine  de  ce  quarrd  que 
j’ay  appelle  primitif. 

Exemple.  36 -+i.  a pour  fon  quatre'  36  , 3^ 

(1196  ) -i-i  (7Z.) 

£156 — I apourfbuquarrc  36,  36  (xa?^)  -+ 

1 — 1,  (TiJ' 

Donc  leur  différence  eu  4 1 36.  {144)  dont  la 
taânccfta,  6 (12.) 

II.  Corollaire. 

L A plus  grande  moitié'  d’un  quarte'  impair  a Ton  x 1. 1 T, 

3uarré  e'gal  à deux  quarrez  ; f^avoir  au  quarrd 
c la  plus  petite  moitié  , & au  quarré  impair 
dont  cette  première  racine  eft  la  plus  grande 
moitié.  . ^ 

Preuve  generale.  Soit  hh  un  quarré  impair  , 
loir  m fà  plus  grande  moitié'  & » la  plus  petite  > 

( je  les  appelle  ainfl  , parce  que  je  fuppofe  qu’elles  ne 
different  que  d’une  unité  j m i.  Donc 

tu  ~+H  étant  c'gal  ïhb-,  »-+»-fi,out  «-♦.  ij  fe- 
ront aufii  égales  à hh. 

Et  le  quatre  de  # — n fera  la  même  chofe  que 

mm. 

Or  » — n a pour  fon  quarté  1 -4-  2 ». 

Et  »-  ï ^hb. 

ï - ’ . F Donc 
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--  Donc  mm  ^nn-¥  hh  -,  ce  qu’il  folloit  dcmon- 
trcr. 

Exemple  dans  les  nombres. 

Le  quarrd  de  15  a i)  pour  là  plus  grande  partie, 
& 12  pour  la  plus  petite. 

Donc  le  quarrdde  ii  -+  1 eft  la  même  choie  que 
le  quatre  de  i|. 

Or  12  H- tapour  Ibuquarrd  12,  12,  (144)-+ 
l-t-24. 

Eti4-+ T , cft  25.  Donc  144 -+ 2j 
quarrddcij. 

Avertissement. 

jijy'  On  dira  peut-être  qu'il  n'ejl  donc  pas  vrai  qu'il 
n'y  ait  que  les  nombres  compofe-^  de  deux  quarre\ 
eu  leurs  multiples  , qui  ayent  leur  quatre  égal  k 
deux  quarre\. 

Je  nie  la conlèquence ; car  il  n’y  a point  déplus 
grande  moitié'  de  quarrd  impair  qui  ne  foit  com- 
^ polcededcuxquarrez;  fçavoir  du  quarrd  de  la  plus 

f grande  moitié'  de  la  racine  de  ce  quarte  impair  & de 
a plus  petite.  Exemple  : 2 5 quarte  de  5 a i j pour 
là  plus  grande  moitié' , & 5 fa  racine  a 3 pour  (à  plus 
gande  moitié , & 2 pour  la  plus  petite.  Je  dis  donc 

3 UC  1 5 fera  compofé  du  quarre  de  3 qui  cft  9 , & 

U quarté  de  2 cmi  cft  4.  Et  voicy  la  railbn  pour- 
quoi il  Élut  neceflairement  que  cela  (bit  ainfi  : c’eft 
que  le  quarré  de  j cft  la  même  chofe  que  le  quat- 
re de  3 -+  2 , qui  eft  9 -4- 4 -f  2 , 6 ( 1 1.  ) Et 
n’y  ayant  que  l’unité  de  difrcrcnce  entre  3 & 2 : 
les  deux  quarrez  de  3 & 2 ne  Içauroient  aullî  être 
diffèrens  du  double  du  produit  des  deux  racines 
que  d’une  unité.  C’eft  pourquoi  les  deux  quarrez  9 
& 4 feront  toujours  la  plus  grande  moitié  d^u  quarré 
de  5 , de  2 > 6 iGiplus  petite  moitié. 

'1U.C0: 
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III.  Corollaire. 

L E double  d’un  nombre  compofd  dcdeiixquar-  XL  v rj 
zez  eft  auflicompofë  de  deux  quarrez;  fçavoir  du 
quarte  de  la  Ibmmc  des  racines  des  deux  premiers 
quarrez , & du  quarré  de  leur  différence. 

Soient  bé  & ce  les  2 quarrez  dont  e(l  comJ 
pol^  le  i.«  nombre,  je  dis  que  le  double  de  ce 
nombre  là  fera  auflî  compofe  de  doux  quarrez,, 
dont  le  premier  aura  pour  fà  tacine  i *4-  c , ôc 
i’autre  b — c. 

Car  i -f  f a pour  fôn  quarrd  AA  -+ fC -t- 2 i f. 

Et  b-^ — capourlcficn  hb-*-cc — zbc. 

Oc  2 b c étant  par par— -fc réduit  à zéro. 

Rclte  donc  2 bb  Sc  z cc  qui  font  le  double  de  bb 

Exemple  dans  lesnombres.  Le  double  de  2t 
4 eft  58. 

Les  racines  de  ces  premiers  quarrez  font  5 S:  2.  • 

Or  ^ 2 a pour  fôn  quarré  25  -+  4 -f  2 , to 

( 20 , ) ce  qui  fait  en  tout  49. 

Et  ^ — <2  a pour  lôn  quarré  25  -+  4 — 20  ce  qui 
fait  9.  Doncletoutfeit49  H-9,  ce  qui  fait  5 8 dou- 
ble de  19. 

IV.  Corollaire. 

La  moitié  d’un  nombre  compofe  dedeuxquar- 
rez  eft  au/fi  compofc'e  de  deux  quarrez , f^avoirdu 
quarré de  la  moitié  de  la  Ibmme  des  racines , & du 
quatre  de  la  moitié  de  leur  différence. 

Soient  les  deux  quarrez  bb  8c  cc.  Je.  dis  que  ^ 

W I fc , fera  aufli  compofé  de  deux  quarrez  , 
dont  le  premier  aura  pour  fà  racine \b  -i-\c  , ce 
qui  fait  pour  quarré  i bb  -^Icc-^lbc. 

Et  l’autre  aura  pour  fà  racine  | A— j t , ce  qui 
£ut^ii-v?cc — Ibc.  ■ , 

fi'  0-f 
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Or  CCS  deux  quarrez  ciilcmblç  tout  compte  & tout 
rabbatu  font  j A4  — i- 1 ce , & par  confequent  la  moi- 
tié'du  iu}mbrc  compofë  de  Sc  ec. 

Exemple  dans  les  nombres.  ao8  cft  compté des 
quarrez  S44&  64.  La  fommede  leurs  racines  eft 
12“+  8 , dont  la  moitié  |0,  & leur  différence 

4,  dont  la  moitié  eft  a;  donc  le  quarte' de  10  (100) 
plus  celui  de  2 ( 4 ) doit  être  comme  U eft  aufli  la 
moitié  de  ^8, 

PROBLEMES. 

tjêur  trtuver  les  fommes  de  plupeurs  nombres  mit 
d*ns  me  certaine  fuite.  ^ 

I.  PROBLEME. 

JJ,  Troütir  la  (bmme  d’une  Progreffon  Arith- 
métique quelque  grande  qu’elle  foit , pourveu  qu’on 
en  connoiffe  le  premier  & le  dernier  terme  , & le 
nombre  des  termes. 

41  ne  faudra  qu’ajouter  le  i & le  dernier , & mul- 
tiplier ce  nombre  compofé  du  & du  dernier  pat 
la  moitié  du  nombre  des  termes  > ou  le  nombre  des 
termes  entier  par  la  moitié  de  ce  que  fojut  le  pre- 
mier & le  dernier. 

Exemple.  Cent  pierres  étant  arrangées  de  tpi- 
fe  en  toile , fi  un  homme  s’oblige  à les  ramaffer  tou- 
tes l’une  aptes  l’autre  , & les  mettre  en  un  tas  à 
«me  toife  prés  de  la  première  : combien  fèra-t’il  de 
collés  de  chemin  ? Il  en  fera  deux  pour  la  i pier- 
tC|  4 pour  la  1^*,  &200  pourladernicre.  ' Cefc- 
ta  donc  une  Progreflion  Arithmétique  de  100  ter- 
mes , dont  le  premiçr  & le  dernier  feront  202.  II 
feut  donc  multiplier  ou  50  par  201,  ou  100  par 
fot  ) ce  qui  fera  xoioo  ; c'eft  à dire  12120  pas 
Çcomctrûpcsi  ce  qui  fait  plus  de  4 Ijeuçs.  - 
# 

:■  s. 
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II.  Problème. 

T R O O V E A la  fomme  d’une  Progreffion  Geo-  x l i x. 
métrique , fuppoûnt  qu’elle  va  en  augmentant  com- 
me c’efl  le  plus  otdinaire , & qu’aind  l'antecedeDC 
de  chaque  raifb»  ell  plus  petit  que  (bn  conlè-*^ , 
quent. 

Soit  la  fomme  de  tous  les  termes  appclle'e  S.  ' 

Le  premier  terme  a y le  & le  dernier  Uf 
Si  les  e^olàns  de  la  railbn  qui  régné  par  toute  la 
Progrc/Hon  »&  >»;  c’eft  àdirequedeux  termes  ejui 

- fc  fuivent  immédiatement  font  entr’eux  comme  it 
eft  à w , ou  comme  d eil  À ^ , li  la  première  rai- 
fon  eH;  déjà  dans  les  moindres  tettnes  qu'elle 
peut-être. 

Or  tous  les  termes  étant  antecedens , hors  le  der- 
nier qui  n’ell  que  confequent  > & tous  conlcquens  > 
hors  le  premier  qui  n’elt  qu’antecedent  : Tous  les 
antecedens  Ce  pourront  nommer  S — £t  toüs 
les  confequens  S—^. 

Cela  fuppofe' , je  dis  que  le  dernier  moins  le  , 
(c'edàdire  ui — d ) ell  à toute  la  fomme  moins  le 
dernier,  ( c’eft  à dire  à S—-.»  ) comme  m — -g  > eft 
à »,  ou  'comme  eft  à ».  Et  en  voici  la 
railôn  : 

Par  ce  qui  a été  dit  II.  5 2.  dans  une  Progrcllîon 

- Géométrique  tous  les  antecedens  font  à tous  tes 
confoquens  , comme  un  antécédent  eft  à un  con- 
lèquent. 

Donc  ptrmutanio  , tous  les  confoquens  font  i 
tous  les  antecedens  comme  un  confequent  eft  à un 
antecedenr. 

Donc  dividendo  , tous  les  confoqaCns  moins 
tous  les  antecedens  font  à tous  les  antecedens , com- 
me un  confequent  moins  fon  antcccdcnt  eft  à foa 
ancecedeut. 

* ï > Qf 
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Or  quand  je  dis , tous  Us  tonfequens  moins  tout 
Us  anttctdtns , c’cft  comme  fi  je  difois  le  dernier 
terme  moins  le  premier  ( — a ;)  car  tous  lestei- 
ïnes  étant  confequens  hors  le  premier,  je  les  mets 
tous  par  plus,  hors  le  premier  , quand  je  dis,  tout 
in  confequens  : & c'tant  tous  antecedais  hors  le 
dernier , je  les  mets  tous  par  moins  hors  le  dernier , 

3u'and  je  dis  moins  tous  Us  antecedens.  Ils  font 
onc  tous , hors  le  premier  & le  dernier , par  plut 
ii  par  moins , & par  confequent  fc  reduiftnt.  à rien. 
Et  il  n’y  a que  le  dernier  qui  ne  (bit  que  par  plusj 
& le  premier  qui  ne  foit  que  par  moins.  Donc  cela 
Xe  réduit  au  dernier  moins  le  premier  ( u — a.  ) 

Donc  quand  la  Progreflion  eft  afeendante  , le*- 
dernier  terme  moins  le  i cft  à tous  les  termes 
moins  le  dernier  , comme  le  terme  moins  le 
premier  cft  au  premier. 

En  voici  la  preuve  par  la  Specieufe  : 

S— (*.  S — a.  : : La. 

Donc  dividtndo  S—— ««——S  -f  u.  S— — « ; : 

i—a.  a. 

Or  dans  le  premier  terme  de  cette  proportion  S 
étant  par  plus  Si  par  moins  fc  réduit  à rien,  Rcftc 
donc  a par  plus  & « par  tuoius.  Donc  cela  ne  veut 
dire  qu’w — a. 

Mais  fi  la  Progrclfion  droit  dcfccndantc,  cha- 

3 UC  antécédent  e'tant  plus  grand  que  Ibn  conféquent  » 
ne  faudroit  que  changer  & dire  ; 

Que  le  I terme  moins  le  dernier  feroit  à tous 
les  termes  moins  le  premier  , comme  un  antécé- 
dent moins  fbn  confequent  eft  à fou  confequent  > 
K— ^01.  S-^  Ig, 
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I.  Corollaire. 

On  pourra  prouTcr  facilement  par  là  cjuc  fi  oit 
prend  d ’ü:î  îom  gne  dixième  , & une  dixie'me  de 
cette  dixiéme,  c’eftà  dirs  “jSr  une  dixiéme  de 

cette  centième  , c cft  à dire  /ufijues 

a l’infiny  : toutes  ces  dixiémes  de  dixiémes  prifes 
à l’infiny  ne  feront  que  ' du  tout  j & les  neuviè- 
mes de  neuvièmes  prifes  de  la  même  force  î;  &les 
huitièmes  de  huitièmes  ^ ; & ainfi  en  diminuant 
toujours  les  dénominateurs  d’un , les  quars  un  tiers, 
les  tiers  une  moitié , & les  moitiés  le  tout. 

Il  ne  faut  pour  cela  que  faire  une  Progrclîîoa 
Géométrique  en  cette  manière;  i.  r- 
& ainfi  à l’infiny. 

Donc  , par  ce  qui  vient  d’être  dit , i moins  le 
dernier  terme  ( qu|  fç  réduit  à zéro , la  progredion 
allant  à l’infiny  , de  forte  qu’on  le  doit  prendre 
fimplemcnt  pour  i , ) eff  à tous  les  termes  de  la 
FrogtefEon  moins  un , c’eft  à dire  à toute  cette  in- 
finité "de  dixiémes  de  lo.”**  comme  i — i 
J- , c’eft  à dire  comme  cft  à jg , & par  confe- 
quent  comme  931.  Donc  toute  cette  infinité  de 
dixiémes  de  io.“«*  n’eft  au  tout  que  Comme  i à 
9.  Donc  elles  ne  font  que  la  9.*  partie  du  tout'} 
ce  qu'il  fâlloit  démontrer. 

II.  Corollaire. 

O N voit  par  là  la  folution  du  fophifme  des  an- 
ciens contre  le  mouvement. 

Suppofant,  difoient-ils , qu’ Achille  aille  10  fois 
plus  vite  qu’une  tortue  , h la  tortue  a une  lieué 
d^ayaiice  , jamais  Achille  ne  l’attrapera  ; car  tanÜis 
f 4 qu’Âchüic 
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qu’ Achille  fera  la  i."  lieue  , la  tortue  fera  la 
de  la  2.^» lieue  ; & tandis  qu’ Achille  fera  la  j~  de  la 
2.***  licuë,  la  tortue  fera  la  j- de  cette  & ainfi 
à l’infîni. 

Tout  cela  fùppofc  que  toutes  ces  dixiémes  dç 
dixiémes  à l’inr-^ftlTent  une  elpace  inSni , au  lieu 
qu’elles  ne  font  toutes  cnfemble  qu’^delieuë,  fé- 
lon le  Theoréme  precedent. 

Et  c’eft  pourquoi  Achille  doit  attraper  la  tortue 
à la  première  l delà  i.* lieue.  Qr  allant  lo  fois 
plus  vite  que  la  tortuë  , il  doit  avoir  fait  dix  fois 
autant  de  chemin  dans  le  même  temps. 

Donc  pendant  que  la  tenue  parcourra  une  * 
'de  liëwâ»,, Achille  en  doit  parcourir  , ce  qui  feit 
juftement  la  première  licuë  coœ^fc'e  de  ^ 

de  la  féconde  licuë. 

III.  Corollaîîiï.7 

Si  une  horloge  a deux  aiguilles,  Tune  des  heu- 
res , qui  fait  (bn  tour  en  12  hëurcs  ^ & l’autre^ 
des  minutes , qui  fait  le  même  tour  en  une  heure , 
marquer  tous  les  points  aufquck  ces  deux  aiguilles 
le  rencontreront  ? 

Ce  fera  à ces  hcures-ici  : .1  -+  yy.  ^ 

4~+iT’  7~+/r 

yy.  9-+ÏJ.  i°~+rr  C’eftàdircia 

heures. 

La  preuve  en  efl  à dcTincr  pat  celle  du  pr«- 

cnici  Cocollairc. 
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III.  PROBLEME. 

Trouver  la  fuite  des  nombres  triangulaires  > 
pyramidaux  & plus  que  pyramidaux. 

. Pour  bien  comprendre  cecy  , il  faut  remarquer 

3u’on  peut  difpoler  les  nombrEiwrplulîeurs  ban- 
cs , qui  feront  telles  que  chaque  nombre  d'une 
bande  fera  égal  à tous  ceux  de  U bande  preceden- 
te inclulîvemcnt  julques  à celui-là  ; c’eft  à 4irc> 
par  exemple,  que  le  z."*  de  latroificme  bande  fera 
cgal  aux  deux  premiers  de  la  2,**  le  3.*  aux  trois 
premiers,  le  4 aux  quatre  premiers , & ainfidcfuU 
te  jufqu’à  l’infini. 

On  le  comprendra  mieux  par  l’exemple  de  6 
b^des  que  je  ne  continuerai  que  julques  à 9 
termes. 
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La  pemierc  bande  ir’eft  que  d’unitez.  • - 
La  deuxième  des  nombres  ordinaires,  dont  on 
▼oit  allez  que  chacun  comprend  autant  d’unitez 
^'ilya  eu  de  termes  dans  la  première  bande  julque* 
a ce  terme  de  U x.‘‘* 

I S La 
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La  troifiemc  cft  dis  nombres  qu’on  a^clle 
Triansulaircs , parce  qu’ils  (c  peuvent  dilpoferea 
triangle. 

La  quatrième  de  ceux  qu'on  appelle  Pyramf> 
daux. 

La  cinquième^s  feconds-Pyramidauz.  }e  ne 
fçai  fi  on  leur  aoonnè  un  autre  nom. 

La  fixie'mc  des  troifie'mes  Pyramidaux.  Et  cela 
€c  peur  continuer  jufques  à l’infîny. 

Il  s’agir  donc  de  trouver  la  lômme  de  tant  de 
nombres  que  l’on  voudra  à commencer  tofijours 
par  l’unicè  dans  chacune  de  ces  bandes,  par  exem- 
ple la  (bmme  des  dix  premiers  termes  de  la  troi- 
lidme  bande  , ou  de  la  quatrième  , ou  de  la  cin- 
quième. Et  il  faut  remarouer  que  c’eft  la  même 
choie  de  trouver  la  lômme  des  dix  premiers  termes 
de  la  troifième  bande,  c'eft  à dire  des  dix  premiers 
nombres  triangulaires,. que  de  trouver  le  dixième 
nombre  pyramidal. 

Voilà  une  règle  generale  pour  cela  que  je  tiens 
d’un  fort  habile  homme,  je  la  pourrois  propo- 
fer  generalement  : mais  j’aime  mieux  l’appliquer 
tout  d’un  coup  à un  exemple  particulier  par  le- 
quel pn  jugera  fans  peine  de  tous  les  autres. 

Je  veux  âicrchcr  la  fomme  des  lo  premiers  ter- 
mes de  quelque  bande  qu'c  ce  fbit.  Je  mets  lo  , 
te  puis  1 1 , & puis  1 2 , &c.  comme  des  nombres 
qui  fè  doivent  multiplier  les  uns  les  autres , félon 
la  bande  dont  on  veut  fçavoir  la  Tomme  des 
dix  premiers  termes  : & je  mets  1,2,},  &c. 
audefTousdechacundeces  nombres,  en  cette  mar 
iiicre  ; - - — . 

10,  II,  12,  15,14,  15,  8cc. 


t,  3>4>  7> 

tes  nombres  de  deflbus  font  pour  divilèr  I« 
produits  dès  nombres  de  defTus  5 car  fi  j’ai  befoin 
de  multiplier  les  3 premiers  nombres  les  uns  par 

les 


• y 


DÉ  GEOMETRIE.  Lir,  IV.  rjT 

les  autres,  je  /es  diviferai  par  le  produit  des  j de 
dedbus , qui  ne  font  que  6 , parce  que  l’unité  ne 
change  rien  en  divifànt. 

Cela  lùppofé , li  je  veux  avoir  la  (omme  de  dix  • 
termes  de  la  i bande  , je  ne  prens  que  le  premier 
chiffre  d’enhaut  qui  marque  ter- 

mes , dont  je  veux  avoir  la  fomme.  Et  ce  nom- 
bre me  la  donne  fans  qu’il  (oit  divi(é,  parce  que 
Tunité  qui  eft  au  deflbus  ne  divife  point. 

Mais  (i  je  veux  avoir  la  (bmme  de  dix  termes  de 
la  2.'*'  bande,  jemukiplielesdeux  premiers  nom- 
bres de  defTus  ; c’eft  à dire  lo  par  i r , ce  qui  fait 
iio , & les  divife  par  les  deux  de  deflôus-,  c’eflà 
dire  par  une  fois  t , ce  qui  donne  55.  Mais  pour 
faire  cela  plus  facilement  , avant  que  de  fiire  la 
multiplication  je  divife  par  2 l’un  des  deux  chiffres 
qui  le  peut  être,  & je  multiplie  l’autre  nombre  pat 
fa  moitié,  c’eft  à dire  ii  par  5;  ce  qui  domic en- 
core 55. 

Si  je  veux  avoir  la  fomme  de  dix  termes  delà  j.» 
bande  , je  me  fers  pour  cela  des  trois  premier* 
chiffres  d’enhaut,  & je  commence/  par  divifer  ou 
JO  par  X & it  par  3 , ou  tout  d’un  coup  ix  par 
6-,  ( CSX  cela  revient  au  même  , ) & je  multiplie 
les  uns  par  les  autres  5,  ii,  4,  ou  10,  ti,  x> 
ce  qui  donnera  xxo  , qui  font  la  fomme  des  thx 
premiers  chiffres  de  la  .3.^ bande. 

Pour  la  4.' bande,  je  me  fers  des  4 chiffres  d’enr, 
haut,  les  ayant  auparavant divifez  par  ceux  d’em- 
bas , fçavoir  10  par  2 , & ix  par  3 fois  4 , ce  qui  le 
réduira  à i , quijie  fera  rien  dans  la  multiplication 
des  chiffres  d’enhaut , &ain(î  ils  fc  réduiront  25, 
II,  13  , ce  qui  fait  715. 

Pour  la  3 .'bande , on  en  fera  autant  des 5 chiffrés 
d’enhaut , on  les  divifera  autant  que  l’on  pourra 
par  ceux  d’bmbas  en  cette  manière  : 14  par  2 , ce  qui 
donnera  7 ; 12  par  3 fois4,  ce  qui  le  réduira  à rien  . 
«M  regard  de  la  multiplication  à faite  3 & 10  par  5 , 

F é ce 
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cc  c]ui  doinicia  2.  Etainfi  ces  ; uombrcs  ne 
ront  plus  que  2 , ii , 13 , 7 , ce  qui  tait  2002. 

Je  ii'cii  dirai  pas  davantage.  On  voit  aflez  com- 
onent  cela  fe  doit  faite  pour  toutes  les  bandes  fui- 
• fautes,  & pour  toute  ancre  quantité  de  termes 
dont  on  V|Midu.^voir  la  v^mme  , comme  la 
tbmme  des  ico^Tcmiers  termes  de  quelque  ban- 
de que  ce  foir  j car  fai/iant  toujours  en  basi,  2, 3, 
Sic.  cequieft  invariable  pour  divifer  les  nombres 
d’enlïaut  : il  faudra  mettre  pour  ces  nombres  d’en- 
kautioo,ior,  102. 103,  &c. 

Mais  J’avoue  franchement  que  je  ne  fçay  larai- 
{bn  de  cela  que  pour  la  z.**Sc  la  3.*-l^ide,  Si 
fion  pour  k$  autres. 

Oh/èrvathns fur  Us  nombresTriangutairert 

«If.  J’ A Y de'ja  dit  qu'on  appelloit  Triangulaires  les 
nombres  de  la  3 .•  bande.  Or  comme  je  pretens 
m’en  fervir  pour  trouver  avec  beaucoup  de  facili- 
té la  fomme  des  quarrez  & des  cubes  : j’ay  bc- 
foin  d’en  remarquer  quelquni  proprietez, 

La  i.f'  eft  que  deux  nombres  triangulaires  qui 
fe  fuivent  immédiatement  fonr»ptis  enfcmble,  le 

3uarré  du  nombre  qui  répond  au  plus  grand  des 
eux.  On  le  verra  par  la  table  & en  voici  la  rai- 
fbn  : 

Je  dis  donc  oue  le  nombre  Triangulaire  de  9 & 
■celui  de  10  , doivent  faire  enlembic  le  quatre  de 
10 qui  clt  ICO.  Car  pour  avoir  le  nombre  trian- 
^laire  de  9 , il  faut  multiplier  9 par  la  moitié 
de  ic,  ce  qui  fait  5,  9 -,  & pour  avoir  celui  de 
)o , il  faut  multiplier  ii  par  la  moitié  de  10  , ce 
qui  fait  3 , II. . Or  9 & 1 1 frifant  ao  , il  eft  vi- 
nble  que  ces  deux  multiplications  cnlèmblc  fono 
20j  c'eft  à dire  100. 

Autrement  5,  10— — ifrmt  5c>— 3. 

£15,  10  Hr  I font  JO  Ht  3, 

- 
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Or  cela  fait  cnlcmblc  2 , s°  > ctft  â dire  100, 

Autre  exemple.  Le  nombre  TtianguUtre  de  S 
cft  4»  y. 

Et  celui  de  7 eft  5, 9 ; ^ ^ 

Ce  qui  fait  enfemble  9 , 90U  8r.  ^ 

La  2.'*'  propriété  eft;  que  riangtr* 

laires  qui  fe  (uivent  ont  pour  leur  différence  le 
nombre  naturel  qui  répond  au  plus  grand. 

Et  il  faut  bien  que  cela  (oit  ainTi -,  car  Iç’ç."* 
nombre  Triangulaire  cft  la  fommedes  9 premiers 
nombres,  & le  10.*  la  fomme  des  to  premiers 
qui  par  confequentne  peut  différer  de  l’autre,  que 
parce  quelle  a 10  de  plus. 

On  peur  éneore  remarquer  une  j .*  propriété  de 
CCS  nombres  Triangulaires,  qui  eftaffez  urprenan- 
te  , quoiqu’elle  ne  foit  pas  ae  grand  ufàge.  C’eft 
que  tout  nombre  quarre  impair,  moins  i,fcpou- 
Yant  divifèr  par  8 , pour  trotrvff  combien  8 y fera 
de  fois  , ri  ne  faut  que  prendre  le  nombre  triaiv 
gulaire  dc.la  plus  pente  moitié  de  la  racine  de  ce 
quarré  impair.  Exemple;  8 cft  45  fois  dans  le 
quarre  de  19,  parce  que  le  nombre  triangulaire  de 
9 (qui  cft  la  plus  pente  moitié  de  19  ) eft  45.  Et 
8 eu  110  fois  dans  le  quarré  de  ji , parce  que  no 
eft  le  nombre  Triangulaire  de  15,  qui  eft  la  plus 
petite  moitié  de  31. 

De  la  première  propriété  il  s’enfuit  que  toute 
quantité  de  nombres  quarrez  pris  de  fuite,  (ce  qui 
fc  fuppofe  toûjours)  contient  deux  fois  la  même 
quantité  des  nombres  Triangulaires  moins  le  der> 
nier  qu’elle  ne  contient  qu’uuc  fois.  Car  chaque 
nombre  Triangulaire  entre  deux  fois  dans  la  com- 
pofîtion  d*un  quarré , hors  le  dernier  qui  n’y  entre 

3u’unc  fois:  i.  dans  le  i",  qui  cft  aulTï  i.  Et 
ans  lei.'^qui  eft  i-+-  3;&  5 qui  cft  entré  dans  le 
2.“*  quarre,  qui  cft  4, entre  avec  6 dans  le  5. ‘qui  cft 
éc  6 avec  10  dans  le  4^  qui  cft  lé  ; & lo  avec 
15  dans  le  5.*quicft25;  & 15  avec  11  dans  le 6.* 
quieft3tf,  ' Ï7  Oik 
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On  voit  donc  que  fi  ou  eu  demeure-là»  U n’y 
aura  que  II»  fixieme  nombre  Triangulaire,  qui 
n’entrera  qu’une  fois  dans  l’un  des  « premiers  quar- 
rez  ; & par  confequent  tous  les  autres  y entrant 
deux  fois , il  cft  donc  clair  que  la  fomme  des  6 

3 narrez  au  double  de  la  Ibmmc 

es  6 preimcï^MSbres  triangulaires. 

IV.  PROBLEME. 

IV*  T R O,  ü V E R la  fomme  de  tant  de  nombres 
quarrez  de  fuite  que  l'on  voudra  , c’eft  à dire  des 
10  premiers,  des  xo,  des  loo,  &c. 

On  n’a,  félon  ce  qui  vient  d’être  dit,  qu’à  avoir 
la  fomme  d'autant  de  nombres  Triangulaires  j c’efl: 
à dire  de  ceux  de  la  3.*  bande,  ladcrabler,  &puis 
en  ôter  le  dernier  des  nombres  Triangulaires 
dont  a trouvé  la  fomme. 

Le  10.' nombre  triangulaire  eft  5 5.  La  ibmnle 
des  10  premiers  eft  xio,  comme  on  Ta  déjà  fait 
voir.  Le  double  eft  440,  d’où  ôtant  5^,  on  aura 
385  pour  la  fomme  des  10  premiers  quarrez. 

Autrement.  Faites  comme  u vous  vouliez  avoir 
b iomme  des  10  premiers  nombres  Triangulai- 
res, en  mettant  au  deflbus  i,  x,  3 , ou  feulement 
X,  3 , car  l’i  ne  fert  que  pour  l'analogie,  & au 
dellùs  10,  Il  ; mais  au  lieu  du  troifiéme  qui  eft 
1 X , mettez  b fomme  des  deux  premiers  qui  eft 
3.1 , ainfi  : 10,11,  xi. 


' Puis  ayant  divifè'  10  par  2 , ce  qui  donne  5 , Sc 
XI  par  3 , ce  qui  donne  7 ; multipliez  les  uns  par 
les  autres  5 , 11,7,  ce  qui  donnera  55,  7 ; ceb 
fait  385. 

Cette  dernière  façon  revient  à l’autre;  car  il 
faut  remarquer  que  fi  au  lieu  de  prendre  pour 
troifie'me  nombre  le  premier  plus  x , on  prend  le 
double  du  i.tl  plus  i ; illc trouve  toujours  que  ce 
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dernier , plus  5 , elt  double  de  celui  dont  on  fe  £èrc 
pour  trouver  la  fbmme  des  Triangulaires  : d’où 
il  arrive  que  divifànt  l’un  & l’autre  par  } , celai 
dont  on  (c  fert  pour  lesquarrez,  plus  i , elb  dou- 
ble de  l'autre,  ii  plus  3 eO;  double  de  ii-,  &le 
tiers  de  11  étant  7:  7 qui  cft 

le  tiers  de  I Z. 

J 

V.  Problème. 

Trouver  la  fomtne  de  tant  de  Cubes  que 
l’on  voudra  en  les  prenant  de  fuite  x c’eft  à dire 
des  10  premiers,  des  10  premiers,  &c. 

Le  quarte'  du  nombre  triangulaire  qui  rdpond 
au  nombre  des  Cubes  dont  on  veut  avoir  la  fom- 
me  eO:  la  (bmme  des  Cubes  : c’eil:  à dire  que  It 
on  veut  avoir  la  fomme  des  10  premiers  Cubes, 
il  ne  &ut  que  trouver  le  10.®  nombre  Triangulai- 
re qui  eft  55 , & Ton  quarté  qui  e(b  3015  lua  le 
nombre  des  Cubes. 

Ouïe  peut  prouver  en  deux  maniérés,  l’une 
plus  (ùbtile , & l’autre  plus  naturelle.  La  i dé- 
pend des  deux  propriété?:  des  nombres  triangu- 
laires. 

! Car  par  la  1'®,  deux  triangulaires  qui  lèfiiivcnt 
font  cnièmble  le  quarré  du  nombre  qui  répond 
au  plus  grand  ; c’eft  à dire  que  le  5 .®  qui  eft  1 5 , & 
le  é.®  qui  eft  II , font  cnfemble  le  quarré  de  6 qui 
'cft5é. 

Et  par  la  féconde  ces  deux  memes  Triangulai. 
res  ont  6 pour  leur  différence.  D’où  il  s'enfuit 
que  les  prenant  pour . racines  de  deux  quarrez  : 
ces  quarrez  auront  pour  leur  différence  la  fbmme 
de  ces  deux  racines,  quieft36,  multipliée  par  leur 
xlifference , qui  eft  6 -,  c’eft  à dire  qu’ils  auront 
pour  leur  différence  le  cube  de  6. 

Or  pour  voir  plus  facilement  ce  qui  fuit  delà , 
{tous  marquerons  chaque  nombre  triangulaire  par 

un 


xvx. 


•J»  r 


5 ■ 'i-  f 
Y,  f.W  ' ■ • 

H--- 

r- 


tjtf  NOUVEAUX  ELEMENS 

un  accent  arconflexc  que  nous  mcirons  au  dedùt 
du  nombre  quf  marque  (à  place;  c’eft  à dire  que 
6 fera  le  lixidme  nombre  Triangulaire  qui  cft 
>1  y 5 le  cinquième  qui  ell  i } > & ainli  des  au* 
très. 

Et  po^r^^**«l^^|g|^l^rté  de  chacun  nous  met- 
trons feulemen^rT**  Cubes  des  nombret 

ordinaires  6*.  5^.  4*,  &c.  Cela  étant: 


C6»  CsJ 

54*  : 

fî»  fl*  S 

1 5*=s  "î  4*=: 

D’où  il  s’enfuit  que  lailfant  là  les  quartes  des 
autres  nombres  Triangulaires,  parce  que  l’on  a 
leurs  équivalens,  le  leul  quarré  du  fixiémc  nonv- 
bre , qui  c(l  441 , elf  e'gal  à la  femme  des  lîx  pre- 
miers nombres  cubes. 

> L’autre  raifon  cft  plus  lîmple,  & onlapeutcx- 
primer  ainfi  : La  femme  de  tant  de  nombre  cit- 
biques  de  (uitc  que  l’on  voudra,  eft  le  produit' 
de  la  femme  de  toutes  les  racines  multipliée  par 
cette  même  femme  de  racines  ; car  prciunt,  com- 
me il  le  faut,  ces  nombres  cubiques  d’ordre, 
leurs  racines  lèront  toùiours  autant  de  nombres 
naturels  que  l’on  prendra  de  Cubes  donc  on  vou- 
dra fçavoir  la  femme. 

Soient  donc  tant  de  nombres  naturels  que  l'ou 
Toudra  en  commen^nt  par  1. 

Les  multipliant  par  autant  1.1. 3.  4.  5.^.  &c. 

d'autres  tous  les  memes:  ï.i.  3.  4. 

U fc  fêta  autant  de  multiplications  partiales,  qW 
fera  le  cpiarré  des  termes  que  l’on  prendra  ; c’eft 
à dire  que  (i  on  n’en  prend  que  5 > il  y *5 
multiplications  partiales.  Si  6,  il  y en  aura  36) 
&c. 

Mais  il  Êiut  remarquer  i.  Que  de  ces  multi- 
plications partiales , les  direéfes  comme  a,  a.  3>  }« 
fent  toiqours  flmplesj  &que  celles  quifc 
croix,  comme  x,  53.  j,  5 » &c.  font  toujours 
doubles. 


Dioill^'™"  by-  C 
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En  fécond  lieu  , que  c’cft  la  même  chofc  de 
iPulciplier  6 par  i-+4que  de  le  multiplier  fepa- 
rement  par  x , en  difant  x , & par  4 en  dilant 

4,  6.  Il  faut  feulement  remarquer  que  la  multi- 
plication de  ^x  -+  4 par  6,  coirjprcnd  deux  des  3^ 
multiplications  partiaI||g|M|^oitavQi^^  multi- 
plication des  é premiersnomOTlîflI^K^êmcs  t 
& qu’y  ajoutant  éiscch  en  fait  4.  . 

Cela  fuppofi  , voiey  comme  ces  ^6  MuîtiplicettioHi 
pariiales  feront  les  6 premiers  Cubes. 

Denomb.  des  Malt.  Mult.  partiales.  Cubes, 
partiales. 


• I,  X 

••  1,1  iis  j 

X I t 

r 1}  ^-4-  8 

'il 

3>3  1 

x,3  bis  S 

' X,’}  î’9.  ^7 

4>.4 

i,4its  C 
1,4  iis  ) 

U-, 

i>  1 6 ^ 4>  ^4 

16) 

’h  ■ 

5.  7 

l-t-4,  ^i/s  S 
1 -f3,  5 iis  J 

1.15?  5. 15*  *^5 

it 

6,6  1 
1-+  ^,6iis  3 
i-+4,  6 Aff  ? 

h 6 iis  S 

i6-) 

Z,\6  S ' 

X,  36  7®'5^*  lïf 

30 

Somme  36. 


On  voir  par  là  , que  le  premier' nombre  muiti- 
tiplie  par  foy-même  ne  donne  qu‘une  multiplica. 
tion  qui  fait  mi  premier  nombre  cube. 

Que  les  deux  prenâicrs  i . x.  multipliez  auflî  pat 
eux-memes , ( ce  qui  le  doit  toujours  fbus-enten- 
€rc  fans  qu  il  foit  bclbio  de  l'exprimer,  ) en  don- 
nent 
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ncnc4,  donc  une  étant  dejapnfe  , les  trois  autres 
donnent  8 , fécond  nombre  cube. 

Que  les  trois  premiers  i.  i.  j.  en  donnent  ^ > 
donc  4 étant  priles,qui  ont  donné  les  deux  pre- 
miers cubes  > les  cyg  qui  reftent  donnent  lej.* 

Que  les  en  donnent  i6 , dont 

9 étant  déjà  prifesj  qui  ont  donné  les  trois  prc. 
tniers  cubes  ^ les  7 qui  relient  donnent  Ic4.  4S4< 

Que  les  cinq  1.  1.  3.  4.  5.  en  donnent  x5, 
dont  16  étant  déjà  prifcs>qui  ont  donné  les  4 
premiers  cubes  > les  9 qui  relient  donnent  le  5.* 

iij. 

Que  les  lîx  r.  x.  3.4.  5.  é..en  donnent  3^, 
dont  1$  étant  déjà  priics,  qui  ont  donné  les  cinq 
premiers  cubes  , les  ii  qui  leftent  donnent  le 

<•'  ii6.  • 

£t  on  voit  fans  peine  que  cela  doit  aller  julqu’à 
l’infiny.  - 

Mais  pour  éviter  l’embarras  & la  longueur  de 
ces  multiplications  partiales,  {ce  qui  n’alervi  qu’a 
la  preuve  : ) 11  ne  faut  que  prendre  la  fomtnc  de 
toutes  ces  racines,  (c'eft  à dire  de  tant  que  l’on 
voudra  de  nombres  naturels , ) & la  multiplier 
par  elle-même  ; car  il  eft  vifible  que  c’eft  la  même 
chofe  de  multiplier  3 par  3 , que  de  multiplier  i 
-l- X par  i-i- X. 

Or  la  fomme  de  ces  nombres  naturels  eft  ce 
qu’-on  appelle  nombre  triangulaire;  car  6 par  exem- 
ple , eft  le  nombre  triangulaire  de  3 , parce  que 
1 -+•  X -h  3 font  6.  Donc  en  multipliant  le  dixié- 
me nombre  triangulaire  qui  eft  5 5 par  foy-mê- 
me  , on  aura  la  fomme  des  dix  premiers  cu- 
bes. 

Or  rien  n’eftplus  facile  que  de  trouver  le  nom- 
bre triangulaire  de  tel  nombre  que  l’on  veut;  carli 
c’eft  un  nombre  impair,  il  ne  faut  que  le  multi-^ 
pliêr  par  fa  plus  grande  moitié  : 5. 5,  5.  7.  4, 7- 
9.  5,9.  ii.é,  n.  Et 
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Et  fi  c’cft  un  nombre  pair,  il  ne  faut  que  pren- 
dre fà  moitié  & multiplier  par  là  ce  nombre  plus 
un.  6.  3i7‘S.  4)9*  lo.  j,ii.  ii.  6,13.  14. 
7>  »5* 


Çotnthent  il  fe  faut  cù 

Problèmes  femblablesh  cèuî^l^Tmule 
<y*  de  l'afnejfe  , des  deux  vajes  q^ui 
ont  un  même  couvercle , c^c. 


ousles 


PREPARATION. 


Il,  faut  écrire  les  bypochefes  en  donnant  des 
noms  aux  quantitez  incounuës.  Exemple , Mule, 
^f»e£i. 

Le  ffombre  des  fàcs  que  porte  la  mule  foit  ap- 
pelle' -,  & celui  que  porte  l’afiiefTe  B. 


i."HyPî'A—  3 =5  B . 


z.'**Hyp.  A-mz;  3B— } 


HYPOTHESES. 

Si  la  mule  donne  à 
l’afiieflè  trois  de  Tes 
fàcs,  ils  en  auront  au. 
tant  l’une  mtc  l’autre. 

Si  rafnelTe  donne  à 
la  mule  l’un  de(êsfàcs> 
la  mule  en  portera  3 
fois  autant  queTalhef- 

-fc. 

Ayant  ces  Hypothefes , il  faut  trouver  les  équi- 
valcns  ; c’eft  à dire  l’équivalent  d’A  par  B plus  ou 
moins  ce  qu’il  faut,  & l’équivalent  Ue  B pat  A plus 
ou  moins  ce  qu’il  faut. 

Pour  trouver  les  éauivalens  d’une  Hypothefe: 
il  6ut  ôter  d’un  membre  les  chiffres  & laifïèr  la 
lettre  feule,  & tranfporter  les  chiffres  dans  l’au- 
tre membre,  eu  changeant  le  ligne.  Exemple; 


tvir. 


EQUI- 
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Ayant  ccs  equivalens  > on  refont  fans  peine  Icj 
Problcincs.  U ne  faut  pour  cela  que  reprendre  les 
Hypothefes:  & fi  on  veut  refondre  le  Problème 

{>ar  la  première  , il  faut  le  fervir  des^  dquiv^üensde 
a fécondé  j & au  contraire  fi  on  le  veut  refou- 
dre par  la  focondc  Hypothefe , il  faut  fc  lèrtir  des 
équivalens  de  la  première  j & par  là  r en  fera  que 
dans  l’équation  de -chaque  hypothefe  il  n’y  air 
que  les  mêmes  lettres  dans  l’un  & dans  l’autre 
membre. 

I.  PROBLEME.  HYPOTHESES: 

i A — } “ -B  -+3.  .V 

1.  i A -VI  ^ } B-— .3.  » 

E et  U I V A L E N S, 

J:;,-: 

J.  Solktien  ftr  U Hypothefe  en  reduiftnt 
tout  en  B. 

t. '•Hypothefe  Ç A-— . 3 B 3. 
Equivalenidclai.*  c AZS  38^—4. 

Je  puis  donc  mettre  au  lieu  d'A  , j B— *4v 
donc  mettant  dans  le  fecotïd  membre  l’équation  7 
qui  cil  par  moins  dans  le  premier  » 


« t «TT  ç A=3  B -+«. 

Par 
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3 BS  B lo.  \ 

Donc  1 BS  lo.  ' 

ïkmc  BS  5. 

JJ.  Solution  ftt  U t.*‘- IJyp^hefe  e»  reiiù- 
ftnt  ' 

Hÿpothcrc.  Ç A -+•  isr  3 
Z.  Eq.dcla  AS  B 6. 

Mettant  donc  B -t-  é au  lieu  d’ A » 

B -I-  7S  5B 5^ 

Donc  B -vioS  J B. 

Donc  loS  xB. 

Donc  5S  B. 


Jlî.  Solution  pdr  la  2.  Hypothefetnrtiui- 
faut  tout  «n  A. 

i.^HypoAcCc.  ÎA  ”+iS  3B— — 3. 
i.'^  Equiv.de la  I."  Z BS  A— 6. 

Donc  mettant  au  lieu  de  3 B , trois  fois  k> — >6, 
^ui  font  3 A— —18  : 

A -t-  I S 3 A— .J  8— —3  > [c’eft  à dire — 1 ij] 
& tianfportant  11  dans  le  premier  membre  en  chan> 
géant  le  (igné  : 

A*4iiS3A.  ‘ 

Donc  11  S X A. 

Donc  II  S A, 

Donc  A eft  1 1 & B 5 ; 

C'efl  à dire  que  la  mule  aroit  ii  (âcs,  &rafne£l 
fe  5. 

II.  PROBI.ME, 

Hypothefes  i.™  ÇA-^9S  B -+-9. 

. x-'‘'cA  -+-3S3B— 9. 

Equivalcns  de  C A S B —m  8. 
la  I Hypotb.  1 B S A — > 1 8. 

Equiv. 
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Equivalcns/4e  Ç 3 B> — ii. 

la  .t  3BS  A-t-ix. 

I.  Solution  p*r  U 1"  Hypothefe  en  reduifant 
jtout  tu  B. 

I.K  9:^  B 9. 

3 B — lx~9>Cc’cllâdirc— -xiîlî  B -+î 
Donc  3 B B —1-30. 

Donc  2 30. 

Donc  B S 1 5 . 


II.  Solution  par  la  2/“  Hypothtfe  tu  rei«i- 
fant  tout  eu  A. 

2 ■**  Hypothefc.  ÇA  -+3  =3  3 B 9. 

, Equiv.  de  la  i c B A . 18. 

Af;,=3)A  — 6,. 

Donc  A — 3-tf6«  3 A. 

DoncééS  2 A.  ^ 

Donc  3 3 Z3  A.  Ccft  à dire  que  A efl:  3 5 & B 
cft  15- 

JlJ.^olutiou  par  la  x.'**  Hypothtfe  eu  rtiuifaut 
tout  t»  B. 

3 B“~“  9 ® 

Donc  5 B 32  B H- 30. 

• Donc  aB32  30. 

Donc  B23  i5- 


III.  PROBLEME. 

Hypothclès  I.”  Ç A -4-  2000  32  4 B. 

a.**-'  c B -+  1000  23  |A. 

Equiv.  de  la  i.'-  î A23  4B< — 2000. 
delà  Z.**'!  B 23  *Ai— .1000. 
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J.  Solution  par  la  i«  * Hypotfjtft^ 

A*-4-2ooo2  2 a ■ ■■  4000. 

Donc  A -¥  (îoooï:^  2 A. 

DonctfoooS  A, 

JJ.  Solution  paj^^^^Iypothe^ 

B -+  looo-^  * 

Donc  B -+ 2000  B. 

Donc  1000  ^ B. 


>é' 


177.  Solution  par  la  HypothtJ^ 

t-  looosa  4B.  , 

i A^  <oo3  B. 


Or  I A — 1000. 

Donc*  A-+ 500C3  *A— »iooo. 

Donc  1 A -+  1 50o;S  * A. 

♦ * 

Donc  1 500 Z3  iA. 

Donc  6000  3 A. 


IV.  P R OBLEME. 


Hypothcfc  1.*'  Ç A-+  joooZU  3 B. 

, 1.“*'  c B -+1000:^3  JA. 

Eqniv.dela  i.*’  Ç AZ3  5 B*— 3000. 
dela2‘'«  cBra  JA  — looo. 

I.  Solution  par  la  1/  Hypotbefe. 

A — h3O0o^3AJ' — 3000. 

Donc  A — 3-6000  A |. 

Donc 6000 « JA. 

Donc  1 2000  A. 

77.  Solution  par  la  2/°  Hypothefe, 
B — 3- 1000— B J — 1 5°®* 

DoncB  -i  2500=3  B J. 

Donc  2 500 S JB. 

Doucjooo33  B.  ^ 


t 


IXI* 
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V.  Problème. 


(.XII. 


Hypothfc  1 Ç A -f  yooà  ^96. 
Hypothefe  5cooZ3  *A. 

Eqiiiv.r*^Ja  T re^  — }000. 

Equiv.  de  r«  5'  -"^^5000. 


I.  Solution  par  U 1.^'  Ifypftthefe, 
A -EjoooZS  J A— 45000» 

Donc  A -4-48000=3  } A. 

Donc  48000  =3  2 A. 

Donc  240003^  A. 


JJ.  Solution  par  la  2.<i®  Hjpothtfct 
B -4- 5000^3;  3 B — 1000, 

DoncB -f^oooS  5 B, 

Donc  6000  2 B. 

Doue  3000=3  B. 


VI.  Problème. 

mil.  Hypothefe  i.«  ç A — 2 5=3  B— h 25. 

Hypothefe  2.  « t A —4-25=;  2B— - 50. 

E,ui,.dcla..4A3 

J.  Solution  par  la  Hypothefe. 

B*-4-x53=2B — .100. 

Donc  B -+125=3  2 B. 

Donc  125=3  B. 


JJ.  Solution  par  la  2**  Hypothefe, 
A -+  25=3  2 A' — 1150. 

DoncA-f- 175=3  aA. 

Donc  175=3  A. 
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GEOMETRIE. 

LIVRE  CINQ^UIE’ME. 


DE  L’E'TENDUË. 

DE  LA  LIGNE  DROITE  ET 
CIRCULAIRE. 

DES  DROITES,  PERPENDICULAIRES 
ET  OBLIQUES. 

Définitions. 

O U 5 avom  parlé  fufquts  icy  Je  la 
grandeur  en  general  : il  faut  mainte- 
nant defcendre  h Jet  efpeces. 

Toute  grandeur  • cft  continué*  > 
comme  cft  l’étendue,  le  tems,  le 
mouvement:  ou  non  continué,  comme  le  nom. 
bre. 


G* 


U 
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La  contifuë  eft  ou  {ùccenivc,  comme  le  tems , 
le  mouvcmcfit. 

Ou  permanente , tjui  s’appelle  gencralqment  ef- 
face ou  itendpK^ 

Mais  elle  fe  d^ifidere  ou  félon  toutes  fes  trois 
dimcnir^'««-«iûpy  ****^eur  & profondeur  , & 
alors  elle  s d,  ^vu^^corp/  ou  foliie. 

Ou  félon  deux  feulement , longueur  & largeur, 
& alors  elle  s’appelle  furface  ou  fuferfîciei  quieft 
ou  plate , qui  s’appelle  fUtt , ou  non  plate  , qui 
s’appelle  furface  courbe. 

Ou  (èlon  une  feulement,  qui  efl:  la  longueur, 
àc  alors  elle  s’appelle  ligne , qui  eft  ou  droite  ou 
courbe. 

L’cxtrc'micd  de  la  ligne  s’appelle  foint , qui 
doit  être  conceu  indivilîble.  Car  s’il  pouvoir  être 
partagé  en  deux , l’une  deccs  moitiez  ne  feroitpas 
à I extrémité  de  ,1a  ligne. 

Et  par  la  même  raifon  la  ligne  qui  eO:  indivi' 
fible  félon  la  largeur , parce  qu’elle  efl  confideréc 
comme  n'en  ayant  point , efl  l’extrémité  delà fùr- 
fàce. 

Et  la  furface  qui  eflauflîindivifible  félon  la  pro- 
fondeur, efl  l’extrémité  du  corps. 

Premier  Avertissement. 

L*s  idées  d’une  furface  plate  d'une  ligne 
droite  font  p pmplesy  qu’on  ne  feroit  qu’embroüil- 
1er  ces  termes  en  les  y^oulant  depnir.  On  peut  feult- 
ment  en  donner  des  exemples  pour  en  fxer  l’idet 
aux  termes  de  chaque  langue. 

Seç.onp  Avertissement. 

Q.«  O I qu’il  ny  ait  point  au  monde  d’eteniul 
< qui  n'ait  que  longueur  c?‘  largeur  fans  profondeur  y 
eu  longueur  fans  largeur  ni  profondeur)  0^  encore 
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moins  de  point  ^ui  n'ait  ni  longueur  ^i  largeur, 
ni  profondeur:  ce  que  difent  les  Geomnresdes  fur- 
faces,  des  ligues  ^ des  points  ne  laife  pas  d'être 
vrqy  ; parce  au  il  fufft  pour  cela  00 daus  un  corps 
qui  efi  véritablement  long , larguif^  profond  , je 
puiffe  n’en  confiderer  qmJmàmii^^rea^^rgeur, 
fans  faire  attention  h la 

longueur  feule  fans  m'arrefier  ni  ^ la  largeur,  ni  à 
la  profondeur,  ^infi pour  mefurer  un  champ , je 
ne  m'amufe  pas  à creujer  pour  fçavoir  fi  la  terre  ^ 
efl  bien  profonde , mais  je  regarde  feulement  corn- 
bien  il  efl  long  lurge  : Et  peur  f avoir  combien 
il  y aie  Varis  à Orléans , je  nemefure  pas  la  lar- 
geur des  chemins , mais  feulement  la  longueur.  Et  - 
de  même  ce  qu’on  appelle  Point  n'efi  que  la  ligne 
même  , entant  qu'on  nycenfidere  que  la  négation 
d’une  plus  longue  étendue. 

Troisième  Avertissement. 

O N doit  commencer  par  la  ligne  comme  par  la 
plus  fimple  ètendu  'ê  : ey  de  plus  pour  en  rendre  la  ^ 
confideration  plus  facile  , lors  que  l on  compare 
plufieurs  lignes  enjémble  on  les  fuppofe  tobjours 
dans  ces  premiers  élément  comme  étant  pofées  ou 
décrites  fur  un  même  plan , c'efl  ^ dire  fur  une 
mime,  fuperficie plate  -,  ce  qu’il  fuffit  d'avoir  dit  une 
fois  pour  toutes. 

PREMIERE  SECTION. 

De  la  Ligne  droite. 

Nous  n’avons  point  defini  la  ligne  droite  « par- 
ce  que  l’idée  en  elt  très  dairc  d’ciîc  même , & que 
Cous  Les  hommes  coneoivent  U meme  choie  par 
ce  mot.  Mais  il  cft  bon  de  renîarquer  ce  que 
nous  concevons  naturellement  être  renfermé  dans 

' G Z cette 
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ccttc  idce,(^c  que  l’on  pourra  prendre  li  l'on  veut 
pour  là  defijition. 

La  ligne  <^roite  cft  la  plus  courte  étendue  entre 
ideux  points. 

Et  celle  qui  à^'^oche  plus  de  la  droite,  eftau- 
fll  la  donné  occafion  à Ar- 
chimède U ...  piaicipe  ou  Axiome:  ' 

Premier  Axiome. 

s I deux  lignes  (ùr  le  même 
plan  ont  les  extremitez  com- 
munes & font  courbes  ou  creu-  i . 
fes  vers  la  même  part,  celle 
qui  cft  contenue  eft  plus  cour- 
te que  celle  qui  la  contient, 
j’ay  dit  courbes  ou  creufes,car  ir] 
cela  n’eft  pas  Iculement  vrai  des 
lignes  courbes  comme  dans  la 
I."  figure  mais  audi  des  droi-in. 
tes  comme  dans  b z.*’*  lors  que 
deux  ou  plufieurs  lignes  droi. 
tes  (è joignant  font  un  creux. 

Car  alors  deux  ouplufîeursli-  rv. 
gnes  droites  font  confîderées  comme  une  lèule  lig- 
ue courbe  qui  feroit  creufe  vers  ce  côte-là. 

Mais  il  faut  bien  rematcjuer  ces  mots,  ( vers  la  même 
part]  car  cela  ne  feroit  pas  vray , fl  la  même  ligne 
courbe  étoit  creufè  vers  differens  cotez  comme  cii; s 
la  }.*  figure;  ou  fi  diverfes  lignes  droites  conli- 
derées  comme  une  foule  ligne  faifoient  aufli  de  s 
creux  de  differens  côtei comme  dans  la  4*.fïgurti 
car  alors  la  contenante  pourroit  être  plus  courte 
que  la  contenue.  ^ 

5econp  Axiome  ou  Demande. 
Ayant  deux  points  donnez  on  peut  mener 
pne  lit  «e  droite  de  l’un  i l’autre. 

Ef 
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Et  on  n’y  en  peut  mener  qu’une.  J 
Laquelle  par  confequent  cft  Tuniqn/ & naturelle 
melîire  de  la  diftance entre  ces  deuj^oints.  L’in- 
lirument  dont  on  le  lèrt  pour  4IS  s’appelle  rt- 
gif-  * {v 


Troisième  Axio-me 


eMANDE.^ 


La  fimplicite'  de  la  ligne  droite  fait  qu’en  ayant  ▼ 1 1 
une  pol^e  on  la  peut  prolonger  de  part  & d’au- 
tre jufques  à l’infini  > c’eft  a dire  tant  que  l’onr 
veut.  . 

D’ où  il  s’enfuit  que  la  pofition  d’une  lignedroi- 
tc  ne  dépend  que  de  deux  points. 

Ou,  que  connoiflaiit  deux  points  dans  unel’K. 
gne droite,  nous  la  connoifibns  toute. 

Ou,  que  deux  points eftant  dounezdepofitionr 
touteia  ligne  droite  efldonnde. 

•/  Quatrième  Axiome. 

Si  une  ligne  droite  eft  immédiatement  cou- 
cKde  fur  une  autre  en  une  de  fès  parties  , elle  le 
fera  en  toutes , pourveu  que  l’une  & l’autre  fôit 
prolongée  autant  qu’il  faudra , 8c  eUcs  ne  feront  pto 
premeiit  qu’une  même  ligne. 

Cinquième  Axiome. 

Deux  lignes  droites  ne  fe  peuvent  couper  qu’en  » 

U»  point.  . ’ 

Sixième  Axiome. 

D E U X ' lignes  droites  qui  étant  prolongées  vers  jj; 
un  même  côtd  s’approchent  peu  à peu , te  coupe- 
ront à la  fin. 

Euclide  prend  cette  propoJîtioH  pour  un  prinetpr 
CP*  avec  raijin } car  eUi  a affe\  de  clarté  pour  s’e» 
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contenter  ce  ferait  perdre  le  temps  inutilement 
elue  de  fe  tom'Tt  la  tefit  pour  la  prouver  par  un  long 
circuit.  \ 

r V 

E C T I O N. 

de  circulaire. 

Définitions. 


XI  J.  La  ligne  que  décrit  fur  un  plan  l’une  desextré- 
mitez  d’une  ligne  droite,  fou  autre  extrémité  de- 
meurant immobile  > s'appelle  circulaire  > ou  cir- 
conférence. 

XIII.  Lt  l’clpace  que  décrit  toute  la  ligne  s’apellc 
nrcte. 

XIV.  Le  point  immobile , centre , qui  ne  peut  pas  n’ette 
point  également  dillant  de  chaque  point  de  la  cir- 
conférence  , puifouc  c’eft  toi^ours  la  même  ligne 
qui  a fait  cette  diuance. 

XV.  Et  ainfi  il  eft  bien  clair  que  toutes  les  lignes 
du  centre  à la  circonférence  font  égales, 

XVI.  C ^ s ligues  s’appellent  rayons 
ou  demjdiametret. 

XVII.  . Les  lignes  menées  d’un  point 
de  la  circonférence  à un  autre  s’ap- 
pellent cordes. 

S I elles  paflent  par  le  centre , 

•XVIII.  s’appellent  diamètres  y & el- 
les coupent  le  cercle  & la  circon- 
férence en  deux  parties  égales  , 
qui  s’appellent  demycerctes  & de- 
mycirconferences. 

X I x>  La  .partie  de  la  circonférence 
qui  fe  trouve  eôtre  les  extremi- 
tez  d'une  corde  s’appelle  are.  Mais  lors  que  cet- 
te corde  efl  moindre  qu’un  diamètre,  il  y a deux 
portions  de  circonférence  qui  fe  terminent  auxex- 
ircmitcz  de  cette  corde  ; l’une  plus  grande  que  îa 
- demy- 
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' demycirconftrcnce  , & l’autre  plusVetice.  Or 
quand  on  parle  de  l’arc  d’une  corde,  jfi  on  n’ajoû- 
tc  autre  chofe,  on  entend  celui  qui £’eft  pas  plus 
grand  que  la  dcmycirconlèrcncc  jJ^^ui  foit  bien 
remarque'.  ^ 

Toute  circonfeijaw«iil4lMi£âj^^ 

parties  dgalcs  qui  s 

Chaque  degré  en  6o  minutes  premières  qu’on 
appelle  limpkment  minuits  : Chaque  mmure  m 
6o  fccondest  & chaque  féconde  en  6o  troiltèmts- 
& aiufi  a l’infini. 


XX. 


XXI. 


Tremibr  Axiome  ou  Demande. 

demande  qu’ayant  un  intervalle  donné , on 
puifle  décrire  une  circonférence  de  cét  intervalle. 

Ce  qu’on  ne  peut  doutej  être  pofliblc  , puis  qu’il 
ne  faut  pour  cela  que  concevoir  que  la  ligne  qui 
joindra  les  deux  points  de  cét  intervalle  fè  remué , 
l'une  de  Tes  extremitez  demeurant  immobile. 

La  machine  la  plus  ordinaire  dont  on  fè  fert 
pour  la  décrire  fur  le  papier  s’appelle , compas , qui 

a deux  jambes  , lefquelles  étant  ouvertes  plus  ou  _ 

moins  félon  1 intervalle  domié  , l’une  demeurant 
immobile,  l’autre  décrit  la  circonférence. 


Second  Axiome  ou  Demande. 

O r comme  il  faut  fuppofer  dans  cette  operation 

que  les  deux  jambes  du  compas  gardent  toujours  * * ' ' 

Ja  meme  diftance  cntr’elles  , il  n’eft  rien  de  plus 
. ^cile  après  avoir  mefuré  la  longueur  d’une  ligne 
I ouverture  du  compas  , que  de  fc  fer- 
vir  de  cette  même  ouvenurc  pour  décrire  ailleurs 
une  lime  égale  à celle-la,  ou  dc  retrancher  d’une 
autre  ligne  une  portion  qui  fbit  égale  à cette  pre- 
u pourquoi  on  peut  hardiment  mettre 
«Problème  entre  les  demandes  qui  n’ont  pasbe- 
fom  d’étre  prouvées  ; 

G 4 Décrire 
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Décrire  u/c  ligne  égale  à une  ligne  donnée,  /bit 
par  le  retranlHcmcnt  d’une  autre  ligne  , foit  par- 
tout ailkurs.i 

TRoi-NEME  Axiome.  ^ 

ïxiv.  La  que  {c  forme  la 

ligne  circulaire  elï  li  fimple  , qu’il  eft  impoffiblc 
de  concevoir  qu’elle  ne  {oit  pas  par-tout  dans  ulic 
entière  uniformité.  Et  de  là  il  s’enfuit  que  les 
Théorèmes  fuivans  font  naturellement  con- 
nus : 

Les  circonférences  qui  font  décrites  d’un  égal  in- 
tervalle font  égales.. 

Et  ce  l'es  qui  font  décrites  d’un  plus  petit  inter- 
Yallc  font  plu.s  petites. 

Et  d'un  plus  grand  font  plus  grandes. 

Quatrième  Axiome. 

X J V.  Les  degrez  de  circonférences  égales  font  égaux , 

puis  que  ce  font  aliquotes  pareilles  de  grandeurs 
égales.  Et  par  la  même  raifon  les  degrez  d’une 
petite  circonférence  font  plus  petits  que  les  degrez 
d'une  plus  grande. 


CINQ.UIÉME  Axiome. 

Dans  un  même  cercle  les  cordes  qui  foûtîen- 
nenr  des  arcs  égaux  font  égales,  & les  arcs  quifonr 
foute  nus  par  des  cordes  égales  font  égaux.  C’eft 
une  fuite  évidemment  necelTairc  de l’emiere unifor- 
mité de  la  circonférence.  Il  ne  faut  que  de  l’attem 
tion  pour  en  appercevoir  la  certitude. 

11  en  efl  de  meme  dans  deux  cercles  égaux  que  dans 
le  même  cercle,. 


Sixit' 
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/ 

Sixième  AxiomI. 

Toutes  les  lignes  tirées  du '^fere 


petites  que  les  rayons  du 
au  dedans  du  cercle  • ^ ,,  ^ 
elles  l’ont  au  dehors;  u égalés, 
ce  meme. 


^ qui  font  plus  XX  vit; 

le  , ont  leur  excrcmitd 


bngucs. 
Ta  cuconicrcn- 


\ « 
Septième  Axiomb^ 

Lors  qu’on  a d'une,  ligne  l’une  des  cxrremitez  xxTXIl, 
doniidc  de pofïtion , & (à  longueur,  Ion  autre  ex- 
trémité doit  être  dans  la  circonférence  du  cercle  dc« 
crit  par  un  intervalle  de  cette  longueur  donnée. 

TROISIE'ME  section. 

DES  LIGNES  DROITES  PERi- 
PENDICULAIRES, 
Définitions. 

Nous  avons  déjà  dit  cju'une  ligne  droite  n’en  ' z jr-i  x. 
peut  couper  «ne  autre  droite  cju’en  un  point.  Mais 
la  coupant  elle  le  peut  hiire  en  deux  manières. 

La  première , eft  en  ne  penchant  point  plus  vers 
un  côté  de  la  ligne  cçupéc , que  vers  l’autre. 

Et  alors  elles  font  dites  fe  couper  ptrpeudicu- 
Imrmtnt , & être  perpeudicHMret  l'une  à l’au- 
tre. 

La  fécondé , en  penchant  plus  vers  un  côté  que 
vers  l’aurre  , & alors  elles  font-  dites  fc  coupet 
eiliquement , & être  obliques  l’une  au  regard  de 
l’autre. 

Mais  il  ne  faut  pas  confondre  i’oblicjuité  qui 
convient  à une  ligne  droite  par  rapport  a une  au* 
tre  ligne  , avec  la  curvité  qui  convient  à la  ligne 

J>ar  fa  nature  même  , Sc  conftituc  une  elpcce  de 
igne  oppofee  à U ligne  droite. 

^ G 5 
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Avertissement. 

’^xx.  Quoi  que  aT^'ilignet  qui  fe  coupent  , fe  tàu- 
ptnt  ey paient  coi^'^^mj^llepttnt  : neaumoint 
• afin  ^ .^Sptt  , nous  appellerons 

i'uue  coupee  cf  Vautre  coupante. 

DEFINITION  PLUS  EXACTE  ' 

DE  LA  Perpendiculaire. 

xrxr.  Pour  former  une  notion  plus  diftinde  de  deux 
lignes  perpendiculaires  > on  les 
peut  déümr  en  cette  forte  r 
Lors  que  deux  points  de  la 
ligne  coupee  étant  pris  {également 
dilnuis  de  Tun  des  points  de  la  ligne 
coupante  , tout  autre  point  de  la 
ligne  coupante  le  trouvera  auflî 
être  egalement  diftant  de  ces  deux 
points  de  la  ligne coupe'e  laligne: 
coupante  eft  perpendiculaire  à là 
coupee  , étant  bien  clair  qu’elle  ne  peut  alors  in* 
cliner  plus  d'un  côté  que  de  l’autre.- 

Axiome. 

XXXII.  Pour  montrer  que  tous  les  points  de  la  ligne 
coupante  font  egalement  diftansdedeuxdelaligne 
coupe'e , U fuffit  d’en  avoir  deux  dans  la  ligne  cou- 
pante dont  chacun  foit  également  diftant  de  deux 
points  de  la  ligne  coupée.  Car  de  là  il  s’enfoivra 
que  tous  les  autres  le  feront  auflî. 

J I pritens  que  la  feule  confideration  de  la  na^ 
ture  de  la  ligne  droite  fait  voir  la  vérité  de 
cette  propofition  , ty  que  fans  cela  il  ejl  itnpojfî- 
ble  de  garder  dans  la  Geometrie  l'ordre  naturel 
des  chofes. 

Car- 
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Cdri.puifqHt  la  pofition  de  laitue  droite  ne  dé- 
pend que  de  deux  points , <p*  qu'en  a^nt  donné  deux 
poîntrelle  efl  toute  donnée , c'tfià  djequelapo/rkon 
de  tous  les  autres  point  s e(ldeterr^,ee  ; il  eflviftble 
que  la  portion  de  ces  deÿgJjÿÎB^^e  la  lij^pcoupante , 
dont  on  fuppofe  que  de 

deux  points  de  la  ligne  coupée , 'Héîtrmtne  tous  lej  au- 
' très  h en  être  aujft  également  diflans. 

2.  S’il_y  en  avoit  quelqu'un  qui  approchât  plus 
de  l’un  des  points  que  de  l’autre , la  ligne  feroit  ne- 
eeÿàirement courbéd de  ce  côté.l-à. 

3 . il  n'y  auroit  point  de  raifon  pourquoy  il  s'ap- 
procheroit  plùtojl  d'un  cSté  que  de  V autre , nypour. 
quoy  il  s’approcherait  de  tant , plùtojl  que  de  tant. 
Caria  pofition  de  ces  deux  points  aonnr^  qui  détermi- 
ne tous  les  autres  points  de  la  ligne,  ne  les  peut  dé- 
terminer qu’à  une  égalité  de  diflance  , puis  qu’ils 
a ont  pour  eux  mêmes  que  cette  détermination- là. 

4.  Tous  les  Geometres  femblent  aff'en,  convenir  de 
V évidence  de  cette  proportion,  puifque  dans  la  folu- 
iion  de  tous  les  problèmes  qui  regardent  les  perpen- 
diculaires; ils  ne  font  autre  chofe  que  chercher  deux 
points  dans  la  ligne  coupante,  dont  chacun  fait  éga- 
lement difiant  de  deux  points  de  la  ligne  coupée.  Et 
ainfi  quelque  circuit  qu’ils  cherchent  pour  montret 
que  leur  problème  e(l  refolu  par  là  : il  efl  clair  nean- 
moins que  dans  la  nature  des  chofes  ceneflqueceU 
feut qui  l’a  refolu, 

5.  I^oy  qu’il  en  fait , je  [obtiens  que  quiconque 
voudra  agir  de  bonne  foy  reconnaîtra  que  con/îderant 

' les  chofes  avec  attention , il  lui  e[  impojfble  de  con- 
cevoir que  cela  puife  être  autrement  ; en  quilre'. 
pugne  à l'idée  que  nous  avons  naturellement  de  U 
Ihnrdroite , que  deux  de  [es  points  étant  pofe-\dire. 
arment  > comme  nous  avons  dit , fur  une  autre  li- 
gne : quelqu’un  des  autres  s’écarte  ou  à droit  ou  à: 
gauche , & s'approche  ainfi  plus  prés-  de  l'un  dep 
côterdelaligne. 
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Or  tinte  feioble  tris  inutile  de  chercher  bien-loin- 
^ far  de  /awl)  détours  des  preuves  d' une  chofe  dont 
ilnouseji  impo^tble  de  douter , pour  peu  que  nous j 
vueillions faire  (U^^on. 

6.  Ce  mi  doit  fa^\fÿ/j^ÿ^e  fcrupule  qu'on  pour- 
nie  avoTT^y'“'“'''^^  \~Z^opo{îtion comme claitt 
d elle,  même , c eji  qU'on  ne  peut  faire  autrement  faits 
troubler  l'ordre  naturel  des  chofes  > employer  der 

triangles pour  demontrerles  propriété^  detlignes-^cefi 
h dire  fe  Jervir  du  plus  compofè  pour  expliquer  le  plus 
fmple.ce  qui  efi  tout  à fait  contraire  h la  véritable 
méthode.  ' 

Soit  dont  de  juflice  ou  de  grâce,  mus  demandons 
qu'on  nous  accorde  cette  propofition , qui  donne  un 
, moyen  tris  facile  de  démontrer  les  Problèmes fuivant 

fans  fe  fervir  des  triangles , comme  fait  Eudide. 

Premier  Problème. 

XXXIII.  D'un  point  donné  hors  une  ligne  donnée  tirer 
une  perpendiculaire  lùr  cette  ligne  : on  ruppofè 
que  cette  ligne  (bit  prolonjgée  s’il  en  cft  beloin , 
& que  le  point  donné  ne  le  puilic  pas  rencontrer 
dans  h ligne  prolongée , car  alors  il  ne  feroie  pas 
proprement  nors  cette  ligne. 

Soit  le  point  K > & la  lign>. 

2.  De  K pris  pour  centre  c 
décrire  un  cercle  qui  coupe 
Z,  & par  confequent  y mar- 
que deux  points  comme  M & ‘^1 
N , également  diftans  de  K » 
puisque  MK,  & NK/cront' 
rayons  du  même  cercle.  Cela 
iait,  décrivant  deux  cercles  égaux 
d'm  & d » qui  s’entrecoupent  par*' 
tout  ailleurs  qu’en  K,  comme  en 
B : la  ligne  qui  joindra  B & K. 
fera  perpendiculaire  à la  ligne  Z, 
ce  qu’il  falloir  faire.  Car  K & B 
font  chacun  également  difbins  de 
deux  points  de  Z > mSi»,  Scvai 
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confequait  tous  les  autres  en  feront  ayffi  egalement 
diftans  par  la  precedente,  & ainfi  iJligne  fera  per- 
pendiculaire par  la  définition. 

Sec  ON 


ignc  élever  une 


D’un  point  donné  dans  tihe 
perpendiculaire.  Soit  le 
point  K dans  la  ligne  Z 
qui  étant  pris 'pour  cen- 
tre , le  cercle  que  l'on  dé- 
crira de  ce  centre  coupera 
ta  ligne  Z , prolongée  s'il 
en  eft  befoin  , en  deux 
points  comme  M & N , cmi  feront  éffiilement  di- 
ibuis  de  K.  Donc  l’interlèdion  de  deux  cercles 
égaux  qui  auront  M & N pour  centres  donnera  le 
point  B , auquel  il  feudra  mener  la  ligae  du  point 
K pour  faire  la  perpendiculaire  que  l’tMi  cher- 
che. 

C’eft  la  même  preuve  que  du  Problème  prece- 
dent ; car  K & B feront  chacun  egalement  oiftaas 
d’M  & N. 

• • 

Troisième  Problème. 

Couper  une  ligne  donnée  en  deux  parties  xxxT* 
^les.  Soit  la  ligne  donnée  m ». 
tn  tirant  des  deux  extremitez  nt 
8c  Ht  prifes  pour  centres , deux  cer- 
cles égaux  qui  s’entrecoupent  en 
deux  points  comme  k & & : ou 
tirant  des  mêmescentresdeux  arcs  ^ 
de  cercles  égaux  qui  s’entrecou- 
pent en  un  point  comme  en  k , 

& deux  autres  arcs . de  cercles  - 
égaux  ou  inégaux  aux  premiers , 
mais  égaux  entr'eux  , qui  s’eo-  o 
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trccoupcnt  auflî  en  un  autre  point  comme  en  h: 
ia  lime  k b p rolongée  autant  qu’il  fera  befoincou- 
perala ligne  n en  deux  parties  c'gales.-  Car  fi  le 
point  de  la  eft  t : comme 

il  cft  dans  la  eft 


-■X. 


pcrpencTT  ' ”î  * » 

parce  que  b a K it^nt  egalement 
diftans  d’»w  &.  n : \ aum  en  lira 
également  didant , & par  confe- 
quent  m n fera  ^gale  Ce  ^u’ü  falloir  de* 

montrer. 

I.  Theoréme. 

L A perpendiculaire  eft  1a  plus  courte  de  toutes 
les  lignes  qui  paillent  eftre  mentfes  d'un  point  â 
une  ligne. 

Soit  le  point  K & la  ligne  t , 
fur  laquelle  ayant  mené  de  IC  la 
perpendiculaire  K ^ & l’ayant 

prolongée  jufques  en  c , eu  fài- 
lànt  h c égalé  à K i : fi  on  tire  de 
K d’autres  lignes  fur  la  ligne  Z j 
comme  en  m & »>  je  dis  que  K 
b eft  plus  courte  que  K w > ou  K 
«.  Car  ayant  tiré  les  lignes  m e 
ic  n c,  je  dis  que  K »»  eft  égalé 
àffiC)  & KKà»c-,  puifque  la 
perpendiculaire  à la  ligne  K c , le  point  b qui  cft 
commun  à ces  deux  lignes  ne  peut  e'tre  , comme 
il  eft  , egalement  diftant  de  K.  & de  c , que  les 
autres  points  comme  m & » ne  Ibicnt  aulll  cnacun 
également  diftans  de  K & de  c. 

Gr  cela  c'tant , il  eft  clair  que  la  ligne  K A re'tant 
droite  cft  plus  courte  que  les  lignes  K »»  c , qui 
ne  font  pas  unç  ligne  droite  ; & par  conlêqucnt 
K A,  qui  cft  la  moitié  de  K A c , eft  plus  courte 
que  K qui  cft  la  moitié  de  K m r. 


ligne  2 dtant 

r5 


II.  Thio'  . 


\ 
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iiu  d’une  ligne 
K 


II.  Theoréme.1 

On  ne  peut  dicvcr  d'à  racmi 
plus  d’une  petpendiculairC  , ^ 

en  mener  plus  d’une 
une  ligne.  Le  premier  clt  cUi 
foi-meme  j car  ayant  cleve'  du  mi- 
lieu de  la  ligne  j«  « la  perpendi-  K 
culaire  ^ K , il  eft  vilible  que  fî 
on  en  vouloir  c'iever  une  autre 
du  meme  point  b , on  ne  la 
pourroit  tirer  que  plus  vers  un 
coté  que  vers  l’autre,  ce  qui  eft  diredement  contraire 
à la  notion  de  perpendiculaire. 

La  a.***  partie  eu  encore  très  manifefte  y Si  ^ 
peut  neanmoins  prouver  de  cette 
forte  L Soit  menc'e  de  K fur 
«la  perpendiculaire  K B , en  for- 
te que  B (bit  egalement  diftant 
d'f»  Si  n y dont  par  conièquent  K 
doit  être  auflî  également  diftant  : 
fi  on  menoit  de  K une  autre  per- 
pendiculaire à un  autre  point  com- 
me à ^ , il  fàudroit  que  g fut  également  diftant 
d’j»  & d’«  , puifque  k qui  feroit  un  des  points  de 
cette  ligne  en  eft  également  diftant.*  Or  cela  eft 
iinpoffSle , puilque  fi  ^c'toit  entre  B & m , il  (e- 
roit  plus  près  d’i»  que  d’«  ; &s’il  e'toit  entre  B & 
» , il  feroit  plus  prés  d’«  que  d’»». 


m 


£ 


g 


I.  Corollaire. 

L A perpendiculaire  eft  la  mefiire  de  la  diftance 
d’un  poiiit  hors  d’une  ligne  à cette  ligne  & de 
la  ligne  à ce  point.. 

Car  étant  unique  & la  plus  courre  de  toutes  les 
lignes  qui  peuvent  être  menées  d’un  point  à une 

ligne, 


XXXYIIr 


xxxvin,^ 
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III.  Corollaire^ 


Lors  que  d’un  point  hors  une  lime  on  a tiré 
une  oblique  fur  cette  ligne  > fi  du  meme  point  on- 
tire  une  perpendiculaire  fur  la  meme  ligne  , cette 
perpendiculaire  tombera  du  côté  que  l'oblique  e(b 
inclinée  fur  cette  ligne. 

Soit  la  ligne  i C,  Sc  le 
point  k dont  ait  e'té  tirée 
Voblique  k P , qui  fbit  in-  - 
clinée  vers  é : je  dis  qu’il  cft  ‘ ' 
clair  par  ce  ^ui  a été  dit  de  ‘ 
la  per|iendiculaire  , que  fi  k—— 
du  meme  point  k on  en  ti- 
re une  fur  é C , elle  tombera  entre  b &c  g j & 
non  pas  entre  ^ & C ; car  il  eft  vifible  que  fi  elle 
tomboit  entre  g&cC  , tant  s’en  6ut  qu’elle  fut 
perpendiculaire  y qu’elle  feroit  encore  plus  oblique 
quekjj'. 

De  plus  ayant  pris  dans  la  ligne  b C deux  points 
également  dillans  de  k , comme  poutroient  être 
^ & C : le  point  oü  tombera  la  perpendiculaire 
doit  être  également  difiant  de  ces  deux  points  b 
Cf  ( 5z.SrJ  &au  cootraixe  celui  où  tombe  l'obli- 
que 


g 
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c^uc  doit  être  plus  éloigné  du  point  vers  lequel  el- 
le eft  inclinée  ; & par  conlcqucnt  l(j  perpendicu- 
laire doit  tomber  du  côté  vers  Icq^l  cette  ligne 
cil  inclinée. 


IV.  c 

s I d’un  point  où  une  oblique  coiipc  une  ligne  x 1 1; 
on  veut  élever  une  perpendiculaire  fur  cette  ligne , 
elle  s’élèvera  du  côté  vers  lequel  cette  oblique  n’cft 
pas  inclinée. 

Soit  la  ligne  b C coupée  pat  l’oblique  k g incli* 
née  vers  b.  Si  du  point^on 
▼eut  élever  une  perpendicu- 
laire iùr  4 C , elle  s’élèvera 
du  côté  de  C , & non  du  cô- 
té de  i ; c’eft  à dire  qu’elle 
fc  trouvera  entre  les  lignes  Jt 
^ ^ c , & non  pas  entre 

^ ^ ^ g Car  il  eft  vifible  que  fi  elle  ic  trou- 
vqit  entre  k g Sc  g b , clic  ièroit  encore  plus  iiv- 
clinée  que  k g. 

III.  Thborémb. 

La  perpendiculaire  indefinie  qui  coupc  parla 
moitié  la  diftancc  de  deux  points  comprend  tous 
les  points  du  même  pfan  , dont  chacun  peut  être 
c'galcmcnt  diftant  de  ces  deux  points. 

Soient  les  points  w & # , ' 

joints  par  la  ligne  «j  » , & 
la  perpendiculaire  indefinie 
* B , qui  la  coupe  par  la  moi- 
tié au  point  B.  Il  eft  clair 
que  tous  les  points  de  la  li- 
«ic  k B font  également  di- 
uansd’m  & d’».  Mais  je  dis 
de  plus>qu’il  n’y  en  peut  avoir 
aucun  autre  hors  cette  ligne 


m 


P B 


» 


qui 
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gui  en  foi:  égaleraeut  diftant.  Car  iJ-  faudra  qu’il 
loi:  à l’un  des  cotez  comme  lcroit  g , d’où  tirant 
une  perpendiculaire  fur  m»  (par  33. S.)  ellelacou> 
pera  en  un  a^rc  point  que  J3  , comme  feroit  ' 
Ot  fl  g dtoit  c^fcjTient  aillant  d'm  & d'»,  illàu- 
droit  qiÿ  p , quiV-m^^ju  point  de  la  perpendi- 
culaire  ^T^Z^ient  dillant , ce  qui 

cil  vifiblcmen t 'impolTilalc  , comme  on  Ta  ddja 


T6U. 


QUATRIE'ME  section. 

DES  Lignes  DROITES  OBLIQUES^  < 

Explication  de  la  maniéré  dont  en  doit  con- 
fideref  les  Lignes  ebli^uespottr  les 
miestx  comprendre, 

xiiij.  Nous  avons  ddja  dit  que  lors  qu-oncligne  droi- 
te en  coupe  une  autre  en  penchant  plus  d’un  côtd 
que  de  l’autre , elle  s’appelle  oblique  au  regard  de 
cette  ligne  qu’elle  coupe  obliquement. 

Mais  pour  mieux  juger  de  la  grandeur  de  ces  obli- 

3ue$  en  les  comparant  les  unes  aux  autres  > il  cil  bon 
c ne  les  confiderer  que  félon  le  côté  Iclon  lequel  el- 
les approchent  plus  de  la  ligne  qu’elles  coupent , 
qui  cil  aulli  la  façon  la  plus  naturelle  de  conliderer 
ces  lignes. 

Déplus,  nous  ne  regarderons  les  obliques  que 
comme  mendes  d’un  certain  pointa  la  ligne  qu’elles 
coupent , & comme  termindes  à cette  ligne. 

Ccladtantfuppofe,  ccquej’cntenspar  l’obliquité 
d’une  ligne  fur  une  autre , ell  que  cette  ligne  foit 
plus  couchée  lùr  la  ligne  qu’elle  coupe  , que  ne  fe- 
roit la  perpendiculaire  menée  du  même  point  fur 
la  même  ligne.  De  forte  que  c’eft  toujours  parrap- 

que  je  conlidbrc  cette 

Mais 


port  a cette  perpendiculau 
obliquité. 
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Mais  ce  rapport  renferme  deux  chofes.  i.  La 
diftance  du  point  quie(lcommunàl'pbIique&  à la 
perpendiculaire  d’avec  le  point  de  la  Ugne  où  la  per- 
pendiculaire tombe , qui  efl  la  choie  que  la 


longueur  de  cette  perpendiculait 
i.  La  diftance  au 
celui  où  tombe  la 
l’éloignement  du  pcrpcndicule. 

A quoi  il  faut  ajouter  la  dillance  du  point  d’où 
l’oblique  e(l  menée  d’avec  celui  où  clic  coupe  la 
ligue  au  regard  de  laquelle  elle  e(l  appcllée  obli- 
que: quicitlamcme-cKofcque  la  longueur  de  cet- 
te oblique. 

Soit  par  exemple  la  ligne  Z 
indefinie  > fur  laquelle  on  falTc 
Jelcendre  du  point  K au  point 
£ l'oblique  K £ > & que  de  K 
on  tire  la  perpendiculaire  K C. 

Les  trois  dimnees  dont  nous 
venons  de  parler  font  trois  li- 

dont  deux  ( fçavoir  la  'perpendiculaire 


d’avec 

j’appelle 


înes 


K 

& l’éloignement  du  perpcndiculc  B C ) fo 
coupent  perpendiculairement , & la  troiftéme , qui 
eif  l’oUique  K B , rencontre  obliquement  l’une  fie 
l’autre. 

Et  ainfî  cette  oblique  peut  être  conlîderce  tan- 
tôt comme  l'oblique  de  l’une  , tantôt  comme 
l’oblique  de  l’autre.  Mais  alors  il  faudra  changer 
alternativement  aux  deux  autres  lignes  les  noms 
de  perpendiculaire  fie  d’cloignement  du  perpendi- 
cule.  Car  fi  je  conlîdere  K B comme  oblique 
for  B C : K C cfl  la  perpendiculaire  , fie  B C 
l’éloignement  du  pcrpendicule.  Et  au  contraire  fi 
JC  confidere  K B comme  oblique  fur  K C : B C 
fera  la  perpendiculaire  , fie  K C réloignemcut  du 
pcrpendicule. 

On  pourroit  aulTî  confidercr  B C fie  K C com- 
me pbliqucs  fur  K £ , (car  comnac  les  lignes  font 
^ mu.- 
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mutuellement  perpendiculaires , 
elles  font  aum  mutuellemenc 
obliques.  ) liais  pour  luirre 
nôtre  metlK)de)^^udtoic  alors 
mener  une  perp^yiculaire  du 

me  fèroi^^r^^^t.'îû  lii  con- 
fiderant  B C comme  oblique  fur  la  ligne  B K ÿ 
la  perpendiculaire  lèroit  C g , & rcloignement 
du  perpcndicule  feroit  g B.  Mais  à moins  que  de 
faire  cela  , K B feule  eft  conlîdcrée  comme  obli- 
que , tantôt  au  regard  de  l’une  , tantôt  au  re- 
gard dç  l’autre.. 

La  confideration  de  ces  trois  lignes  , K B obli- 
que , K C perpendiculaire  , B C dloignement  du 
perpcndicule  , nous  fera  comprendre  plufieurs 
chofes  des  lignes  obHquesqui  n’ont  pu  encore  être 
expliquées  que  par  des  tnanglcs  , ce  qui  eft  un 
ordre  tout  renverfé.  Et  nous  verrons  d’une  part 
que  dans  la  comparailbn  des  obliques  l’égalité 
en  deux  de  ces  lignes  donne  l’égalité  dans  la 
troifiéme  ; & nous  examinerons  de  l’autre 


luand  il  n’y  a égalité  que  dans  une,  quelle  eft  l’in- 
fgalité  des  deux  autres. 


PROPOSITION  FONDA- 
MENTALE 

£>E  LA  MESURE  DES  LIGNES 
OBLIQ,UES.^ 

Les  lignes  obliques  menées  du  même  poitit  à 
une  même  ligne  font  plus  longues  , plus  elles 
font  éloignées  du  perpendicule. 

Soient  du  point  K menées  fiir  la  ligne  Z la 
perpendiculaire  K B , & les  obliques  Kjf&  K g". 
Et  foit  prolongée  K B jufques  en  C , en  forte  que 
B C foit  égale  à K B>  Et  foient  au/Ii  menées  lés 

lignes 
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lignes  / C & ^ C : je  dis  prc- 
. miercment  que  Z e'tant  per-  j, 
pendiculairc  à K B , comme 
le  point  B , qui  cft  commun 
à l’une  & à r autre  eft 
Icment  dilVant  de  K 
les  points  f Sc  g 
egalement  diftans  de  K & 
de  C.  Donc  K eft  égale 
à/C,  Sc  IL  g i gC.  Or 
par  la  maxime  d’ Archimède  ^ * 

K fC  eft  plus  courte  que  K ^ C.  Donc  K /,  qui 
eft  la’ moitié  de  K y C , eft  plus  courte  que  K g , 

<]ui  eft  la  moitié  de  K g C.  Ce  qu’il  l^oit  dé- 
montrer:. 

Corollaire. 

I L eft  vifiblc  que  ce  n’eft  que  la  même  chofe  fi  x l r, 
l’on  dit  que  de  toutes  les  obliques  qui  feront  me- 
nées au  meme  point  d’une  meme  ligne  de 'divers 
points  d’une  perpendiculaire  à cette 'Aligne  pris  du 
même  côté , celles  qui  font  mene'es  des  points  plus 
proches  de  la  ligne  où  tombe  l’oblique  Ibnt  les  plus 
courtes. 

Car  il  ne  ftiudra  alors  que  ti- 
rer d’autres  lignes  des  mêmes 
points  de  cette  perpendiculaire 
vers  un  même  point  de  l’autre 
côté  de  la  ligne  qui  coupe  cette 
perpendiculaire  également  diftant 
decettcperpendiculairc.  Si  je  veux 
mont®  , par  exemple  , que  la 
ligne  K /"eft  pluslongiiequeCy, 
je  n’ay  qu’à  prendre  le  point  E au- 
tant diftant  de  B,  qu’/  eft  aulli 
diftant  de  B , & tirer  les  lignes  I 
£nre  eufuite  la  demonlbation  pre 


Digitized  by  Google 


U6  NOUVEAUX  ELEMENS 


Avertissement. 


chofe  pour  juger  de  la  grandeur 
ues  de  les  confiderer  comme  me- 
ême  ligne  , ou  corn- 
ir- 


\ 


Cfi ST  la 
de  deux  lignes  e 
nées  du 

me  we»t  > 

feren:  fur  la  même  ligne , ou 
deux  differentes  lignes  : pour- 
veu  que  l'on  fuppofe  que  cha- 
que point  efi  également  dijlant 
de  la  ligne  à laquelle  on  me. 
ne  l’oblique.  Car  il  efl  "vifi. 
bit  qu'il  ny  a que  cette  difiante  qui  y faffe  quel, 
que  chofe. 

Il  ejt  vrai  qu’il  faut  fuppofer  pour  cela  que  fi 
Von  a d'une  part  la  ligne  x,'^  de  l’autre  la  ligne 
X,  qu'on  ileve  d un  point 
de  chacune  , comme  deh  ty 
d’m  , une  perpendiculaire  , 
ty  que  dans  chaque  perpendi. 
culaire  on  prenne  un  point 
comme  c n , qui  fait  de 
part  «y*  d’autre  également  di- 
fiant  du  point  de  la  feBion  h ^ m -,  (y  qu'on 
prenne  aujfi  dans  chaque  coupée  x ^ X un  point 
comme  f p > également  difiant  de  part  ey  d'au- 
tre  du  même  point  de  la  feBion  b m : les  obli- 
ques c f cy*  n P font  égates. 

Mais  la  vérité  de  cette  fuppofition  efi  naturelle, 
ment  connuëy  fi  onia  peut  contefier  de  paroles  * 
comme  les  Tyrrhoniens  ont  fait  voir  qu’iln’Marien 
qu'on  ne  puiffe  contefler  en  cette  manière  ; iTefi  cer- 
tain au  moins  qu'il  efi  impofftblek  tout  efprit  raifon. 
nable  d'en  avoir  intérieurement  le  moindre  doute  y ce 

Îui  efi  la  plus  grande  certitude  qu’on  doive  defirer 
ans  les  fciences. 

neanmoins  fi  on  en  veut  être  convaincu  par  une 

preuve 


m 


* 
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prtuve  grojjitre  materielle , on  peut  Je  fervir  de 
eeUe  dont  EaclideproHve  que  deux  angles  étant  égaux, 

ayant  les  c6te\  égaux  aux  c6te\,  It  ba%e  e(l  égale 
è laba\e  ; qui  e fl  qu’il  fait  mettr0cet  angles  V un  fur 
l’autre , en  forte  que  lesjyfjnémw  des  côte% Je  trou-- 
vent  enfemble  ; d'où  font 

auJJî  couchées  l’une  fur  l’autre , ce  qifon  appelle  en 
Latin  congrucre  , «p'  par  coufequent  égales.  Car 
on  peut  de  mêmes  icy  s'ima^ner  que  la  ligne  z efl 
touchée  fur  la  ligne  x,  en  forte  que  le  point  m ejl 
immédiatement  Jur  le  point  b,  cf  la  perpendiculaU 
re  fur  la  perpendiculaire  : D’où  il  arrivera  neceffai. 
rement  que  le  point  n fera  fur  le  point  c , le 
point  P fur  le  point  f,  ^ qu'ainfi  les  obliques  n p 
«P*  c f feront  couchées  l'une  fur  l'autre , & ainfi e«- 
tierement  égales. 

Voilà  ce  qui  peut  faiisfaîre  ceux  qui  aiment  mieux 
fe  jervir  dans  la  connoîfance  des  chofes  de  leur  im*^ 
gination  que  de  leur  intelligence  : ce  que  je  trouve 
fort  mauvais , parce  que  l’Efprit  fe  rend  par  là  iu.- 
capable  de  bien  comprendre  les  chojfs  fpirituelles. , 
s’accoûtumant  à ne  recevoir  pour  vray  que  ce  qu’il 
peut  concevoir  par  des phantômes  CP*  des  im’ages  cor^ 
porelles  : au  lieu  qu'il  y a beaucoup  de  chofes  que 
nous  Jçavons  très  certainement  , fans  que  nous  les 
puiftons  concevoir  par  l'imagination  -,  comme  quand 
je  dis  , Jcpcnfc  , donc  jeliiis  : nul  phantôme  ou 
image  corporelle  ne  me  peut  fervir  à me  faire  conce- 
voir ce  que  j’entens  par  ces  mots  , jcpcnfc  , je 
fuis. 


Egalité  dans  les  Lignes 

OBLIQ^UES. 

c B T T B (cule  propolîrion  arcc  (bn  corollaire  & x t V I ï. 
ravcrtiflèmcnt  nous  donne  moyen  de  prouver  facile- 
ment pIuHcurs  theorc'mes  touchant  les  lignes  obli- 
ques, Et  voici  premièrement  ceux  de  l’ègalitè  : 

I.  Theo> 


/ 
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L THEOREME, 

Des  trois  ligues  que  nous  avons  dit  le  devoir 
X l- V 1 1 r.  confîdefçf  dans  lignes^liques,  la  pctpendicu- 
lairc,  . & l’oblique 

meme  : dcuiTli^euvcnt  être  c'galesquelatromd- 
me  ne  le  foit  aulh.  Ainfi  i.  s’il  y a égalité  dans  la 
perpendiculaire  & dans  l’éloignement  du  perpendi- 
cule,  les  lignesobliques  font  égales. 

Soient  du  point  K de 
la  ligne  Kl  b,  qui  coupe 

fier^ndiculairemcnt  la 
igné  Z en  À ) menées 
les  deux  obliques  K m 
& K ».  La  perpendicu- 
laire étant  la  meme  , & 
par  conlcqucnt  égale  à 
loi-même  (\b  m , qui  eft  l’éloignement  du  per- 
pendicule  de  l’oblique  K j»,  eft  égal  à A »,  qui  eft 
réloignement.du  perpendicule  de  l’oblique  K »: 
K »»  & K » feront  égales.  Car  les  points  m 8c  n 
ne  peuvent  être  également  dinftans  de  è , l’un  des 
points  de  la  perpendiculaire  K b , qu’ils  ne  Ibient 
aulTi  également  diftans  de  tout  antre  point  de  cet- 
te perpendiculaire , & par  confequent  de  K,  Donc 
K w eft  égaie  à K ». 

I.  Corollaire. 


I 


jriix.  On  ne  peut  mener  d’un  point  à une  ligne  que 
deu  X lignes  égales . Car  on  n’en  peut  mener  qu’une 
feule  perpendiculaire.  Et  pour  les  obliques,  elles 
ne  peuvent  être  égales  que  les  deux  points  ou  elles 
coupent  cette  ligne  ne  foient  également  diftans  du 
point  où  tombe  la  perpendiculaire.  Or  il  ne  peut 
y avoir  que  deux  points,  l'un  d’un  côté  & l'autre 
• de  l’autre , qui  foient  également  diftans  de  ce  point. 

Car 
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Car  tout  autre  en  !cra  , ou  plus  proche  ou  plus  éloi- 
gné, comme  il  cftcvidciu.  Donc,  &c. 

J 

II.  Corollaire.  ' 

Il  eft  impoflüblc  qu’ur^pÂa^^oint  fort  e'galcmcnt  t. 
diftant  de  trois  poinrsdt.T.  . 

Ccftla  même  chofe  que  la  precedente  dilFercm- 
' ment  tfnoncdc, 

II.  Théo  RÉ  ME. 

S’il  y a égalité  dans  la  perpendiculaire  & dans  li. 
l’oblique , il  y a égalité  dans  l’eloignement  du  per- 
pendicule. 

Soit  fait  comme  devant.  Si  K i»  cfl  égalé  à K » , , 

E m fera  égalé  a B ».  Car  fi  m croit  plus  éloignée  de 
B que  n'cft  » , l’oblique  K»»  feroit  plus  éloignée 
delà  perpendiculaire,  & par  confequent  plus  lon- 
gue pat  la  propofition  principale  ; ce  qui  eft  con- 
tj»d’Hypotkcfc. 

III.  Theoréme. 

S’il  y a égalité'  dans  l’oblique  & dans  l’(flo;gne-  lu. 
ment  du  pcrpcndiculc , il  y en  a dans  la  perpeudieu- 
Jaire. 

Car  fi  la  per- 

fcndiculaire  de 
une  c'toit  plus 
grande  que  la 
perpendiculaire 
de  l’autre  , c’efl: 
comme  fi  des 
deux  obliques 
qui  fc  terminent 
en  m & » l’iinc 
defeendoir  du  point 

& l’autre  du  point  C plus  bas  que  k de  cette  mê- 

H me 
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nie  perpendiculaire  k B > de  forte  que  l’une  feroit- 
k & l’autre  c n. 

Or  fl  cela  c'toit , c n (croit  plus  petite  que  k 
tu  , par  44.  & « qui  dl  contre  l’hypo- 

tbefe. 


t OREME. 


Q_u  A N r>  il  n’y  a dgalitc  donnée  que  dans  l’une 
de  ces  trois  lignes , voici  ce  qui  eft  des  deux  au- 
tres: 

I.  S’il  n’yac'galitd  que  dans  la  perpendiculaire, 
le  plus  grand  éloignement  du  pcrpendiculc  donne 
la  plus  grande  oblique,  & la  plus  grande  oblique 
donne  le  plus  grand  éloignement  du  pcrpendiculc, 
C’eft  ce  qui  a été  prouvé  dans  la  proportion  princi- 
pale. 


V.  Theoréme. 

. 1.  S’il  n’y  aégalité  que  dans  l’éloignement  du 
pcrpendiculc,  la  plus  grande  perpendiculaire  don- 
ne la  plus  grande  oblique,  & la  plus  grande  oblique 
la  plus  grande  perpendiculaire  ; & alors  la  plus 
grande  oblique  eu  la  moins  oblique. 

il  y a deux  parties,  dont  la  première  aété  prou- 
vée par  le  Corollaire  de  la  propolition  fondamen- 
tale j & pour  l’autre,  elle  en  eu  une  fuite  éviden- 
te. Car  (i  deux  obli- 
ques fe  terminent  au 
meme  point  d’une  li- 
gne comme  K «,  & 
cftt,  & qu’elles  Ib  enr 
menées  de  deux  points 
diiFercns  de  la  meme 
perpendiculaircjcom- 
me  de  K & de  c : il 
eft  clair  que  c 1»  eft  Jî 

|>lus  couebée  fur  g»  B que  k m.  Or  c’eft  la  meme 
' ebofe. 
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cliole , (i  ayant  pris  « autant  diftant  de  Jb  cjue  1 cil 
t»  J on  tire  c » au  lieu  de  c m. 


VI.  Theoréme. 


S'il  n’y  a égalité' 

3UCS  , le  plus  grand 
onnera  une  moindre  perpendiculaire 
• moindre  perpendiculaire 
donnera  un  plus  grand  1 

éloignement  du  perpendi- 
cule.  Cela  eft  clair  par 
les  Théorèmes  precedens. 

Car  foit  la  perpcndiai- 
laire  k fi  fur  la  ligne  mn. 

Si  on  tire  l’oblique  C m , 

& qu’on  prenne  un  autre 
point  pluspre's  de  B,  com- 
me » : il  cil  vÜible  que  C 
tt  feroit  plus  courte  que 
C m par  1e  4.*  T heorc'me  ; 

Sc  par  confequent  afin 
qu’on  me'nc  à « de  qucl- 
<]ue  point  de  la  ligne  K B 
une  oblique  égale  à C m , 
il  faudra  la  tirer  d’un  point 
plus  éloigné  de  B que  n’tlt 
C , comme  de  K. 


s la  longueur  des  obli- 


perpcndicule 
8c  une 


S 

1 

fl 

K 

V 

C, 

/ 

\ 

A 

\ - 
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Avertissement. 

J E tieitf  riende  U diverfe  obliquité  que  lamême  ivr. 
ligneajur  les  deux  lignes  qui  peuvent  être  reciprtt^ue- 
ment  confiderées  comme  fa  perpendiculaire  cy  fon 
éloignement  du  perpendicule  , comme  C m fur  11  C 
fy  fur  fira;  car  cela  e[i  trop  facile  i juger  par  ce 
qui  eft  dit. 
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VII.  Theoréme. 

tTir.  Lors  que  deux  lignes  obliques  font  racne-s 
d’un  meme  point  fiir  une  mêmeligne,  ladiftauce 
des  deux  points  de  fcitioiiclt  égale  à la  diftancedu 
pcrpcndicule  -ir 

ne  plus  ou  moinsTa"  ^ 

diftancc  du  perpea- 
dicule  de  l’autre. 

Tlut,  fl  les  lignes 
font  inclinées  de  dif- 
ferent côté  ; moins , 
li  elles  font  incli-- 
*uc'es  du  meme  côté. 

Soient  menées  du 
point  K fur  la  ligne  ^Ics  deux  obliques  K»»  &K 
«,  inclinées  de  different  côte',  & une  autre  comme 
ÏC  P > inclinée  du  meme  côté  que  K »».  Il  effvHî- 
bleque  la  perpendiculaire  K B le  trouvera  entre  K»* 

& K » , maisau  delà  de  K w 8c  de  K P : & ainlî  la 
diltancc  entre  les  joints  de  fedion  mien  lcra  égale  à 
l éloignement  du*erpendicule  de  Kw  , qui  cft«» 

B , plus  l’éloignement  du  perpendicule  de  K » , qui 
eflB». 

Mais  fi  on  confidere  Ki»,  & K P,  inclinées  du 
meme  côté:  il  eft  vifible  que  la  diftanced’»*  5c  P, 
points  de  fedion  de  ces  deux  obliques,  eft  moindre 
que  l’éloignement  du  perpendicule  de  K »» , qui 
eft  « B , de  la  longueur  de  PB,  qui  eft  l’cloiguc- 
meut  du  perpendicule  de  l’autre  oblique  K P. 

y VIII.  Theoréme. 

IViiI.  Deux  lignes  obliques  inégales  entr’ellcs  & in-  ^ 
clinc'es  de  different  côté  étant  menées  du  même 
point  fiir  la  même  ligne  8c  deux  autres  obliques, 
dont  chacune  eft  égale  à chacune  desdeuxpremie- 
tes,  étaoc  aulli  menées  d’un  autre  point  fur  une 

même 


1 
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même  ligne,  & y étant  aulTi  iiKlinc'cs  de  ditïtrcuc 
côte:  fi  U diftancc  des  points  de  fedion  dcsdcnr 
premières  oblkiues  eft  égale  à la  diftancc  des  points 
dclcdion  des  deux  denucrcs,  les  deux  points  donc 
clics  font  menées  for^^M^ajcnc  diftr.ns  de  la  ligne  à 
, laquelle  elles  font  ni" 

’ Soient  fnr  la  ligfie  X mcne'es  du  point  K les  deur 
‘ obliques  K A & K d , & du  point  A deux  autres  obli- 
ques fcp  Sl  hq,  cnfortc  que  K A foit  égale  a hp, 
Sc  Kd  à hq,  &que  ies  points  b&L  dîbicnt  autant 
diftans  que  le  font  p & ^ ; je  disque  les  points  K ôc 
h font  egalement  diftans  de  laligneX;  ou,  eequi 
cftla  même  choie,  que  les  perpendiculaires  menées 
de  ces  deux  points  font  e'galcs. 

Car  la  diftancc  des  points  Ifôc  d ne  peut  être  égale  i 
la  diftancc  des  points 
pSeq,  que  les  cloignc- 
mensdu  pcrpcndiculc 
dcKi&  K-dpris  cn- 
fettblc  ne  foient  é-  ^ 
Çauxàccuxde^p&-J—  ^ 

Jb^pris  cnlcmblc  : ce  f ^ 

qui  ne  {croit  pas  fi  K c'toit  plus  éloigné  d’ Jfquc  fr. 
Car  alors  IC.  B étant  égale  À bp  auroit  fon  éloigne- 
ment du  perpendieuîe  pIuspetitqucnel’auroitÂp, 
puis  quelle  defeendroit  d’un  point  plus  éloigiKf  que 
ne  defeend  bp,  ( par  ^f»P-  ) de  mêmes  K d au- 
roitfon  éloignement  du  pcrpcndiculc  plus  petit  que 
tq-,  Etainlijcsdeux  cloignemens  du  pcrpcndiculc,' 
de  Ki  & de  K d pris  enfcmblc  fètoicut  plus  petits 
que  ceux  de  üip  & if»  y pris  enlèmble. 

Tsiapr  — 
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DES  LIGNES  PARALLE- 
LES. 

Prb  s avoir  farté  itt  lignet  droittt 

?'ui  fe  rtncowff/fnt  » fait  ptrpendicu- 
airemeni  , foii  obliquement , en  peut 
conftdertr  dans  les  lignes  une  autre pro' 
prie  té  toute  oppojée  , qui  efl  de  ne  fe 
rencontrer  jdmais  , en  d’être  toùjours  également 
difiantes  Lune  de  l'autre  , C?*  eefi  te  qu'on  ^ptUf 
des  lignes  paraMelef.  


PEU'X 
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DEUX  NOTIONS  DES  LI- 
. GNES  PARALLELES, 

• L’u»e  NEGy^B«^il^r  l’autre 

Posifi^T. 

Mais  ces  lig^ics  peuvent  être  confîderccsfclon 
deux  notions  dirFereutcs  , Tune  négative  & l’autïc 
politive. 

La  négative  cfl:  de  ne  (c  rencontrer  jamais , t]uor 
que  prolor.gees  à l'infinr. 

La  poiitivc , d’être  toujours  également  diftantes 
Tune  de  l’autre,  ce  qui  coniîftc  en  ce  que  tous  les- 
points  de  chacune  font  egalement  ddtans  de  l’au- 
tre ; c’tft  à dire  que  les  perpendiculiircs  de  cha- 
cun des  points  d’une  ligne  à l’autre  ligne  , font 
e'gales.  Et  il  cft  bien  clair  que  la  notion  négati- 
ve cft  une  fiaitc  ntccflâire  de  la  pofitive  > ne  Ce. 
pouvant  pas  faire  que  deux  lignes  fe  rencontrent 
h cjiles  demeurent  toujours  également  diftantes^ 
l’une  de  l’autre. 

C’eft  pourquoi  c’eft  avoir  tout  fait  que  d’avoir 
trouvé  des  marques  certaines  par  lefquelleson  puif^ 
fe  reconnoître  que  deux  lignes  lônt  parallèles  Ic- 
lon  la  notion  pofitivc , c’eft  à dire  qu’elles  foient 
tefement  difpofées  , que  les  points  de  chacune 
foient  également  diftans  de  l’autre  ; ce  qui  fup- 
pofe  toûiours  qu’elles  fbient  prolongées  autant  qu’il 
cft  necefl'aire , afin  que  des  points  de  l’une  on  puifte 
tirer  des  pcrpcndiailaircs  fur  l’autre.  ■» 

C’eft  cc  que  nous  trouverons  facilement  après 
' .avoir  établi  quelques  Lemmes. 
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AVERTISSEMENT 

POUR  LES  LeMMES  SUIVANS. 

J Lors  que  fuivans  je  compare 

iiverfes lignes  les  deux  mêmes,  jefup- 

pofe  toû jours  deux  thofes: 

L'une,  que  ces  coupées , dont  lune  fera  toù  jour» 
nommée  x l autre  x , ou  ne  fe  joignent  point, 
ou  fe  joignent  fmplement  fans  fe  traverfer  : c'efl 
à dire  qu’on  les  coufsdere  t où  jours  comme  n’ajaitt 
point  changé  de  côté  l une  au  regard  de  l'autre. 

L’autre , que  cet  coupantes  foient  enfermées  eu» 
tre  les  coupées  , e»'  f’f/?  aujfi  ce  que  j entent  dan» 
tout  ot  Livre  quand  je  parle  des  lignes  entre  parai' 
leles. 

î.  Lemme. 

IV.  Q U A N D les  deux  lignes  x & 2 font  coupéra 
par  b C perpeudiculaire  fur 
X & oblique  fur  Z , il  arrive 
trois  chofes  : 

1.  Que  toutes  les  autres  K I ' , 

' ligues  menées  de  Z perpen-  I * jç 

diculaircment  fur  x > font  C 

obliques  fur  Z. 

2.  Qu’elles  font  inclinées  fur  Z du  même  côte 
que  C b l’cft  aulfi  fur  Z , lequel  cqtd  j’appelle- 
rai K. 

3.  Que  les  perpendiculaires  lùr  Z (ont  obliques 
litr  X . & inclinées  fur  x du  meme  côté  que  C 
l’eft  fur  Z , c’eft  à dire  vers  K. 

Les  deux  premières  parties  (è  prouvent  enlêm-* 
bic  , & la  preuve  de  ces  deux  premières  emporte 
celle  de  la  3.® 
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Preuve  des  deux  premières 
Parties. 

Soient  pris  deux  points^^^iùr  la  ligne  Z > aux 


dcux-cpccz  de  d’où Z 

(oient  menees  f.S  & t 

P q perpendiculaire-'-  j 

meut  lür  la  ligne  * ; . 

ilfaot  prouver  cjn’cl- 

les  (èroM  oblitjucs  fur  — 

Z,  & inclinées  vers „ T Jj! 

K.  ' gel 

Soit  tirde  de  c uneperpen-  ^2» 

diculaite  fur  Z ; clic  fera  ver»  c 
K.  , & non  pas  vers  p , par 
V.  40.  Et  ainfi  le  point  où  \ • 

cette  perpendiculaire  tombera  K \ 

(ùrZ(êra  J 

on  le  meme  point  qae  /i  o e 

eu  au  delà  de  /I 
ou  entre  f Sc  k. 

i.«»Cas.  Sic’eft  le  même  point  que  f-.  c/dtant 
perpendiculaire  fur  la  ligne  Z , ^ / fera  oblique 
lur  Z > & inclinée  vers  K.. 

Cas.  Si  ce  point  , ç 

eft  au  delà  à’f , com- 
jne  en  d , alors  c N ^ 

coupera  fg.  Que  ce  V 

(oit  ai  «.  Donc  ë d ^ \ 

dtaht  perpendiculairg  ' ‘ 'i  ^ ■* 

fur  Z , tf  /■  ( qui  eft  la  ^ 

même  chofe  que  g f)  (cra.  oblique  fiir  Z , & iiv 
dinde  vers  ad,  & par  confequent  vers  K. 

3.e  Cas.  Si  d eft  entre  f ic  b : de  d menant  /f 
h perpendiculaire  fur  jr  , Ôf  de  A , A / perpendi- 
culaire fur  Z ; (v  h l (e  terkiine  ou  à / , ou  an 
delà  de  f,  on  prouvera  de  la  même  forte  que  dans- 

H J le 
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Je  premier  & dans  j '/i 

le  (econd  Cas , que  ! 

^/efl:  oblique  fur 

Z,&:  inclinc'c  versk.  \ v, 

Ec  (i  A / n’alloit  \ \ * 

pasiufqucsà  /*.  amfffS!^  \ \ • ■ 

• tireroit encore d'/,*^- i— J )L— . jf 

/«perpendiculaire  . ^ ^ ^ 

fur  JC  & d’«  une  perpendiculaire  l^r Z ^ juJqucs  àce 

qu’il  y en  ait  une  qui  ie  termine  à/',  ou  audelàd’yT 

On  prouve  de  la  même  forte  que  J ^ cft  obli- 
que fur  Z , & inclinde  u 

vers  K j eitcepte'  qu’on  b ^ — 

elevera  de  b une  perpen-  ^ 
diculairc  fur  la  ligne  Z , 
qui  coupera  la  ligtie  x au  JC 

delà  de  c>  par  V,  41.  Et  v 

ainfi  tombera  ou  à f.  oa  ^ i 

au  delà  de  q.  ou  entre  c ic  q. 

Ainfi  en  l’une  ou  l’autre  de  ces  trois  maniérés  ^ 
on  prouvera  que  p q ctt.  oblique  & inclinée  ver» 
K>  comme  on  l’a  prouve'  d'f  g. 

, Preuve  de  ea  troisième 
Partie. 

Elle  ett  comprife  dans  la  preuve  des  deux  pre- 
mières , étant  clair  que  toutes  les  lignes  qui  ont 
été  perpendiculaires  fur  Z , ont  été  obliques  for 
JC , & inclinées  vers  K. 

II.  Lemme. 

s T les  lignes  x & Z 
font  coupées  par  A c , per-  ^ 
pendiculairc  fur  x j & ' 

oblique  fur  Z , & incli-  „ 
née  vers  K : toutes  les 

lignes  menées  des  points  ^ ^ I ^ 

de  Z perpendiculaire-  « 

mçnc 
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ment  fur  x , feront  inégales  ; & Jes  plus  courtes 
feront  celles  qui  feront  vers  K > c’cll  à dire  vers 
le  côté  ou  la  ligne  ^ c ell  inclinée. 

Il  fufïira  de  prouver  que  h c étant  plus  vers  K 
que  / q , fera  neccflldrcroent  plus  courte  que 

^ Soit  menée  de  q , une  perpendiculaire  fur  Z } 
le  point  où  cette  perpendiculaire  tombera  > fera, 
ou  le  meme  point  que  A. 
ou  au  delà  du  point  k 
ou  entre  b Si  p. 

ï.^Cas.  Si  c’eft  le  meme  point  que  b:  be 
étant  perpendiculaire  fût  x*  > Si  b q oÙique  , b c 
fera  plus  courte  que  b q , 


( V.  ) Or  par  la  me- 
me raifon  q b étant  per- 
pendiculaire fur  Z , St 
y q oblique , qbeiï  plus  ' 
courte  que  q p.  ' 

Donc  & b c c(k  plus 
courte  que  q b y Sc  q b 
plus  courte  que  p q\  A c doit  êtfe  plus  courte 
P q.  Ce  qu’il  falloir  dememtrer.- 
2.<*Cas.  si  ce  point 
ell:  au  delà  de  A , 
comme  en  d : en  ti- 
rant q b y q b fera-' 
oblique  , mais  plus 
proche  delapetpen- 
diculaire  q d j que 
P q y Sc  pat  conlë- 
. quent  plus  courte 
c\\xe  P q..  (V.  44..) 

Or  Ac  eft  pluscour-- 
tc  que  q b y (V.36)  Donc  A c efl:  à plus  forte' 
raifon  plus  courte  que  p Ce  qu’il  falloit  dc- 
, montrer. 

3 r*  Cas,  Si  d le  trouv^entre  bSip\.  de  'on  tire- 
H 6 Ui 
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Tz  d f perpendiculaire  p 

fur*,  &d’/, /5pcr-  t ^ 

pcndiculairefùrZ,  & g. 

g fc  trouvant  ou  au 
point  i > ^pu  au  delà 
du  peint  b,  on  p:^ 
vera  comme  dans  le 
premier  & le  Iccond  f q 

cas  c]ue  i c cft  plus  courte  que  d f , laquelle  pat 
le  premier  cas  cft  plus  courte  que  p q y & pat 
conftquent  i c cft  plus  courte  que  p q.  Ce  qu’il 
^àlloit  démontrer. 

Que  f g n’alloit  pas  juiques  à i , on  tireroit 
d’autres  perpendiculaires  fiir  x , & puis  fur  Z , 
ju^ucs  à ce  qu’il  y en  eût  une  qui  allât  jufqucs 
àb , ou  au  delà. 

Donc  de  tous  les  points  de  Z les  pe^pendiculat- 
rcs  fur  X font  im'gales,  & par  confequent  tous  les 
point  de  Z' font  uiégalement  diftans  de  x > lors 
qu’une  meme  ligne  eftr  perpendiculaire  fut  x , & 
oblique  fur  Z.  , • ' 


Corollaire. 

y I,  C E S T.  vifîblement  la  meme  chofede  toutes  les 
lignes  perpendiculaires  àZ , & obliques  fiir  x , com- 
parc'escnfemblc. 

* » 

III.  Lemme. 

V 1 1.  En  comparant  une  perpendiculaire  fur  x > & 
oblique  liir  , avec  une  perpendiculaire  fur  \ Sc 
obliqué  liir  x ; fi  clics  ne  fc  croifent  point  > mais 
qu’elles  (bjent  toutes  fèpare'es  ♦ elles  font  ncccirai- 
remciit  inVgalcs  , & la  plus  courte  eft  celle  qui 
eft  plus  vers  le  côté  vers  lequel  elles- font  iucli- 
uc'es. 

Soienr/g perpendiculaire  fur q[,  & oblique  fiirXi 
&-P  q perpcudiculaite  fur  x>  de  oblique  fur  ^ & 

que 
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qtie  leur  iiiclmation  foie 
■vers  k } je  dis  que  / g » 

^ui  eft  plus  vers  k , cft  I» 
plus  courre. 

Car  eu  dlevanc  de  g> 
gh  perpendiculaire  fur  x.' 
ic  oblique’fur  5[  : «par  le 
Lename  prccedciug  llilcra 
pluscomte  quepq-,  orgjf  étant  perpendiculaire  fur 
îç  , elle  eft  plus  courte  que  g h , qui  eft  oblique 
fur  la  meme  3^  ; & par  coulêqucnt  /g  eft  plus  courte 
que  P q. 


IV.  Lemme. 

Deux  lignes  enfermées  ne  le  croilânt  point , v 1 1 1. 
ne  fçauroient  erre  égales , & étte  chacune  perpendi- 
culairc  fur  quelqu’une  des  enfermantes  > qu'elles  ne 
le  Ibient  fur  toutes  les  deux. 

Car  lî  l’une  étôit  perpendiculaire  fur  *,  & obli- 
que lùr^,  elle  lèroit  inégale  à l’autre  > ou  pat  le 
fécond  Lemmcj  fi  l’autre  étoit  aufli  perpendicu- 
laire fur»:  ouparlctroifiéme,  fi  l’autre  étoit  per- 
pendiculaire  fur  Z,  Il  faut  dionc  pour  être  .égales 
qu’elles  foient  perpendiculaires  fur  l’une  & fur  l’au- 
tre  des  enfermantes. 


V.-  Lemme. 

Si  une  ligne  enfer- 
mée eft  perpendiculaire  à 
l’une  & à l’autre  des  en-  ^ 
fermantes , toutes  les  li-  ^ 
gnes  menées  de  quelque 
point  que  ce  fbk  d’niie 

enfermante  perpendicu-  

lairenicnt  fur  l’autre  le- 
ront  égales  à cette  enfer- 
mée , Sc  par  coufequent  cntr’cllcs. 

H 7 


k 
h 
> 


»x, 


Soie 
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Soit  A/’cnfermcc  entre  les  ligncsi[&x,  & per- 
pendiculaire à l’une  & à l'autre  : & de  c point  quel- 
conque de  Z foit  mene'c  c g perpendiculaire  fur  x-,  h 
f&ic  g (eront  c'galcs,  fi  ou  ne  peut  rien  retrancher  • 
de  A/,  ni  y rien  ajouter,  que  bfSc  c g nefoieuc 
iiK'gales.  Or  cela 

Car  fl  de  P , point  quelconque  au  dclTous  de  & ■ 
dans  b fl  on  tire  p c , cette  ligne  p c coupera  obli- 

Suement  bf , puifque  pat  l’hypothefe  c b ( partie 
eZ  ) coupe  perpendiculairement  bft  & que  d’un 
meme  point  on  ne  peut  tirer  qu’une  feule  perpendi- 
culaire a la  meme  ligne. 

Donc  par  le  fteoud  Lemmc  p f ( c’eft  à dire  t/ 
rctranchcfc  de  quelque  choie  ) & c ^ font  inéga- 
les. 

Ce feralamêmcchofefi  on  allongcoiti/dequoi 
quece  fur.  Car  fi  du  point  h au  dellûs  de  b , bf 
«ant  prolongée,  on  tiroit  h c,  cette  ligne  par  la 
même  raifon  couperoit  obliquement  b f prolon- 
gc'e. 

Donc  par  le  fécond  Lemmc  è/ prolongée  feroic 
encoreincgaleàcg’. 

Donc  on  ne  fçauroit  rien  retrancher  de  A/,  ni 
y rien  ajouter , que  bf&c  cgne  fpient  inégales. 

Donc  elles  font  égales. 

VI.  Le  MME. 

Si  une  ligne  eft  perpendiculaire  à deux  li- 
gnes , toutes  les  lignes  perpendiculaires  à Tune 
de  ces  lignes  feront  perpendiculaires  à toutes  les 
deux. 

Car  s’il  y en  avoir  une  feule  qui  fût  perpendiculaire 
fur  l’une  & oblique  fur  l’autre,  il  s’enfuivroit  par 
le  premier  Lemmc  que  toutes  les  autres  lignes  per- 
pendiculaires à l’unceic  ces  deux  lignes  feroient  obli- 
ques fur  l’autre. 

Donc  s’il  y en  a une  feule  qui  fort  perpendiculaire 

à 
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à toutes  les  deux  , il  faudra  iiecellaircment  c]uc 
toutes  celles  qui  font  perpendiculaires  à l’une  des 
deux  enferrnantes  le  Ibicnt  à toutes  les  deux  , &par 
con/cquent  qu’elles  foient  toutes  égales  par  le  Lenv 
lue  precedent. 

' .1» 

VII.  Lemme, 

Deux  lignes  ne  Ce  traverfant  point , tous  les 
- points  de  chacune  font  également  di(f  an  s de  rautec, 
ou  tous  inégalement  di-  ^ 

ftans.  Car  menans  d’un  i — - 

point'  de  Z , b c perpen- 
diculaire hir  *:  fi  i c eft  ‘ « 

aufli  perpendiculaire  fur  ' -nr 

Z J de  quelque  point  de  ^ 

Z qu’on  mene  des  perpendiculaires  fur  x elles  lcronc 
égales  à bc  parle  5®.  Lemmc  ; 8c  ce  fera  la  même 
choie  de  quelque  point  d’ x qu’on  mene  des  perpen- 
diculaires fur  z.  r 

Que  fi  au  contraire  A c eft  oblique  fur  z , toutes  le* 
perpendicul.'iires  des  points  de  z fur  * feronrineM- 
Jes,  ( 5.y«/r.  ) & par  confequent  tous  lespointsdcz 
inégalement  diftaiis  d x.  Et  il  en  fera  de  même 
des  perpendiculaires  fiir  z menées  des  points  d’x  > 
qui  par  la  même  railon  feront  toutes  inégales  en- 
tr’clles.  Et  par  confequent  aulli  tous  les  points 
d’ X feront  inégalement  dillans  de  z- 

Mais  remarquez  que  je  ne  dis  pas  qu’un  point  d’x 
ne  puilTe  être  aufii  dillant  de  z qu’un  point  de  zeft 
diftantd’x,  mais  feulement  que  tous  les  points  d’x 
font  inégalement  diftansdez,  & tous  les  points  de 
Z inégalement  dilhns  d'x. 
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VIII.  Lemme. 

jj  J J S r deux  lignes  mcne'es  d'un  même  point  fonfîn. 
elinc'cs  l’une  fur  l'au- 
tre , tous  les  points 
Je  chacune  font  in<*^*' 
gaiement  diftans  de 
Tautre  > & les  plus 
courtes  perpendicu- 
laires des  points  de 
chacune  fur  l'autre 
font  celles  qui  font  les  plus  proches  du  point  de  j« 
fe<5Hon. 

Car  on  ne  peut  tirer  d’un  point  de  Z une  perpetu 
diculairc  for  x > qu'elle  ne  foit  oblique  for  Z,  par 
V.  57.  Dont  tout  le  relie  foit  par  le  focoud  Lcm- 
mc. 

TROIS  PROPOSITIONS 
FONDAMENTALES 

DES  PaRALLEIESi, 

Ter  Lmmes  ionnent  trois  marques  ctftaîntS 
four  reconnaître  fi  deux  lignes  font  parallèles  félon  U 
notion  pofitive , c e(î  à dire  fi  tous  les  points  de  chit- 
tune  font  également  diflans  de  l'etutre } ce  qui ^et4 
les  trois  Tropofitionsfuivantes, 

I.  Proposition^ 

JJ  Si  deux  lignes  font  coupe'es  par  une  ligne per- 
pcndiculaireà  l’une  & à l’autre,  tous  lespointsde 
chacune  font  e'galement  diflans  dc'l’autre , & par 
coufequent  elles  font  patalldcs.  5 . & 6*.  Lemincs. 
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II.  Proposition. 

s I dmx  points  d’une  ligne  (ont  également  di- 
fl^ns  d’une  autre  ligne,  tous  les  points  de  chacune 
/ont  paiement  diltans  de  l’autre,  &par  coufèquent 
elles  font  parallèles  4.  & 5«.  Lemnaes. 

Soient  6 Sc  c deu:: 

Îioints  de  la'ligneZéga-  i C ^ 

ement  diftans  de  la  li-  ' ' 

gne  X ; ifSe  c g per- 
pendiculaires fur  af  fè- 
ront  égales.  f g 

Donc  elles  feront  auffi  peipendiculaires  fût  Z , 
parle  4‘.  Lcmme. 

Donc  toutes  les  antres  lignes  mc'nées  des  points  de 
Z perpendiculairement  fur  x feront  aufïï  perpendi- 
culaires fur  Z , & e'galcs  à ces  deux-là  ( par  le 6'. 
Lcmme.  ) Et  il  en  fera  de  même  de  celles  qu’on  mc- 
ncta  des  points  d ’*  perpciîdiculaijcmcnt  fur  Z . 

III.  Proposition. 

Deux  lignes  ne  fe  croifànt  point  & étant  enfèr- 
tnées  entre  deux  lignes , ne  fçauroient  être  égales  & 
être  perpendiculaires,  I*une  fur  une  des  enferman- 
tes & l’autre  fur  l’autre,  qu’elles  ne  le  fbicntchacu- 
ne  fur  toutes  les  deux  ( par  le  4*.  Lcmme  , ) & que 
par  confequent  ces  lignes  eufermantes  ne  foient  pa- 
rallèles ( par  le  6'.  Lemme. } 

I.  COP.OLLAIRE. 

Toute  s ^s  perpendiculaires  entre  deux  pa- 
rallèles font  égales  : car  c’efl  cela  même  qui  les  rend 
parallèles. 

II.  CorollairS. 

Les  obliques  entre  parallèles  font  plus  longttcs 

que 


XIV. 


X w 


XVI, 


XVII. 


V4. 
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que  les  perpendiculaires.  Car  chaque  oblique  eft 
plus  longue  que  là  perpendiculaire,  (V.  36.)  & 
toutes  les  perpendiculaires  font  égalés. 

PROBLEME. 

ai  V 1 1 1.  Mener  par  un  point  donné  une  parcllele  à une 
ligne  donnée. 

Soit  la  ligne  donnée  &le  point  donne  on- 
peut  en  dîvetles  maniérés  mener  par  le  point  4 une 
' parallèle  à x. 


Première  Manière. 

h' 


Du  point  h mener  lut  x^ 
fa  perpendiculaire  A/";  & - 
mener  par  h une  perpendi- 
culaire fur  h f , comme 
peut  être  m b,  elle  fera  - 
parallèle  à x ( par  la  v* 
propofidon.  ) 


/ 


Seconde  Maniéré. 

» 

Ayant  mené  de  b fur  x la  perpendiculaire  h /,  en 
élever  une  autre  d‘un 
autre  point  quelconque  c b 
d’x,  commege:  lapre-  ~ 

liant  égale  2.  b-  f -,  & 
joignant  les  points  c & 
b,  c i fera  parallèle  à X , 
parla  i.'*'  propofition. 


g*  / 


Troisième  Maniéré  plus  cauK- 

TEETPLUSFACILE. 


Du  point  b tirer  fur  x une  oblique  quelconque, 
comme  id.  Du  centre  d,  interv^ie  d , decri- 
i«  l’arc  b K qui  coupe  x eu  K.  Puis  du  centre 

b y 
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h,  intervalle de-  ^ 

crirc  une  portion  de  — . 

circonférence  dans  la-  1\  | / 

aaelle  on  puilîê  pren-  \\  j X I \ \ 
dre  Tare  î c > égal  à \\  j ^ | \\ 

Tare  b K ; la  ligne  c 6 ! Ü — -jc 

(cra  parallèle  à K > d K 

c’eft  à dire  à x. 

Car  les  deux  arcs  AK , 8c  d c , e'rant  égaux  8c 
de  cercles  égaux  , les  cordes  de  ces  arcs  feronc 
égales.  i 

De  plus  h c,  8c  *T  K , font  égales  auflî , parce 
que  ce  font  rayons  de  cercles  égaux. 

Donc  d b étant  égale- à elle  mémCj  Icstroisli- 
gnes  d’une  part  d A , de,  cA,  & les  trois  de  l’au- 
treAd,  AK,  d K font  égales  chacune  à chacune. 

Donc  le  point  d e(l  autant  éloigné  de  la  ligne  c A , 
que  le  point  A de  la  ligne  d K , par  V.  s 8. 

Donc  les  perpendiculaires  de  d fur  c A , & de 
A lùr  d K , font  égales. 

Donc  c A & d K font  parallèles  par  la  3.'  pto- 
poiîtion. 

I.  Théorème., 

D * tj  X lignes  ne  (çauroient  être  parallèles  à une  * * 
troifiéme,  qu’elles  ne  le  foient  entr’ellcs. 

Si  X & font  chacune  pa- 
rallèle à.  y r elles  le  font  X 

encr’elles.  Car  foit  élevé  ’ 

d’un  point  d’x  une  pcrpeii-  f 

diculaire  qui  coupe  y 8c  o', 

elle  coupera  perpendiéulai-  a 

rcment  y , parce  que  * & 
y font  parallèles.  Et  étant  perpendiculaire  for  j», 
elle  le  lera  aufli  for  ^ , parce  quj  & fonrj>aral- 
lelcs. 

Donc  X 8c  ^ auront  une  même  perpendiculaire. 
Donc  elles  feront  parallèles , ( i^.Sxp..  ) 

COROL- 
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Corollaire. 

On  ne  fçauroit  faire  palTer  par  le  meme  point 
deux  differentes  lignes  qui  fotciit  parallèles  a une 
même.  Car  il  faudtoit  par  le  Théorème  prece- 
dent au’cllcs  fijfl'ent  parallèles  cntr’clles,  cequieft 
abfurde,  puis  qu’elles  auroient  un  point  commun  > 
& qu’il  cft  de  l’clTcuce  des  parallèles  de  ne  fe  ren* 
contrer  jamais. 


II.  Theoréme. 


XXI. 


Les  également  inclinées  entre  les  memes  paral- 
lèles font  égales , & les  égales  font  également  in- 
clinées. 

h 

X 


Soient  les  parallèles 
x8cy.  Soient 
Cf  egalement  incli- 
nées entre  ces  paral- 
lèles. Soient  menée  s 
de  & & de  c les  per-  / Ÿ ^ ^ 

pendiculaires  & c j •,  ces  perpendiculaires  font 
égales.  Donc  afin  que  '■  fSc  c g foient  également 
inclinées  , il  fout  que  le.-:  éloignemens  du  perpen* 
àioiïefp  &C.  g q foient  égaux  : or  cela  c'tauc>  les 
obliques  font  égales  par  V.  48. 

Et  par  la  même  raifon  les  obliquesi/’&  cg'étant 
égales , & les  perpendiculaires  bp&ccq  égales  auffi» 
les  éloignemens  du  perpendieuîe  f p g q foront 
égaux  , ( V.  51,  ) Donc  ces  obliques  égales  fotoot 
également  inclinées. 


III.  Theoréms. 

» 

2 J,  J J Les  plus  inclinées  entre  les  mêmes  parallèles 
font  les  plus  longues  , & les  plus  longues  font  les 
plus  inclinées  -,  cela  fè  prouve  de  la  même  forte 
par  V.  53. 


IV.  Théo 


g 
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IV.  Theoréme, 

Lors  que  deux  perpcudiculaires , ou  deux  obli* 
<5ues  également  incii-  ÿ c 

nées  du  même  côté , i *' 

4X)Upcnt  des  parayeles: 
les  portions  de  ces  pa- 
xelleles  comprîtes  en." 
tre  ces  lignesfont  éga- 
les. 

1.  Cela  cft  clair  pour  les  perpendiculaires.  Car 
hcSc  f g font  chacune  perpendjculairc  aux  deux  b 

fie  cg,  & par  confequent  égales  par  le  cinquième 
Lemme. 

2.  Si  ces  deux  Coupantes  (ont  ég^cment  obli- 
ques du  même  côté  , 
comme  b d Sec  k i je  x 
dis  que  tc&d^fè  trou- 
veront aulÏÏ  être  éga- 
les. Car  tirant  les  pet- 
•pcndiculaires 
par  le  premier  cas  b c cil 
^ale  à /■?. 

Ord/eilégalcàkg,  parce  que  ces  obliques  (ont 
fuppofées  également  inclinées.  Donc  a;outanr/k 
i l une  & à l’autre , d k {ètz  égale  à />.  Donc  d 
k eft  égile  à b'ç  , qui  cft 
égale  à fg.  Et  il  n’im- 
porte que  les  lignes  fuf- 
lènc  /î  proches  que  les 
éloignemens  du  perpen- 
dicul  le  entreroieiit  l’un 
dans  l’autre,  comme  en 
cette  figure. 

' Car  fg. 

Donc  ôtant  kf  de  l’un  & de  l’autre , 

conlcquer tzbe. 

V,  Thïo- 


d Kf  g 


X X n tT 
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V.  Thé  o RÉ  ME. 

XXIV,  LïS  obliques  «également  inclinées  du  même 
' côté  entre  parallèles 

font  parallèles  elles-  x 
mêmes. 

Soient  comme  de- 
vant b d Se  ck  égale- 
ment inclinées  entre  les/  “ 
parallèles  x Se  y.  Soit  ^ ^ 

menée  l’oblique  ik. 

biZ^  kc.  Par  l’Hypothelè  & le  Theo- 
xéme. 

dkZi  cb.  Par  le  Théorème  precedent. 

bk^  kb.  C’eft  à dire  à foi-méme. 

Donc  par  V.  58.  les  perpendiculaires  de  k furid 
& de  tfur  c k font  égales.  Doue  les  lignes  bdk 
c k Ibnt  parallèles  par  1 5 . S. 


VI.  TheorÉme. 


XXV. 


Lis  inégales  entre  parallèles,  quoi  Qu’inclinées 
du  meme  coté  , ne  peuvent  être  parallèles  , non 
plus  que  les  égales  qui  font  inclinées  de  divers  co- 
tez. Car 

I.  Suppofons  que  bd  Se  c /centre  les  paraîleles  x 
& J)  foient  inégales. 

Soit  tirée  de  C , C k 
égale  à.  bd  , Se  incli- 
née du  même  côté  que 
b d,  parle  ^Théorème 
précèdent  b d Se  C k 
l'ont  parallèles.  Donc  d f h k Z 

bdSeCb  ae  peuvent  pas  être  parallèles,  par  ao.S. 


a.Ou 
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2.  On  prouvera  de  ^ 
la  même  ferre  que~ 
b d&cCq  étant  égales,  ’ 
mais  incüne'es  de  di- 
vers cotez  , ■ ne  (au- 
xoient  être  parallèles,'” 
parce  que  C k égale  " ^ î 

Æufli  à fc  d , maisinclinée  du  même  côte' , lui  cft 
parallèle. 

VII.*  Theoréme. 


Q.V  A T R s lignes  ne  (è  joignant  qu’aux  extré-  x x v i"" 
tnitez  , fi  les  oppofe'es  font  égales  elles  font  pa- 
rallèles. 

Soient  les  quatre  bgnes  bC,  dk,  id,  Ck; 
ayant  tiré  l’oblique  ik; 

d k ^ bc.  Par l’Hypothe- 

fo. 

b dz:i  ck.  Par  la  meme 
Hypothefe. 

J?  k^  kk  C’eft  à dire  éga- 
le à foi-méme.  d k. 

Donc  par  V.  58.  les  perpendiculaires  de  i fiir  d 
k , & de  ^fer  £c,  font  égales.  Donc  b c ^d  k 
font  parallèles  par  1 5.  S. 


VIIL  Theoréme. 

Q.O  A T R E lignes  ne  fe  joignant  qu’aux  extré-  xxviU 
mitez  , fi  les  oppofées  font  parallèles  elles  font 
«gales. 

Soit  feit  comme  auparavant  ; bc  dk  font  pa- 
rallèles. Donc  d & c f qui  (but  entre  ces  parallè- 
les ne  Içauroient  être  elles-mêmes  parallèles  qu’el- 
les ne  foient  égales  & inclinées  du  même  côté 
parle  fixiéme  Tbcorcme.  Donc  elles  font  égales. 

Mais  étant  égales  & iiaclinées  du  même  côté  , 

les 


1 


XX  y II  ri 


rxix.‘ 


XXX. 


. '■  1 

i 
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Ies>  portions  des  parallèles  qui  l'ont  comprifes  en-  j 
tre  CCS  lignes  font  dgalcs  par  le  4.*  Tbcoréme.  Donc 
b e Si  d k Ibnt  e'galçs. 

N 

IX.  Theoréme. 

Qu  A T R E lignes  ne  (è  joignant  qu’aux  extré-  ‘ 
mitez,  fi  deux  des  oppolecs  font  patallclesSc  éga- 
lés , les  deux  autres  oppofe'es  font  aufli  parallèles 
& dgales. 

Si  dK.  font  parallè- 
les & dgalcs  5 doue  les  per- 
pendiculaires b f Se  K g font 
dgales  i Se  b g dgale  if  K , 
par  1}.  Sup. 

Donc  d/e'galeà^C.1. 19. 

Donc  b d Se  ne  ibnt  dgales , 
par  V.  48. 

£t  parallèles  par  14.  & ±6.  Sup. 

X.  Theoréme. 

, \ 

Les  lignes  qui  enferment  des  parallèles dgales, 
font  parallèles  elles^ncmes.  On  le  prouve  de  la 
meme  forte. 

• ■ 

Corollaire. 

Les  lignes  (^ui  enferment  des  parallèles  inégales 
ne  fçauroient  être  parallèles. 

Car  fi  les  parallèles  bC  - 2 

^ f g i enfermées  entre 
X & 2 , étoient  inégales  *7'^/  ^ 

E)renant  g K égale  à i C , / / 

a ligne  b K.  par  le  Theoré- ' / — ic  . 

me  precedent  eft  parallèle  C g 
à X.  Donc  X n’cfe  pas  parallèle  à Z , parifÿ'.  fup. 


XI.Thïo- 
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XL  Thior^me. 

Qv  AND  une  ligne  en  coupe  deux  oblique-  x x i r, 
ment , & qu’elle  cît  inclinée  fur  chacune  du  mê- 
me côte' , toutes  les  parallèles  à cette  coupante  cn- 
ièrmêes  «ntre  ces  deux  memes  lignes  font  inéga- 
les : & les  plus  courtes  font  celles  qui  font  vers  le 
côté  vers  lequel  cette  première  coupante  étoit  ia- 
incline'e.  , 

Soient  X in  2-,  coupe'es  l’une  & l'autre  oblique, 
ment  par^c , inclinée  vers 
K ; je  dis  que  f g p q ^ 
parallèles  a ù t ■,  Sc  enft-r- 
me'es  auffi  entre  je  & 2,  Ce- 
ront  inc'gales  : ôc  f g plus 
proche  de  K fera  la  plus 
courte  , & la  plus  lon- 
gue. Car  loit  menée  Z n , 
perpendiculaire  fur  les  trois 
parallèles , & x T de  mêmes  perpendiculaire  fur  tou- 
tes les  trois  : par  le  8.'  Lemme , / *e(t  plus  cour- 
te quc^i»,  queps;  & de  memes  r 5 plus 

courte  que  le,  &.  le  que / q. 

Or  (par  i5.yi(p.  ) j>,  w /,&  font  égales. 

Donc  ( par  1.  Z I . ) f g di  plus  courte  que  bc , Sc 
icquep.^-.  Ce  qu’il  falloir  demoiurerj 

L Corollaire. 

Il  s’etifuit  delà  , i.  Que  deux  lignes  coupées  ^ j ^ j j 
par  une  hgne  qui  coupe  toutes  les  deux  oblique- 
ment , & qui  eft  inclinée  fur  chacune  du  mê- 
me côté  > ne  Içauf oient  être  parallèles.  (30. 

) 


I II.  Co- 
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II.  COROXLAIRE. 

•XXX  II  r.  Q.UE  CCS  lignes  fc  r’approchant  toujours  vers 
le  côté  vers  lequel  cette  coupante  cft  inclinée  ., 
étant  prolongées  de  <c  côté-là  , fc  rcncontrcronc 
à'iafui.  y. II. 

XII.  TjîEORÉMÇ. 

I ' 

'De O X difFerentes  lignes  fe  joignant  en  un  nsê- 
me  point , les  perpendiculaires  (iir  chacune  de  ces 
lignes  fe  rencontreront  étant  prolongées  du  côté 
qui  regarde  la  concavité  que  font  ces  lignes  jointes 
à un  meme  point. 

•Soient  les  deux  lignes  K 
2 Se  K X , dont  K 2 foit 
cpnpce  en  g , perpendieu-- 
lairement  par  / ^ , & K -* 
coupée  en  c perpendiculai- 
rement par  éc.Soicnt  joints 
les  points  g Sec-,  il  cft  clâc 
que  g c cft  oblique  tant  fur 
/ g que  Cutbc,  Se  inclinée 
fiir  l’une  & fur  l'autre  vers  : 

Donc  elles  fe  rencontreront. étant  prolongées  de 
ce  côte  là , pr  ^ 3.  /îtf. 

XIII.  Theoréme. 

Deux  lignes  fc  joignant  2 
perpendiculairement,  les  per-  , ^ 
pendiculaircs  fur  l’une  & fur  " 
l’autre  fe  joindront  aufti  per- 
pendiculairement. ^ 

. Soient  K Z & K * perpendi-  . g 

CnlaircSjfi.A  c eft  perpcndiculai* 
re  liir  K Z , elle  cft  parallèle  à K * > par  1 3 ./«p. 

Donc  g f ne  peut  être  perpendiculaire  fur  K x » 
qju’cUc  un  le  foit  aufli  fur  te. 

NOU- 
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DES  LIGNES  TERMINEES 

A UNE  CIRCONFERENCE, 

' Oît  il  tfi  pttlé 

DES  SINUS, 

Et  de  U Proportion  des  ^rcs  de  divers 

Cercles  à leurs  Circonférences  , du  \ 

Pardllelifene  des  Lignes  Circulaires, 

* 

U sqjü  E s îey  nous  avons  confdfré  Us 
lignes  droite!  entant  quelles  font  ter- 
minées là  d autres  lignes  droites  , ou 
^ qu  elles  leur  font  parallèles.  Kous  les 
' confiderons  maintenant  entant  qu  elles 
font  terminées  à quelque  point  d'une  tirconference. 

" - 1 1 O# 
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Onles peut  difiingHtr  par  les  iiverfes  fituationsdu 
feint  doh  elles  font  menées  h la  circonférence.  Car 
^e  point  efi 

J . Oh  dans  la  circonférence  mêtne^ 

}2 . Oh  HH  dedans  du  cercle  « 

3.  Ou  an  dehors. 

1.  Quand  il  eft  dans  la  circonférence  même  , ce 
font  les  lignes  qui  font  menées  d'un  point  delacir- 
conférence  à unautre point  delamême  circonférence  j 
Et  ce  font  celles  que  nous  avons  déjà  dit  s'appeller 
des  cordes. 

2.  (fuand  le  peint  au  dedans  du  cercle  > ft  ce 
feint  ejlle  centre,  ce  font  des  rayons.  Mais  fi  ce 
n'efl  pas  le  centre , on  les  peut  appeller  des  Tccantes 
intérieures.  . 

3 . Et  quand  ce  point  efi  hors  le  cercle  : eu  ces  lignes 

.entrent  dans  le  cercle , le  coupant  dans  fa  convexi- 
té c>‘  étant  terminées  h fa  concavité  t ou  elles 
n’entrent  point  dans  le  cercle-,  alors  elles  font  tel- 

les , que  fi  on  lesprolongeoit  elles  y entreraient , cf 
tant  teUes-ld  que  celles  qui  y entrent , peuvent  être 
jtppellées  des  lecantes  extérieures. 

Ou  bien , quoi  que  prolongées  ,*Ue  s n'entrent  point 
dans  le  cercle-,  ce  font  celles  Ih  que  l'on  dit  tou- 

cher le  cercle , ey*  que  l'on  appelle  pour  cette  raifon 
.des  tangentes.  . 

Mais  parce  que  les  deux  derniers  genres , hors  la 
derniere  efpece  du  quiefi  des  tangentes , peuvent 
^être  compris  dans  les^  mimes  propofitions  , nota 
geufermerons  tout  cela  en  } fe&ions.  Dont 

La  fera  des  cordes. 

La  2.^*  des fecantes  intérieures  ^ extérieures. 

La  des  tangentes.  ^ '* 

Et  nous  y en  ajouterons  une  4.»  qui  fera  du  pO^ 
sralkelifine  des  lignes  circulaites. 
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PREMIERE  SECTION. 
DES  CORDES^ 

Premier  Theoréme. 

Tes.  lignes  droites  qui  coupcntjcs  cordes  pca- 
vcm  avoir  trois  conditions. 

La  I.'*  De  les  couper  per- 
pendiculairemcnt. 

La  De  les  couper  par 
la  moitié'. 

La  3.»  De  pa/Ièr  par  le  cen- 
tre. 

Or  deux  de  ces  conditionr 
dtant  données  , dunucac 
la  3 .«■ 

C’eft  à dire  ; 

1.  Si  elles  coupent  les  cordes  perpendiculairetnent 
& parla  moitid,  elles  paflent  par  le  centre. 

2.  Si  ellercoupent  les  cordes  perpendiculairement 
& qu’elles  padèni  par  le  centre , elles  les  coupent 
par  la  moitid,  ’ 

3 . Si  elles  les  coupent  par  fa  moitié  & qu’clfèr: 
paflent  pat  le  centre  , dlcs  les  coupent  perpendi- 
culairement. 

Soient  pour  touslcscasleccntreC , &lacordcw 
jr,  coupée  par  f Çi 

Preuve  bu  PREMIER  Cas, 

^ > dtant  perpendiculaire  à mn , la  coupe  par 
13 moitié;  lepoint^eft  également  didant  des  ex- 
trémités de  la  coupée  mSe  h.  Donc/ g étant  pro* 
Jongee  doit  contenir  tous  les  points  de  ce  plan  éga- 
I^ent  diltans  d'm  Sc  try  par  V.  42.  Or  le  centre 
fft  un  de  ces  points  : • Donc  il  le  doit  trouver 
I } dans 
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dans  / g prolongée.  Ce  qu’il  falloir  dcmoii- 
trer. 

Preuve  du  second  Cas. 

Si  fg  coupe  perpencUculaircmenc  mn  , Sc  qu’e'- 
taiu  contmuc'c  elle  pall'e  par  le  centre  , il  y a un 
point  dans  cette  ligne  , lavoir  le  centre , qui  clt 
egalement  dillant  d'nt  & «.  Donc  tous  les  autres 
poilus  de  cette  ligne /g  , dont  l’un  eft  le  poiht 
de  la  lésion  , font  également  dilfans  d’m  & n, 
(par  V.  )i.  & ji.)  Donc  m.»  cft  divifee  par  la 
moitié.  ■ • 

Preuve  DU  TROISIÈME  Cas. 

si  f g divilîuit  m « par  la  moitié,  étant  proion* 
gée  pall’e  par  le  centre,.  il”y  aura 'deux  points  dans 
cette  ligne  , (çavoir  le  point  de  la  feéiion  , & Js 
centre,  également  diftans  d'w  & ».  Donc  / ^ eft 
perpendiculaire  à m »,  par  V.  , 

■ “r 

I.- Corollaire.  • 

. . » '.s  *•  ’ 

A y A N T trois  points  d’une  circonférence  , on 
* a toute,  la  circonférence. 

Car  qui  a un  point  de  la  circonférence  & le 
centée,  l’a'  toute  entière,  par  V.  iz. 

Or  qui  a trois  poinfs  de  la  circonférence  , en  a 
le  centre.  Ce  qui  fc  prouve  de  cette  lotte; 

Il  eft  clair  que  ces  trois  points 
ne  peuvent  pas  être  dans  la  mê- 
me ligne  droite,  parccquetoiis 
Jes  points  d’une  circonférence 
doivent  être  également  diftans 
• d’un  même  point  ,*  fçavoir  le 
centre  , & qu’il  eft  impoffîblc 
q^ue  trois  points  d’une  ligne  droite  /oient  t^Ic- 
ment  diftao4  d’im  même  point,  par  Y*  50. 

. Ain/Î 
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Ainfî  joignant  ces  trois  points  deux  à deux , on  a 
trois  cordes  qui  ibûciennent  5 arcs  de  cette  circon- 
firrcnce. 

Donc  le  centre  fe  trouvera  dans  rinterfcAioh  de 
deux  lignes.qui  couperont  perpendiculairement  & 
,par  la  moitié'  deux  de  ces  ^ cordes. 

Car  par  le  precedent  1 heore'me  chacune  de  ces 
perpendiculaires  pafle  par  le  centre.  Doue  le  cei»- 
tre  cft  le  point  qui  leur  eft  commun.  Et  par  là- 
on  voit  combien  il  oft  facile  de  lefoudre  le  Proa- 
blcme  que  voicy  : 

PROBLEME.- 

‘ Trouver  la  circonférence  qui  paflè  par  trois  di- 
vers points  donnez. 

Il  ne  faut  que  faire  ce  qgi'a  fervi  de  preuve  au 
Theordme  precedent  > en  remarauant  oue  (i  ceS 
trois  points  croient  dans  la  meme  ligne  droite , le 
Problème  feroit  impdlTiblc',.  parce  que  les  perpen- 
diculaires dtant  parallèles  ne  le  rencontreroient  ja- 
mais: au  lieu  qu’il  cft  toujours  poftible  quand  ils 
fbrit^en  deux  diffcrèutcs  lignes,  parte  .que  les 
lignes  qui  lès  couperont  perpendiculairement  fç 
rencontreront.  V 1. 3 4. 

V ' ’ II.  Corollaire.- 

Dm»  circonférences  ne  peuvent  avoir  trois 
points  communs  , qu’elles  ne  les  ayent  tous.  Car 
par  le  premier  Corollaire  ces  3 points  communs 
auront  le  même  centre.  Donc  ces  cercles  feront 
cohècdtriqucs.  Or  deux  cercles'  étant  concentri- 
ques, s’ils  ont  on  rayon  e'gàl  , tous  les  poihts'des 
eirconfercnces  font  cnfemblc  : comme  quand  un 
ccrtle  de  bois  convexe  cft  emlioitd  dans  un  autre 
cercle  de  bois  qui  eft  creux. 
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IIL  Corollaire^ 

Dbu  X cercles  ne  fe  peuvcnç  couper  en  plus  de 
deux  points.  Car  s’ils  le  coupoient  en  trois , 
leurs  circonférences  auroienc  3 points  communs  « 
& par  confe^uent  les  auroient  tous  , &c  ûnll  ne 
& couperoient  point» 

II.  Treoréme^ 

Les  lignes  qui  coupent  les  cordés  perpendica* 
lairement  & par  ’ la  moitié  , coupent  audî  par  l]|i 
moitié'  les  arcs  grands  iSc  petits  que  IbuticonciuceSi 
cordes  de  ^tt.&  d*autte'. 

Scdt*la  c^de  m » coupee._  ï 

par  / h per|fcndiciriairemenr''  • 

& par  la  nrnitiéj  je  dis  que  n 
chacun  des  arcs  m f n.  Sim  I \ • 8 ^ 
font  coupez  par  la  moi-  [ \C 
tié , l’un  en/»,  & l’autre  en  \ \ T / 

L r ^ M\  ' v 


t.  Cm  f g étiit:pcrpendi.i,4^  \ h: 

■âilalré  a m f , on' 

de  fS'pôîàtt^’  i^Ôtf  lepointdc  fè^  , 
diftant  d’ai  & tr»  tous  fês’  autres  points , comm 
f 8c  byCerom  aalH  ^^ent  diflans  (Tik  &•  «I 
par  V.  41.  Donc  rirântTcs  cordes/ m 8c  f n » eUèd 
feront  égales,  & par  confequent  les  arcs 
ibâtiennent  Icront  e'gaux,  par  V.  t6.  Doncpàrî» 
même  raifon  les  cordes  b m Si  h h feront  égales,, 
& les  arcs  qu’elles  fofuiendront  égaux.  Doncics. 
‘deux  arcs  m f n,  Sc  mhrty  feront  chacun  paçtar 
gez  par  la  moitié  par  la 

""  CORÔ’LLAlIlE^:'^^^ 

Tout  rayon  perpendiculaire  à un  diamètre,  coû- 
pe  par  la- moitié  la  dem y- circonférence  que  foû* 

. • > , nent 
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rient  ce  diamètre.  Car  y ayant  un  point  dans  ce 
rayon  perpendiculaire  à ce  diamètre  egalement  di- 
(lant  des  extre'mitez  de  ce  diamètre  , (çavoir  le 
centré  : tous  les  autres  points  de  ce  rayon  feront 
au/fi  egalement  diftans  des  extrdmitez  de  ce  dia- 
mètre. Donc  le  point  où  ce  rayon  coupe  cette 
demy  - circonférence  en  fera  également  diffanr.- 
Donc  cette  dcmy-circonfcrence  fera  coupée  par  liP 

moitié.  ParV.itf. 

« 

‘ ' - III,  Theoréme. 

L A ligne  qui  paflànt  par  le  centre  coupe  un  arc 
par  la  moitié  , coupe  auffi  par  la  moitié  & per- 
pendiculairement la  corde  qui  fbûtient  cét  arc. 
Car  il  y a alors  deux  points  dans  la  ligne  qui  cou- 
pe l'arc  par  la  moitié , le  centre  & le  point  de  fc- 
élion  de  l'arc  , dont  chacun  eff  egalement  dillanc 
des  deux  extrémitez  de  la  corde. 


IV.  Theoréme. 

L £ s cordes  également  dilbntcs  du  centre  dans 
le  meme  cercle,  ou  dans  cercles  égaux , font  éga- 
les ; & les  égales  font  également  datantes  du  cen- 
tre & les  plus  proches  du  caitrc  font  les  plu§- 
grandes. 

Cela  eft  clair  des  diamètres}  ^ 
qui  font  également  proches  du 
centre,  puis  qu’ils pafTent  tous-’^/ 
par  le  centre  ^ (- 

Et  il  eft  clair  auffi  que  tour 
diamètre  eft  plus  grand  que- 
toute  autre  corde  , puifqiie  ti- 
r lit  du  centre'  deux  rayons  aux  eittémitez  dé  totl'^ 
ic  autre  corde  , ces  deux  rayons  feront  égauxT 
au  diamètre  & plus  grands  que  cette  corde.- 
par  Y.  5. 
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Pouf  cc  qui  dt  des  autres  coules;  i.  Les  egale- 
ment diftantfs  du  centre  font  égalés.  Car  fi  w» 
6c  f ^fonr  également  diftantes  du  centre  : Donc  les 
perpendiculaires  du  centre  à chacune  fontigales  , 
puts  que  e’ett  ce  qui  mefure  ladUlance  de  ces  cor- 
des  d'avec  le  centre,  V.  5 8‘. 

Et  de  plus  ces  perpendiculaires  les  divifent  chacu- 
•ne  par  la  moitié,  pari.yip.  Donc  tirant  les  rayons 
^ cn&cc  g:  In,  &c  h g ;qui  font,  les  moiticz  de  cha- 
cune de  ces  cordes  | feront  égales , parV^.  51.  par- 
ce que  les  obliques  c » & c g font  égales  ^ & les 
perpendiculaires  auflâ  cl  Sc  ch.  Donc  les  toutes 
m n 8c  f g font,  égales.  Ce  qu’il  falloit  démon- 
trer. 

1.  Les  égales  font  e'galement  disantes  du  centre  ; 
car  y ayant  égalité  entre  les  moitiez  de  ces  cordes 
/'»  Sc  h g,  qui  peuvent  être  confiderées  comme  les 
éteignemensdu  perpendicule,&  entre  les  rayons  c» 
& cg , qui  font  les  obliques:  il  faut  qu’il  y aie  aulli 
égalité  entre  les  perpendiculaires  du  centre  à ces  cor- 
des qu’elles  divifent  par  la  moitié  , ( V..^i  ) & 
qu’ainli  ces  cordes  foient  également  diftantes  du 
centre.  ''  . • 

3.  Les  plus  proches  du  cen- 
tre font  les  plus  longues  ; car 
ïi  la  corde  «j  » cü:  plus-proche 
du  centre  que  la  corde  p q , elle 
doit  être  plus  grandeque  la  cor- 
de p 7 , parce  que  là  perpendi-  . 
cnlaircc/  étant  plus  coQrteque 
la  papcdiculaire  C r , & les  obliques  C » & C ^ 
étant  égales;  réloignemcnc  dupcrpcndicule/»  doit 
être  pins  grand  que  réloignement  du  perpendiculc 
^ SS-  ) C ^ moitié'  d’>w  9 


eft  plus  grande  que  la  moitié'  de  p 5 


Y.  Théo» 
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V.  Théorème*-  • 

Dans  les  mêmes  cercles  > ou  dans  des  cercles' 
dgaur,  Its  plus  grandes  cordes  foûticnncnt  les  plus 
grands  arcs  du  cotd  que  ces  arcs  font  plus  petits 
que  la  demycirconference. 

Soit  m «plus  grande  <^e  /f! 
je  dis  que  l’arc  m » efl  plus 

Îjrand  que  l’arc  pq,  Girpro- 
ongeam  la  perpendiculaire  C 
I julques  à ce  qu’elle  (bit  auf- 
li  longue  que  la  perpendicu- 
laire Cr,  comme  CS  , & ti- 
rant la  cordc  b d , qui  Ibit  perpendiculaire  à C S » 
cette  corde  i d eft  tgale  à p q , par  le  Thcorême 
precedent.  Et  ces^eux  cordes  m n&.  bd  étant  pa- 
rallèles (par  VI.  13.)  ne  fc  peuvent  jamais  ren- 
contrer. 

Donc  l^arc  }«»  ne  pourra  manquer  de  compretui 
dre  l’arc  b d.  Donc  il  fera  plus  grand  que  l'arc 


bd , puifquc  le  tout  eft  plus  grand  que  fa  partie. 

; grand  ; 
qu’ 


fl  4 I 4 

Donc  l’arc  f»  n eft  plus  grand  auflî  que  l’arc  pqy 
qui  eft  égal  à l’arc  b d.  qu'il  £.lloit  demoa- 


trer 


D'ujie  antre  me furt  des  ^rcs  , 

• font  les  Sinus* 

r 

I)  E FIN  I T IONS»; 

Q.U  AND  un  arc  eft  moindre  que  la  moitié  de 
la  demy  circonférence  , ou  le  quart  de  lacirconfe- 
( reoce  , la  perpendiculaire  de  l’uae  des  extrémitez 
de  l’arc  fur  le  rayon  ou  le  diamètre  qui  fe  termine 
à l’autre  extrémité  , s’appelle /e  de  cét  arc  ; 
& la  partie  du  rayon  ou  diametic  qui  eft  depuis 
la  rencontre  de  la  perpendiculaire,  oulînus,  juC 
qu’à  l’exciémité  oe  l’arc,  s’appelle /e  t^er/îs. 

, l' ^ Soit 


io4  NOUVEAUX  ELEMENT 

Soit  une  circonférence  , dont  le  centre  ell  C 
& un  arc/ d moindre  c]ue  la  moi-  f 

tic'  de  la  demy -circonférence. 

Soit  tiré  le  rayon  C d,  & laper-  f / 1 \ 

pendiculairc  du  point  / fur  ce  ( . C — ) i 

ravon  : cette  perpendiculaire  / ^ V ° 1 j 
fit  le  pnns  de  1 arc  f d -,  &c  gdm  ^ 

cft  le  firnts  verfe.  h 

t 

E Lemme-^ 

Qu  I fi  on  continue  / g julqu’à  , autre  poinf 
de  la  circonférence  , il  ell  clau  par  le  i "I  hco- 
renic  cjn’/  A cft  partage'e  par  la  moitié  par  C d , 

4c  qu'ainfilefinus/ ^eft  la  moitié  de  lacorde/  hr 

\ 

II.  Lemme. 

Et  il  eft  clair  aufii  par  le  Theoréme  qu« 
l’arc  fd  h , foûrcnu  par  la  corde/ h , eft  double 
de  l’arc  / d , donc  / ^ eft  le  finus. 

D'où  il  s'enluie  qu'on  peut  encore  définir  le 
fitus  : 

(Autre  Définition  des  Sinus.)  ‘ 

L A moitié'  de  la  corde  du  double  de  l’arc. 

Car  / ^eft  la  moitié  delà  corde  / b , laquelle  cor- 
de  / ^ b oûtient  l’arc  f d h ■,  lequel  cft  double  de 
l’arc  / d.  Tout  cela  étant  fûppolé , (bit 

VI.  Theoréme., 

Dans  le  même  cercle  , ou  dans  les-  cercles- 
égaux,  les  arcs  qui  ent  le  finus  égal  font  égaux  -, 
les  finus  égaux  donneront  des  arcs  égaux  -, 
& les  arcs  qui  ont  les  plus  grands  finus  , font 
les  plus  gr.inds.  Car  par  le  i."  Lemme  les  fi- 
Hus  égaux  font  moiticz  de  cordes  égales.  Or 

paç 
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par  le  1.**  Lemme  ces  cordes  égales  foCuicn- 
nent  des  arcs  égaux  qui  font  doubles  des  arcs  qui 
ont  pour  finus  ccs  finus  égaux.  Donc  les  arcs 
doubles  de  ceux-là  étant  égaux , ceux  là  le  font 
auin.  La  convcrlè  (c  prouve  de  la  même  lbrte> 

{ans  qu’il  Ibit  befoin  de  s’y  arrefter.  ' 

Et  de  mêmes  quand  un  finus  cllplus  grand  que 
l’autre,  la  corde  dont  le  plus  grand  eft  h moitié, 
eft  plus  grande  aulll  que  la  corde  dont  le  plus  pe- 
tit eft  la  moitié.  Donc  cette  plus  grande  corde  (oû- 
tient  un  plus  grand  arc.  Or  l’arc  qu’elle  foùtient 
eft  double  de  celui  dont  la  moitié'^  de  cette  plus 
grande  corde  eft  le  finus.  Donc  l’arc  dont  la  moi- 
tié de  cette  plus  grande  corde  eft  le  finus,  eft  plus 
grand  que  l'arc  qui  a pour  finus  la  moitié  d’une 
plus  petite  corde.  (Ce  qu’il  falloir  dcmonftrer.}: 

. V I L T H E O R É M E. 

Quand  les  finus  (ont  égaux , les  finus  ver(cs  les  xvit« 
(ont  au  (Tl , & les  plus  grands  finus  donnent  les 
plus  grands  finus  vexfes. 

Car  les  finus  égaux  font  également  diftans  du 
centre.  -- 

Or  cette  diftance  du  centre  ôtée  du  rayon  , ce 
qui  refte  eft  le  finus  verfe.  Donc  cette  diftance 
étant  égale,  le  finus  verfe  eft  égal. 

Que  fi  le  finus  eft  plus  grand,  cette  diftance 
eft  plus  petite.  Donc  ôtant  moins  du  rayon , ce 
qui  refte,  qui  eft  lé  finus  verfe,  eft  plus  grand.  - 

Avertissement. 

Les  finut  ne  proprement  que  les^  arcf  x v 1 1 1- 

moindres  que  la  moitié  de  la  demj-^irconference. 

Mais  cela  n empêche  pas  qu'on  ne  s'en  puiffe  fervir 
J)otir  mefurer  ceux  qui  font  plus  grands.  Car  ce 
qui  manque  à ces  plus  grands  arcs  pour  faire  la 

I 7 de. 
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€^ycircon;erence , s'appelle  le  complément  de  ctt 
plus  grands  arcs  Or  ces  complemens  fe  mefurent 
par  les  finus  ; il  eft  aifé  de  juger  cfue  ces  corn.  • 
plemens  étant  égaux,  ces  plus  grands  arCs  font  égaux 
aujfî.  Ma  s qu  êtant  inégaux  , celui  qui  a le  plus 
petit  complément  eft  le  plus  grand. 

VIII.  Theorém 

’C^iAND  pluficurs  circonferences  font  côticcn- 
tricjûes  , & que  du  centre  on  tire  des  lignes  indé- 
finies , les  arcs  de  tootes  ces  circonférences  côm. 

f»ris  entre 'ces  deux  lignes  font  en  même  raifon  4 
curs  circonférences. 

Soient  autour  du  centre  C F q ^ 
deux  circôüfercnces  concen-  ‘ 

triques  , & foient  tirc'es  fes 
deux  lignes  C B & C D ; je  / */fcSA/ ® \ i\ 
dis  que  l’arc  B-  D de  la  plus  ( ( - \ — 

grande,  & id.de  la  plus  peti-  V V ^ J'  l 
te,  font  proportionels  à leurs  y 

circonférences.  _ ^ 

Car  les  aliquotes  quelconques  de  B’  D foient 
appelle'es  X;  je  dis  que  fi  par  tous  les  points  de 
fcAion  on  tire  des  lignes  au  centre",  h d fera  di- 
vifee  par  ces  lignes  en  aliquotes  pareilles. 

Pour  le  prouver  il  foffit  de  confiderer  deux  X, 

?ue  je  fuppofe  être  BF  &FG^  Tirant  les  lignes 
C & G C , je  dis  que  les  arcs  t / Si  f g font  égaux 
entr’eux  aum  bien  que  BF  & F G.  Car  tirant  d’F 
une  perpendiculaire  fur  B C & une  autre  fur  G C, 
les  deux  perpendiculaires  Fp&  f"^  feront  les  finus 
d’arcs  égaux,  & par  confèquent  égales  (par  i6. 
/*/)  & les  finus  verfes  de  ces  arcs  B p Si  G q-'Cc- 
ront'auffi  égaux,  [pu  ly.fup.)  Donc  pb  Si  qg 
feront  aufiî  égales, 

, Donc  F i & F ^ font  égales , parce  que  ce  font 
les  obliques  donc  les  perpendiculaires  F p Siï  q 

' font 
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font  égales,  comme  aulTi  les  éioigiiemeus  desper- 
pcndicules  ^ g.  V.  48. 

Donc  dans  la  ligne  F C il  y a deux  points  > 
fovoir  F & C,  dont  chacun  e'galemenc  di- 
ftant  de  i & de  g. 

• Donc  F C coupe  perpendiculairement  & par  la 
moitié  la  corde  b g^  & pat  confequent  aullr  l’are 
(par7-/«p0 

Donc  l’are  i / cft  dgal  à Tare  f g.  Ce  qu’il  fal- 
loir démontrer. 

Or  cela  e'tant  démontré,  il  cft clair  qu’on  prou- 
vera la  même  choie  de  toutes  les  aliquotes  de  B D 
en  les  prenant  deux  à deux. 

Donc  B D e'tant  divife'  en  a’iquotes  quelconques, 
les  lignes  menées  au  centre  par  tous  les  points  de 
Icétion  feront  de<  aliquotes  pareilles  dans  b d , lef- 
quelles  on  pourra  appeller*. 

Or  appliquant  X pour  mefurer  le  refte  de  la 
grande  circonférence,  fi  elle  s’y  trouve  précilc- 
ment  tant  de  fois  : menant  des  lignes  par  tous  les 
points  de  feftion  , fc  trouvera  aulîî  pre'cÜémcnc 
tant-de  fois  dans  la  petite  circonférence.  Etficc 
n’eft  dans  la  grande  qu’aveè  quelque  refte , ce 
ne  fera  aufti  dans  la  petite  qu’avec  quelque  rc- 

Dorx,  par  la  définition  des  grandeurs  prtjpor- 
tionnclles  , B D rlh  à la  grande  circonférence, 
comme  i d à la  petite  , puifquv;  les  aliquotes 
quelconques  pareilles  de  B D & de  ^ d font  éga- 
lement contenues  dans  les  deux  circouferon- 

ces.  » . • 

• * . ♦ 

Définition, 

Les  arcs  qui  ont  même  raifon  à leur  erreonfe- 
,rcncc  foient  appeliez  proportionnenement  égaux , 
on  d’autant  de  degrez  l’un  que  l’autre.  Surquoi 
il  fc  faut  fouvenir  que  toute  circonférence  grande 

on 
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ou  petite  dl  conlidcréc  comme  diviféeen  j6o  par- 
ties, qu’on  appelle  D<gre2[j  & chaque  degré  en 
Minutes  i & chaque  minute  en  éo  Seconder,  & cha- 
que fécondé  en  6o  Tierces  ; & ainfi  à l’infiny . 

£t  comme  on  ne  regarde  point  la  grandeur  ab- 
fbluc  des  portions  d’une  circonférence , parce  que 
cette  grandeur  nous  eft  inconnue , mais  feulement 
la  grandeur  relative,  c’eftà  dire  par  proportion  à 
la  circonférence  ; on  pourroit  appcllet  fimplemeuc 
i^aux , les  arcs  qui  font  propottionellement  égaux, 
parce  qu'ils  font  d’autant  de  degrez:  & appeller  saut. 

ceux  qui  le  font  tout  enlcmble  proportioncl- 
Icment  & oDfolumcnt , comme  font  les  arcs  d’au- 
tant de  degrez  dans  le  même  cercle,. 

IX.  Theoréme. 

aUANO  les  cercles  font  inégaux , les  arcs  pro- 
portionellement  égaux  font  foutenus  par  de  plus^ 

gandes  cordes,  & ont  de  plus  grands  (inus,  dans 
; plus  grands  cercles. 

Soient  autour  du  centre  C ' p , 
deux  circonférences  concen- 
triques. Les  arcs  BD  & A,d, 
compris  entre  les  mêmes 
rayons  B C & D C , font  pro- 
portioncllcment  égaux. 

Or  tirant  les  cordes  B D & 
td,  & les  divilànt  par  la  moi- 
tié audi  bien  que  les  arcs  par 
la  ligne  PC  , les  arcs  B P & ip  font  auffi  propor- 
tioncllement  égaux.  Or  BF&  b f,  perpendiculai- 
res fur  P C , font  les  fïnus  de  ces  deux  arcs. 

Et  par  VI.  I Z,  B F eft  plus  grande  que 
Donc  les  arcs  égaux  ont  de  plus  grands  finus  dans: 
les  plus  grands  cercles. 

Et  de  mcn:cs  la  corde  B D cft  plus  grande  que 
bd  (parVl.  ji.)  & auiTiparcc  que  13  F , moitié  de 
BD,  eltplus  grande  que/’/,  moitié  de  i- d. 

' Donc 
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Donc  les  ares  B D & ^ étant  proportiondle- 
tnent  égaux  j celui  du  plus  grand  cercle  a une  plus 
grande  corde. 

X.  THEOREME. 

Les  cordes  dans  un  même  cercle  ne  font  point 
ptoportionelles  aux  arcs , mais  les  plus  grands  arcs 
(j'entens  toujours  ceux  qui  ne  font  pas  plus  grands 
que  la  demy -circonférence  ) ont  de  plus  petites 
cordes  à proportion  que  les  plus  petits.  C’eft  à di- 
te que  la  corde  d’un  arc  qui  n e(l  que  la  moitié' 
d’un  plus  grand  arc , cft  plus  grande  que  la  moitié 
de  la  corde  de  cc' plus  grand  arc, 

La  preuve  en  cft  bien  facile.  Car  fbit  l’arc  A i 
partagé  ai  m ^ar  la  moi- 
tié ; A m égale  a dw  lcront 
chacune  la  corde  d'un  arc 
ui  n’eft  que  la  moitié 
e l’arc  que  toutient  la  cor- 
de h d.  Or  ces  deux  cor- 
des h Ht  8c  d m font  plus 
grandes  que  bd,  par  V.  5. 

Donc  étant  égales,,  chacu- 
ne cft  plus  grande  que  la  moitié  de  la  corde  Ad. 

COROaLAiRE. 

De  là  il  s’enfuit  que  plus  les  arcs  font  grands  > 
plus  la  différence eft  grande  entre  la  longueur  de  l’arc 
& celle  de  la  corde  ; & qu’au  conrraire  plus  les 
arcs  font  petits  plus  cette  différence  diminue. 
De  forte  qu’on  peut  prendre  un  fi  petit  arc  , qn^c 
cette  différence  fera  plus  petite  que  quelque  ligne 
qu’on  ait  dounéc. 


' ■ , SECON- 
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» 

SECONDE  SECTION. 

- Des  SECANTES  INTERIEURES  ET 
EXTERIEURES, 

XXIV.  Nous  avonsdéja  ditqueles  lignes  mene'esàkicii.< 
conférence  d’un  point  de  de-  - 

dans»lc  cercle  autre  que  le  cen- 
tre/c  pouvoient  appcllcr  des  /ê* 
tantes  intérieures. 

£t  que  quand  le  point  côtoie 
hors  le  cercle , & qu’elles  n'é- 
toient  point  tangentes,  on  les 
pouvoir  appcllcr  des  fêtantes 
extérieures 

Or  pour  abréger  le  dilcours 
dans  l’cxprcflion  de.  ces  li- 
gnes , Ibicnt  toujours  appel- 
iez 

Le  centre 

^ Le  point  &it  dans  le  cercle  , foie  hors  le  cer- 
cle, _ ■ , ' . , k. 

^ La  ligne  men^c  de  ce.  point  paflànc  par  le  cen- 

i tf  e , ; • k gf 

Celle  qui  ne  rafiant  point  par  le  centre  ed;  dans  la 
même  ligne  aroitc  que  celle  qui  j pafle , kf. 

C — î jt  X. 

I — k y. 

Les  autres, 

* 

...  , '■ 


■{; 


Cela  Tuppolc , foit- 


I^Th 
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I.  The  OR  Ê ME. 

. La  plus  /onguc  de  ces  lignes  cft  K g.  C’cft  à xx  v. 
J/re  celle  qui  palTc  par 
le  centre.  ' 

Car  lî  on  la.  veut 
comparer  avec  K <p  y 
foit  tiré  le  rayon  c <p  , 
qui  cft  égal  à c ^ ; après 
quoi  K c plus  c (p  > eft 
plus  grande  que  K parV.  5* 

Donc  K g eft  plus  grande  que  K (p-, 

II.  Theoréme. 

La  plus  courte  de  toutes  CCS  lignes  eft  K/.  C’cft  xxvr. 
à dire  celle  qui  ne  pall'ant  point  par  le  centre  cft 
•^dans  la  même  ligne  droite  que  celle  qui  y pafl'e. 

Car  comparant  K /avec  K jy,  & y. 
a^nt  tiré  le  rayon  Cjf  : 

Si  K eftau  dedans  du  cercle  > 

C K plus  K/cft  égale  à C y. 

Or  C y cft  plus  courte  que  C K plus 
K y. 

Donc  C K plus  K / eft  plus  courte 
que  CK  plus  K y» 

Donc  ôtant  CK,  quieft  commun, 

K /eft  plus  cou  rte  que  K y. 

Que  fi  K cft  hors  cercle  , 

K/plus  / C cft  plus  courte  que 
plus  y.  C,  pat  V.  5. 

Or/  C eft  égale  à y C. 

Donc  K / cft  plus  courte  que  K y. 


üI.Thïoc-  . 
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IIL  The  o r é m e. 

Les  lignes  menées  de  K à des  points  de  fa 
circonférence  également  diftans  d’/ ou  de  ^ fbnt 
égales.  Et  il  feut  remarquer  que  deux  points  ne  ' 
f^roient  être  egalement  diftans  d’/,  qu’ils  ne 
foienr  aufti  également  diftans  de  g.  Mais  on  ap- 
pelle egalement  diftans  d’/  ceux  qui  font  plus  pro- 
ches d’/ que  de  g,  & egalemeut  diftans  de  g ceur^ 
qui  font  plus  proches  de  ^ que  d’/. 

Soient  les  deux  points  egalement  diftans  d’f,  X 

& *.  ( l<t  fis-  5*-  )' 

La  corde  terminée  par  ces  deux  X 6c  x-  eit  cou- 
pée perpendiculairement  par  la  ligne  / C , (V.îi.) 
puiUjue  / par  l’hypothefe  cft  également  diltant 
d’X&jf>  6c  e aum,  parce  que  c’eft  le  centre  du 
cercle. 

Donc  tous  les  points  de  cette  ligne  font  égale- 
ment'diftans  d’X  & X.  (par  V.  42'.)  Donc  le 
point  K,  qui  ch  cft  un.  Donc  KX  & K x fonr 
égdes.  * ■- 

C’eft  la  meme  chofc'de  deux  points  égalémcor 
diftans  de  g. 


IV.  T H E O R È M E. 

S I du  centre  K , intervalle  K ou  K g,  qn 
décrit  un  nouveau  cercle,  il  touchera  le  premier 
cercle  en  un  Icul  point,  c’eft  à)dirc  en/",  ou  eu 
g , fans  le  couper.  ^ ■ * 

Car  fi  K / cft  rayon  du  i.**  cercle  : 

«omitie  cette  ligne  eft  la  plus  courte 
detehites  celles  qui  peuvent  être  me- 
nées de  K à la  circonférence  du 
cercle,  (par  a^fup.)  toute  autre  ligiie 
menée  à la  circonférence  du  premier  g • 
pafiera  la  circonférence  du  fccond. 
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Et  au  contraire  fi  K ^ cft  le  rayon  du  i."*  cer- 
cle; cette  ligne  dtant  la  plus  longue  de  toutes  cel- 
les qui  peuvent  être  menées  de  Kala  circonféren- 
ce du  I."  cercle,  (par  i^fup.)  toute  autre  ligne 
anenec  de  K à la  circonférence  du  i."  cercle 
ne  pourra  pas  aller  jufqu'à  la  jcitconfèrcnce  du 
a.** 


V.  T H E O R É M E. 

Sr  du  centre  K,  intervalle  plus 
grand  que  K /,  & plus  petit  que  K 
Ÿ,  comme  pourroit  être  K x,  on 
décrit  un  cercle,  il  coupera  la  cir- 
con^rence  du  premier  aux  points  X 
& X 1 c’eft  à dire  en  deux  points  éga- 
lement diftans  d’/,  (ou  également 
diflans  de^,  fi  on  avoit  pris  un  point  pluspro- 
■che  de  g , pour  déterminer  cet  intervalle,  ) & la 
partie  de  la  circonférence  du  i."  cercle  encre. X 
& X,  dont  le  milieu  eft  /,  fera  au  dedans  dui.** 
cercle  j au  lieu  que  la  parue  de  la  même  circon- 
.ference  du  i."  cercle  encre  ces  deux  mêmes  points 
X & X , dont  g eft  le  milieu.,  fera  au  dehors  du 
a.**  cercle.  Car  { par  6.  S.  ) deux  circonferctices 
ne  fe  peuvent  couper  en  plus  de  deux  points. 

Or  cela  étant  : le  rayon  du  cercle  étant  K 
ae,  toute  ligne  menée  de  K'à  la  circonférence  du 
I cercle  qui  fera  égale  à K x,  (è  trouvera  aulïï 
terminée  à le  cireonfSence  du  cercle. 

De  plus,  par  le-troifiéme  Théo- 
rème cette  ligne  égale 'à  K x eft 
celle  qui  eft  terminée  à un  point 
.ilela  circonférence  du  premier  cer- 
cle , auin  diftant  dy  de  l’autre  cô- 
^é.qu’  X en  eft  diffant  defoncôté. 

Donc  X & X feront  les  deux  fenls 
points  dans  lefqucls  la  deuxieme 
xircoiifercuce  coupera  la  première. 
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Or  il  cil  clair  que  le  point  f fc  trouvera  au  de- 
dans du  1.**  cercle  > parce  que  K / cft  plus  courte 
queK:e,  quion  cil  le  rayon.  Donc  tout  ce  qui 
cil  d’une  part  entre  /SX,  Se  de  l’autre  entre  / 
& X , fc  trouvera  aulli  au  dedans  du  z."*  cercle  j 
puis  qu’il  faudroit  que  le  2.'*  cercle  eud coupé  le 
en  d’autres  points  qu’  X&  jc,  afinquequCl- 
ques  uns  des  points  plus  proches  d’/  €ç  trouvallcnt 
ou  dans  la  circonférence  du  2.*^  cercle,  ou  au  de- 
hors. 

£t  par  la  même  railbn  le  point  g le  trouvera 
au  denors  du  i.^  cercle , parce  que  K ^ cd  plus 
longue  que  K jc,  qui  en  eft  le  ravon:  ce  qui  fait 
voir  aulu  que  tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence plus  proches  de  g qu’  x fe  rrouvciout  aulfi 
au  dehors  du  2..^  cercle. 

VI.  T H E O R É M E.' 

D E toutes  les  lignes  menées  de  K , celles  qui 
font  menées  à des  points  plus  proches  d'/  font  les 
plus  courtes,  & celles  qui  font  menées  a des 
points  plus  proches  de  g font  les  plus  longues. 

Suppolbns  , pat  excmjde , que  le  point*j);eftplus 
proche  d’/  que  le  point  j ;e  dis  que  K ^ eftplus 
courte  que  K x. 

Car  n on  décrit  un  cer- 
cle du  centre  K , interval- 
le K *:  par  le  Théorème 
precedent  tous  les  points 
de  la  circonférence  du  pre- 
mier' cercle  plus  proches 
d'f  qu’  X fe  trouveront  au 
dedans  du  deuxieme  cer- 
cle.. 

Or,  par  l’hypothcfe , eft  plus  proche  d'f, 
qu’  a;.  Donc  y eft  au  dedans  du  ,2/  cercle.  Donc 
K y e(l  plus  courte  que  K.  , qui  cil  un  rayon 
du  2.‘*ccrcle.  .Q»ic 
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Que  li  au  coiurairc  nous  fiippofbns  que  ^ dl 

{'lus  proche  de  ^ que  z;  je  dis  que  plus 

oTiguc  que  K Z.  Car  fi  on  décrie 
un  cercle  du  centre  K,  intervalle 
K Z : pat  le  Thcore'me  -precedent 
tous  les  points  de  la  circonférence 
du  premier  cercle  plus  proclics  de 
g que  Z , fe  trouveront  au  dehors 
du  deuxième  cercle.  Or , par  l’hy- 
pothefe,  <p  eft  plus  proche  de  g que'z.  Donc  <p, 
eft  au  dehors  du  cercle.  Donc  K eft  plus  longue  ' 
gjie  K z,  qui  eft  un  rayon  du  deuxième  cercle.  ' 

I.  COjROLLAiRE. 

De  nul  point  autre  que  le  centre  on  ne  peut^  xxi* 
mener  trois  lignes  égales  à la  circonférence.  Car 
les  trois  points  où  ces  trois  lignes  lèroient  termi- 
nées ne  peuvent  pas  être  également  diftans  du  point 
ou  du  point  ^ Donc  fi  l’un  des  trois  eft  plus 

Ï>roche  ou  plus  éloigné. du  point  /,  la  ligne  qui  y ' 
èra  terminée  fera  plus  courte  ou  plus  longue  que 
les  deux  autres.  Donc,  &c. 

0 

H.  Corollaire. 

Le  point  d’où  Ton  peut  mener  trois  lignes  xxxi^ 
égales  à la  circonférence , eu  eft  nccclTaiteincnt 
.Je  centre. 

TROISIE'ME  SECTION. 

Des  T angentes. 

« 

Nous  avons  déjà  dit  qu’on  appelle  tangente  du  x xx  m 
jcercle  la  ligne  qui  touche  le  cercle  lâns  encrer  de- 
.d^s , quoi  que  prolongée, 

LTat.  " 

• \ 
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Toute  lieue  perpendiculaire  à l’excrdmite'  d’ua 
XXXIV-  j-jyQQ  touche  le  cercle  , & ne  le  touche  «ju’en  ua 
Icul  point  -,  c’eft  à dite  qu’il  n’y  a qu’un  fcul  point 
qui,  foit  commun  à la  circontercnce  & à cette  li- 
ene  ; & ce  point  s’apelle  U point  de  l'attouchement. 
Car  puifque  le  rayon  eft  perpendiculaire  à cette  li- 
gne , c’cft  la  plus  courte  de  toutes  les  lignes  qui 
puifl'ent  être  menées  du  centre  à cette  ligne.  Donc 
toute  autre  menée  du  centre  fera  plus  longue. 
Donc  elle  fe  terminera  en  un  point  hors  de  la  cir- 
conférence. Donc  nul  autre  point  que  celui  où  ce 
rayon  coupe  perpendiculairement  cette  ligne  ne 
pourra  être  commun  à cette  circonférence  & à cet- 
te ligne.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

II.  Th|or£me. 

r X X V O N ne  peut  faire  palTer  aucune  ligne  droite  en- 
tre la  tangente  & la  circonférence,  quoi  qu’on  en 
puidè  faire  paffer  une  inHnité  de  circulaires  qui  ne 
le  rencontteront  que  dans  le  point  de  l’attouche- 
ment. 

La  première  partie  le  prouve  ainû  r Soit  C / un 
rayon,  w / la ungente : foit ^ un 
• point  quelconque  au  deflbus  de  la 
tangente.  Tirant  de  b une  ligne 
à / , elle  lèra  oblique  fiir  C/ , & 
inclinée  vers  C,  parce  que  w/eft 
perpendiculaire  a C /.  Donc  la 
perpendiculaire  de  C à A/  fera  plus 
courte  que  C/,  pr  V.  jé.  Donc  elle  (è  termine- 
' ra  dans  le  cercle  ( V.  i 7.  ) Donc  une  partie  de  i / 

lèra  au  dedans  du  cercle.  Donc  on  n’aura  pas  pù 
faire  paffer  b f entre  la  tangente  & la  circoufe- 
rence. 

La  deuxième  partie  le  prouve  ainli  : Soit  f C 

pro- 


DE  GEOMETRIE.  Liv.  VH.  ut 

^prolongée  à Tuifiny  du  côcc  de  C > & Ibitnt  tous 
les  divers  points  de  cette  ligne  au  defibus  de  C ap- 
peliez A-.  Toutes  les  circonférences  qui  auront 
l’un  de  CCS  points  que  j’appelle  x-  pour  ceiltrc  , & 

X f pour  rayon  , au- 
ront m f pour  tangen-  • 

te  par  le  premier.  w 

Tlicorc'me,  & ne  ren- 
contreront., ni  la  cir- 
conférence qui  a C 
pour  centre  , ni  les 
unes  les  autres , qu’en 
/ (par  iS.S.  ) Donc 
toutes  CCS  circonférences  pafleront  entre  la  tangen- 
te & le  premier  cercle  (ànsfe  rencontrer. 

» * 

I.  Problème. 

De’ CR  IRE  la  tangente  qui  touche  la  circon-  xxxvr. 
ference  en  un  point  donne. 

Tirer  un  rayon  de  ce  point  donne' } la  perpendi- 
culaire à l’extrcmité  de  ce  rayon  fera  la  tangente 
que  l’on  cherche. 

II.'Probleme, 

D’un  point  donné  hors  le  cercle  tirer  de;  tan'^^iTis., 
genres  au  cercle. 

Soit  le  point  K donne'  hors  le 
cercle , dont  le  centre  cft  C , & 
le  rayon  C /.  Je  décris  un  autre 
cercle  du  même  centre , interval.  ^ 
le  C K.  5 & pois  ayant  tiré  la  ligne  ^ 

KC,  qui  coufc  en /la  clrconfe. 
reiice  du  i .'  cercle  , je  tire  par  le 
-point  / la  corde  du  grand  cercle  m n , qui  coupe 
perpendiculairement  K C , ce  qui  fait  que  m n tou- 
che le  premier  cercle  en  /. 

K Cela 
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Cela  fait  , du  point  K je  prens  dans  le  grand 
cercle  de  part  & d’autre  les  deux  arcs  K é & K d, 
égaux  chacun  à l’arc  m m i £c  je  dis  que-  les  cor- 
des K i & K d touchent  le  i cercle , & qu’elles 
le  touchent  au  point  où  les  rayons  du  grand  cercle 
m C & <f  C coupent  ces  cordes  : 

Car  les  trois  arcs  du  gr^d  cercle m > Kfc,  K li 
c'tant  égaux  , les  trois  cordes  qui  les  foütiennenr 
font  égales  aulTi , & par  confequent  également  di- 
santes du  centre  , par  lo.  fuf.  Or  mn  eft  diSan- 
te  du  centre  C de  la  longueur  d’un  rayon  du  pre- 
mier cercle. 

• Donc  les  deux  autres  cordes  Ki  & Kd  font  auùî 
diSanres  du  centre  de  la  longueur  d’un  rayon  du 
premier  cercle. 

Donc  ce  rayon  leur  eft  perpendiculaire  , puis 
u'autrement  il  ne  mefurcroic  pas  leur  diftancç 
'avec  le  centre.  ( V.  38.  ) 

Donc' par  clics  font  tangentes  du  pre- 

mier cercle.  ’ 

Et  elles  le  touchent  au  point  où  elles  font  céu- 
pées  par  les  rayons  du  grand  cercle  m C & n C. 
Car  le  point  K partageant  par  la  moitié  l'arc»»», 
le  point  fw  partîge  aulTi  par  la  nioîtic  l’arc  K i. 
Donc  le  rayon  m C eft  perpendiculaire  à la  corde 
K 6,  ( V,  31.  ) parce  que  les  deux  points  m Sc  C 
f mt  chacun  egalement  diftans  de  K & dc.^. 

. Donc  fl  le  point  où  le  r^on  m C coupe  la 
corde  K A eft  À : ce  point  h fera  aullî  l’extrémitc 
du  rayon  du  premier  cercle  , qui  cft’perpendicu- 
laire'à  la  corde  Kb  , puis  qu’autrement  iffau- 
droit  que  de  C on  puft  tirer  fur  K è deux  per- 
p ndiculaires  dilFcteutcs  , ce  cjui  ne  fc  peuf. 
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I.  Corollaire. 

D'un  point  hors  le  cercle  on  peut  tircr'deur 
tangentes  au  cercle,  & non  plus. 

Cela  e(l  clair  par  ce  qui  vient  d'ctre  dcmon> 
trd. 

li.  Corollaire. 

On  peut  confidercr  les  tangentes  comme  termi- 
uces  au  point  de  l'attouchement  ; & alors 

Les  tangentes  , ou  mences  à un  meme  cercle 
d'un  même  point,  ou  de  divers  points  dgalcntcnc 
diltans  du  centre  , ou  maufes  à des  cercles  égaux 
de  points  c'galement  diftans  des  centres  de  chacim-, 
font  égales. 

Car  )1  e(l  vifible  , par  la  folution  du  deuxic'me 
Frobleme , que  dans  tous  ces  cas  , ces  taugeutes 
font  moitiez  de  cordes  dgales. 

* T 

QUATRIEME  SECTION. 

H 

-Des  CIRCONFERENCES  PARALLELES. 

f.  Lemme. 

Une  ligne  droite  cft  perpendiculaire  à une  cir- 
conférence , autant  que  la  nature  de  l’une  6c  de 
l’autre  le  peut  foufFrir , lorfqu’elle  cft  perpendicu- 
laire à la  tangente  menc'e  au  point  de  la  ieâioo. 

II.  Lemme. 

D’où  il  s’enlùit,  que  toute  ligne-qui  étant  pro- 
longée pall'e  par  le  centre,  eltpcrpendiculaireàla 
circonférence.  ’ 


K a 


xxxvni. 


ZXXIZ. 


XL. 
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III.  Lemme. 

* - * •'  ' ’ 
ac I. Il,  La  diflaiicc  d’un  point  à une  circonférence  (fi 
jncfiire  par  la  plus  courte  ligne  <]ui  puifle  être  me- 
^ née  de  ce  point  à cette  circonférence.  Or  cette 
plus  courte  ligne  cil  celle  qui  ne  comprend  point 
le  centre,  mais  qui  eft  dans  la  meme  ligne  droite 
que  celle  qui  y pafle.  (S.  i6.  ) 

Et  par  conlcqucnt  cette  ligne  eft  perpendiculai- 
re à la  circonférence,  par  les  deux: premiers Lcîn,- 
mes. 

DEFINITION 
, * 

DES  CIRCONEERENCES  PARAL- 
LELES. 

Sfllii.  Deux  cirqonferenccs  font  parallèles  , lor/que 
tous  les  points  de  cbacuoe  fout  également  diftws 
de  l’autre.  ' 

' C’cftàdire,  félonies  prcccdensLemmcs,  lorf- 
que  toutes  les  lignes  droites  menées  chacune  des 
, points  de  l’une  perpeudiculattcmeut  fur  l’autre 
Ibut  égales. 

î.  The oréme. 

J I Y.'  . Toutes  les  circonférences  concentriques  ( c’eft 
à dire  qui  ont  un  meme  centre  ) font  parallèles. 

Car  tous  les  rayons  de  la  plus  grande  .circonfe- 
renec  font  perpendiculaires  à ^ ' 

l’une  & à l’autre.  Donc  ôtant  les 
uyons  de  la  plus  petite^  ce  qui 
re  fiera  entre  les  deinc  circonféren- 
ces , fera  égal , & en  mefurera 
la  diflancc.  Donc  tous  les  points 
de  chacune  feront  également  di- 
ilans  de  l’autre.  Doue  elles  font  parallèles. 
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I 

IL  Theortéme. 

Deux  cercles  non  concentriques  étant  l’un  dans  * 
Tautre , le  diamètre  du  plus  grand  qui  paflêra  par. 
les  deux  centres  > coupera  chaque  circonférence 
par  la  moitié^  j & alors  il  arrivera  5 ou  4 chofes 
confidcrablcs. 

1 . Les  parties  de  ce  diamètre  qui  fc  trouveront 
d’un  c^é  & d’autre  entre  les  deux  circonférences  » 
c’eft  à dre  f m,  gn,  font  perpendiculaires àl’une, 

& à 1 ’aurre , 8c  mefurenr  f m le 
plus  grand  , & ^ >r  le  plus  petit 
éloignement  de  ces  deux  circon- 
férences. 

2,  Nulle  autfe  ligne  que  ces 
deux  là  qui  fe  trouvent  dans  ce  ' 
diametre  qui  palTè  par  les  deux 
centres , ne  peut  être  perpendi- 
culaire à l’une  & à l’autre  circonférence  .•  toute 
autre  ligne  qui  fera  perpendiculaire  à l’une  desetr- 
<ï>nferenccs  , e'tant  oblique  fur  l’autre. 

J.  Tous  . lès  points  d’une  dèmy-crrconferenccî 
d’une  part  font  inégalement  diftans  de  l’autre  de- 
my-circonfetcnce  de  la  meme  part. 

4.  Toutes  les  fois  que  deux  points  d’une  cir-> 
conférence  font  e'galemcnt  diftans’  de  l’iinc  où 
Tautredès  extremirez  de  fl|wiamctre,  quipafle 
par  les  deux  centres,  ils  fSPaufTi  égalemcnf  di* 
flans  de  l’autre  circonférence. 

Tout  cela  ejl  fi  aip  à prouver  par  ce  qH  » \ 
été  dit  dans  la  2.°  SeHiott  ■,  par  les  trois  Lem^ 
mes  de  celle. cy.  que  j'aime  mieux  le  laifierà  trotté 
ver  pour  exercer  l’Ejprit , que  de  perdre  dutems^ 
h le  démontrer: 

• * • 

C O R O L L' A I R F. 

Il  s’enfuit  delà,  qu’on  peut  remarquer  trois  x i vr, 

K 3 dif. 


Digitized  by  Google 


211  NOUVEAUX  ELEIVJENS 

diftérences  entre  le  paralIeUl'me  des  lignes  droites , 
& celui  des  lignes  circulaires. 

La  eft,  que  la  notion  iKgative  des  parallèles 
droites  ^ qui  conlifte  à ne  fe  rcncontrcif  ;amais- 
quand  on  les  prolongeroit  à l’iniîni,  n’à  point  de 
lieu  dans  les  circulaires,  qui  peuvent  bien  ne  le 
rencontrer  jamais  (ans  être  parallèles  , de  forte 
que  pour  l’êtie  il  &ut  que  ce  fbit  félon  la  no- 
tion  poiitivc  , qui  confiée  en  ce  que  les  points 
de  l'une  font  toujours  également  4>^uns  de  l’au- 
tre. 

La  *;‘’®eft,  que  deux  lignes- droites  font  pa- 
rallèles , quand  une  même  ligue  eft  pcrpcndiculai- 
re  à l'une  & à l'autre.  Au  lieu  qu'il  peut  y avoir 
non  feulement  une  ligne  droite,  mais  deux,  qui 
fbient  perpendiculaires  à l'une  & à l'autre  circon- 
férence , fans  qu'elles  fbient  parallèles , mais  il 
n’y  ai  peut  pas  avoir  trois. 

La  eft,  que  deux  lignes  droites  ne  s’étant 
point  croilecs , il  ne  peut  pas  y avoir  deux  points 
de  l'une  également  diftans  de  l’autre,  qu’elles  ne 
foient  parallèles.  Au  lieu*quc  dans  les  circon- 
férences non  parcllcles,  il  peut  y avoir  une  in- 
anité de  points  dans  chacune,  qui  fbient  deux  à. 
deux  également  diftans  de  l’autre.  Mais  il  n’y  en 
peut  avoir  trois  eiifemble. 

Le  fondement  d^jjjk  différences  vient  d'une 
part  de  ce  que  la  circulaire  eft  bornée  en 
elle-même  -,  & de  l'autre  de  ce  quil  en  faut  avoir 
trois  points  poui  en  avoir  lapofition:  au  lieu  qu’il . 
n'en  faut  que  deux  pour  avoir  celle  de  la  li^e 
droite. 

■ ' 
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LIVRE  HUITIE’ME, 


DES  ANGLES  RECTILIGNES, 


PRES  avoir  parlé  des  liants  ■,  c e(i 
fuivre  l'ordre  de  laKatureque  depaf. 
fer  aux  anglet,  qui  font  plus  compth 
fe\  qut  -^s  lignes  y tenant  quelque 
dofe  des  Jurfaces  , comme  nous  al. 
Ions  voir. 


' DEFINITION 

DE  l’Angle  RECTiiiGNE. 

L'angle  reBiligne  cft  une  furfecccomprift. entre 
deux^  lignes  droites  qui  le  joignent  en  un  point 
du  côtd  ou  elles  s'approche  nt  le  plus , indefinie  & 
• ' K 4 . in- 
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îndctcrmuic'e  iclon  l’une  defes  dimenlioiis,  quieft  . 
celle  qui  répond  à la  longueur  des  lignes  qui  la 
comprennent  , & déterminée  félon  l’autre  par  la 
partie  proportionnelle  d’une  circonférence  dont'lÈ 
centre  eft  au  point  où  ces  lignes  le  joignent. 

Autres  D efinïtions. 

Les  lignes  qui  comprennent  l’angle  s’appellent 
fes  C(5te5[.  • 

où  ces  lignes  fe  joignent  s’appclleibn 

jint  deux  points  de  ces  cotez  par  une 
autre  ligne',  cette  ligne  s’appelle  /a  lafe  ou  la  foù.^ 
tendante  de  l’angle.  Et  l’on  dit  que  cette  ligne 
foutient  l’angle,  & que  l’angle  cfl:  oppofé  à cette 
ligne,  ou  e^foü tenu  pii  cette  ligne. 

▼>i.  Cette  bafe  s’appelle  ctrde  quand  les  cotez  de 
l’angle  font  égaux , pource  qu’alors  ces  cotez  de 
l’angle  ïbnt  co^ifdctca^ comme  rayons  d’un  cercle 
dont  cette  bafe  c(l  une  corde, 
yjj  Q,ue  fl  de  l’un  des  cotez  on  peut  faire dtfeen- 
dre  une  perpendiculaire  fur  l’autre,  cette  perpen- 
diculaire s’appelle  kfinus  de  cét  angle. 

Cette  partie  proportionelle  de  la  circonfe- 
‘ ronce  qui  iindure  la  grandeur  de  l’angle  s’appelle* 
l arc  que  cemprend  l’angle.  ^ 

PROPOSITION  FONDAMENTALE  - 

.DE  LA  MESURE  DES  AnGLES. 

JJ.  Les  arcs  de  tontes  les  circonférences  qui  ont 
pour  centre  le  point  où  les  cotez  de  l’angle  fc  cou-  ,, 
peut,  font  tous  proportionels  à feurs  circonfcren-  * 
CCS,  & par  conlcqucnt  déterminent  tous  là  mcitie 
grandeur  de  l’angle. 

La  confequcnce  eft-  claire  par  la  définition  dé  ‘ 
t’angle,  puifquc  nous^  avons  dit  que  c’étoit  une 

fiir-' 


X V, 


L E point 
jommet. 
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fur  face  indéterminée  félon  une  dimenfion,  &qui 
n’eroit  déterminée  Iclon  l’autre  que  par  une  partie 
proportionnelle  des  circonférences  qui  ont  pour 
centre  le  point  où  fes  coftei  fc  joignent. 

Pour  montrer  donc  que  les  arcs  de  ces'  circon- 
férences déterminent  tous  la  meme  grandeur  de 
r^uigle  , il  ne  faut  que  montrer  que  tous  ces  arcs* 
font  proportionels  à leurs  drconfcrenccs. 

Or  c’eft  ce  qui  a déjà  été  prouvé  ,-Livre-Y  II, 

19. 

DE  EA  PREMIERE  MESURE  De 
L’ANGLE,  QUI  EST  L’ARC 

, COMPRIS  ENTRE  SES  CÔTE2.- 

I L s’cnlùit  delà  que  pour  fçâvoirla  vrayegran-' 
deur  d’ùn  angle,  il  faut  l^âvair  la  grandeur  pto- 
Çiortionellc  de  l’arc  compris  entre  fé’S  cotez , c’efF 
a dire  de  combien  de'degrez  cil  cét  arc.  Car  unr 
degré  n’eft  pas  le  nom  d’une  grandeur  ablôluë , 
mais  proportionelle , puifpe, comme  nous avonj 
déjà  dit , il  fignific  la  trois-cent  foixantiéme  par- 
tie de  quelque  circonférence  que  ce  Ibit  , donr- 
chacune  en  foy  eft  plus  grande  ou  plus  perito  fè- 
Î5n  que  la  circonferencc  ctt  plus  grande  ou  plus  • 
petite;  & il  en  cil  de  même  des  minutes,  des  fé- 
condes, & des  troifîémes.  C’eft  pourquoi  oii 
peut  appcllcr  arts  égaux,  félon  qu’il  a étéditYlI*' 
zo.  ceux  qui  font  d’autant  de  degrez , quoiqu’ils  - 
puifîént  être  inégaux  félon  leur  grandeur  abfbluc) 
de  égaux  en  toute  maniéré,  ou  tout-égaux,  ceux- 
qui  font  d’autant  de  degrez,  & qui  font  aulfî  égaux  - 
félon  leur  grandeur  abfoluë,  tels  que  font  less 
ascs- d’autant  de  degrez  dans  les  cercles  égaux.' 


XI. 


XII. 


XI  X 


22tf  NOUVEAUX  ELEMENS:. 

De  l’Angle  droit.  - 

C’  £ s T par  là  qu’on  a divifê  l'angle  en  droit-: 
& non  droit , & le  non  droit , en  «ig»  & obtura 

On  appelle  angle  droit  celui  qui  a pour  melure 
la  moitié  de  la  demy -circonférence.  D’où  il  s’en- 
fuit : 

■ 1 . Que  tout  angle  droit  a de  l'autre  côté  iùr  la  > 
tneme  ligne  un  autre  angle  qui  lui  eft  égal  , puU. 
que  l’angle  qui  e(l  de  l’autre  côté  a pour  mefu- 
rc  ce  qui  refte  de  la  demy -circonférence,  & qu’il' 
en  refte  juftement  la  moitié. 

a.  Qu’un  angle  droit  cft  la  même  chofe qu’un 
angle  de  90  deerez.  Car  la  demy-circonfcrencc 
en  ayant  180 , Ta  moitié  de  cette  demy- circonfé- 
rence en  a 90. 

3.  Que  toute  ligne  perpendiculaire  fur  une  ligne 
fait  fur  cette  ligne  deux  angles  droits , l’ùn  d w 
côté  & l’autre  de  l’autre.  Car  elle  partage  en 
deux  également  la  demy-circonference  qui  a pour . 
centre  le  point  de  leur  fedion,  par  Vil.  8.  . 

De  l’Angle  aigu. 

. O M appelle  angle  aigu  celui  qui  eft  moindfe 
qu’un  droie,  c’eft  a dire  qui  a pour  mefureunarc 
moindre  que  la  moitié  de  la  demy-circonfcteqce, . 
D’où  il  s’enfuit  : 

Que  tout  angle  moindre  que  de  90  .degrez  eft 
aigu. 

De  l’Angle  obtus.  . 

On  appelle  angle  <d>ius  celui  qui  eft  plus  grand- 
que  l’angle  droit,  c’eft  à dire  qui  a pour  mefùre 
un  arc  plus  grand  que  la  moitié  de  la  demy- cir- 
conférence. '"D’où  il  s’enfuitr- 

Que. 
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Que  tout  angle  plus  grand  que  de  jodcgrczdt 
obtus. 


I.  Theorïme. 

Toute  ligne  qui  en  coupe  une  autre  oblique-  x i v.‘ 
ment,  fait  d'un  côtd  une  angle  aigu  & de  l’autre  un 
obtus  , & les  deux  enfemble  valent  deux  droits. 

Car  cette  ligne  partage  inégalement 
lâ  demy- circonférence  , & partant 
fait  deux  angles  inégaux.  Mais  elle 
ne  la  divife  qu’en  deux  portions  , & 
partant  les  deux  portions  prifes  ailèmble  valent 
toute  la  demy-circonfcrence. 

.II.  Theoréiv^e. 

Lorsque  plulîeurs  lignes  droites  en  rcncon-  xv.' 
trent  une  en  un  même  point  & du  même  côté  , 
tous  les  angles  que  font  toutes  ces  lignes  entr’cllés 
& avec  la  rencontrée  valent  deux 
droits.  Car  ils  comprennent  tous 
enfemble  la  demy-circonfcrence , qui 
eft  la  inclure  de  deux  angles  droits. 

DeE  INITION. 

L’an  GIE  aigu  qui  avec  l’obtus  vaut  deux  an-  jy 
gles  droits  , s’appelle  le  complmtnt  de  UngU' 

ebtHS. 

• III.  Theoréme. 

Lorsque  deux  lignes  fe  coupent  en  palTànt  xvxr, 
de  part  & d'autre,  il  cft  bien  clair  que  fi  elles  fe 
coupent  perpendiculairemênt , elles  font  quatre 
angles  égaux  tous-quatte  entr’eux , c’eft  à dire  tous»- 
quatre  droits. 

Mais  fi  elles  fc  coupent  obliquement  y.  elles  en 
font  deux  aigus'&  deux  obtus  > dont  l’aigu  efcop> 
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' pôle  à l’aigu  & l'obtus  d l’obtus,  & cela  s’appelle 
être  oppolê  au  foinmct.  Et  les  oppofez  font, 
égaux. 

Car  failânt  un  ‘ccrdc  du  point 
où  ces  deux  lignes  é C & fg  (e  J 
Coupent,  chacune  coupera  la  cir- 
conférence pat  la  moitié' , & par 
confequent  la  moine  À ^ C cft 
égale  à la  moitié  f h g.  Or  ces  ^ 
deux  moitiez  ont  l’arc  b g àc  commun  , qui  clt 
l’arc  d’un  dcsangles  obtus:  & par  confequent  ôtant 
ce'c  arc,  l’arc  de  l’aigu  qui  refte  d’une  part,  fera 
dgal  à l’arc  de  l’aigu  qui  refte  de  l’autre.  On 
prouvera  la  meme  choie  des  deux  angles  obtus. 

IV,  Theoréme. 

X-va  1 1*.  ••  L OR  SQUiplufieurs  lignes  droi- 
tes le  rencontrent  en  un  meme 
point  e'tant  mencesde  toutes  parts, 
tous  les.tngles  qu’elles  font  valent 
quatre  droits.  Car  ilsont  tous  en-- 
femblc  pour  mcfurc  une  circonfé- 
rence eiuicre. 

DES  AUTRES  MESURES 

. DE  l’angle. 

* I X.  Quoi  qut  l’angle  n’ait  en  effet  de  zraye  tfèt- 
turellemefure  que  l'arc  d’un  cercle  : neanmoins  corn- 
' me  on  ne  connoift  pas  la  longueur  des  lignes  courbes , 
tn  eft  obligé  d avoir  recours  à d autres  mefures  , 
mais  tohjours  par  rapport  h celleAâ. 

On  les  peut  rapporter  à trois  ÿ qui  font  routes 
prilès  de  la  baie  couiiderêe  diverlemcnct  ou  com- 
, me  corde  : ou  comme  fims  : ou  firoplemeut  com- 
me baft. 


DE. 
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DE  LA  SECONDE  MESU- 
RE DE  L’ANGLE,. 

Q^ui  EST  LA  Corde. 

Nous  commencerons  par  la  bafe  coiifidercc  xx’.. 
comme  corde  > fijr  quoi  il  faut  remarquer 

I.  Que  pour  cela  il  faut  que  les  cotez  de  l’An- 
gle foient  pris  d^ux,  ( 6.fup.  ) Car  alors  ils  font 
confiderez  comme  rayons  d’un  cercle  doBtlecem* 
tre  cft  au  fommet  , & ainfi  la  ligne  qui  en  joint 
les  extremitez  cft  la  cordt  de  l’arc  de  ce  cercle  qui 
ntefure  ce't  angle. 

i.,Lcs  angles  ainfi  confiderez  peuvent  être  ap- 
peliez ifofceles,  c’eft  à dire  à jambes  égales. 

3.  Deux  angles  ifofceles  comparez  cnfcmblè 
peuvent  etre  ou  é^uilaiertt  entr’eux  , ou  inéqui- 
Uiterts  ; c’eft  à dire  que  leurs  cotez  font  rayons 
ou  de  cercles  égaux,  ou  de  cercles  inégaux. 

Cela  fuppofe , pour  bien  comprendre  toute  cet- 
te meûire  de  l’angle  il  ne  faut  que  faire  atten-' 
tion  à CCS  Lemmes  tirez  des  LivresV.  &VU. 

I.  Lemme,. 

Dans  les  cercles  égaux  les  cordes  ^alcs  fou-  xxr^ 
tiennent  des  arcs  tout-égaux.  Et  les  arcs  égaux 
font  foutenus-par  cordes  égales.  ( V.  i^.  ) 

II. .  Lemme.^ 

Dans  les  cercles  égaux  les  plus  grandes  cordes  x x i r, 
foûtiennent  de  plus  grands  arcs.  Et  les  plus  grands 
arcs  font  foûtenus  par  les  plus -grandes  cordes. 

VJI.  II.  ' r & 
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III.  Lemme. 

Xïlir»  Lss  cercles  étant  inégaux  > les  cordes  égales 
foûtiennent  des  arcs  de  plus  de  degrez  dans  les 
plus  petits  cercles  VU.  zi. 

IV.  Lemme. 

XXIV.  L t s arcs  d’un  même  nombre  de  degrez  (ont 
foûtenu^par  de  plus  grandes  cordes  dans  les  pju»  ^ 
grands  cercles.  Vu,ii. 

I.  Theôreme. 

♦ 

XXV.  Trois  fortes  d’égalitcz  peuvent  être  confide* 
rées  dans  deux  angles  ifofceles. 

' i.  L’égalité  des  cotez  de  l’un  à ceux  de  l’autre  y - ' 
qui  fait  qu’on  les  appelle  iquilateres  entreux. 

Z.  L’égalité  des  cordes,  qui  les  peut  faire  appel* 
lcr  ijheordes. 

. 3 . L’égalité  des  angles  mêmes. 

Or  deux  de  ccségalitez  étant  données  y donnetic 
l»î“ 

1 Premier  Cas. 

XXVI*  Les  Agles  équilatcrcs  entr'eux  & ifocordes-' 
font  égaux.  Car  ils  ont  pour  mefure  des  arcs  tout- 
égaux  , puiftju’étant  équilateres  ils  font  mefurez 
par  des  arcs  de  cercles  égaux  , & que  par  le  i." 
Lemme  les  cordes  égales  de  cercles  égaux  fbùtien- 
uent  des  arcs  tout-égaux. 

Second  Cas. 

XXVII*-  angles  équilatcrcs  & égaux  font  ifôcordes.  • 

G’eft  la  converfe  du  même  premier  Lemme. 

■*  J 
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Troisième  Cas. 

Les  angles  ifbcordcs  & dgaux  font  dqnilatctes  xx  viir. 
emr’eux.  Car  il  cft  aifc  de  voir  pat  le  3.®  Lcm- 
me  que  les  cordes  égales  ne  peuvent  (bCuenir  des 
arcs  égaux  > que  dans  les  mêmes  ceicks  > ou  en 
des  cercles  égaux. 

II.  Theor-éme. 

Quand  il  n’y  a égalité  que  dans  l’une  de  ces  xxii.  . 
trois  chofes , voicy  ce  qui  arrive  : 

Premier  Cas. 

N’y  ayant  égalité  que  dans  les  cotez  , les  plus  xxx.' 
grandes  cordes  donnent  les  plus  grands  angles  > Sc 
les  plus  grands  angles  ont  les  plus  grandes  cordes. . 

C’eft  le  1.**  Lemme. 

Second  Cas. 

N’ Y ayant  égalité  que  dans  les  cordes , les  plus  x xxi. 
grands  cotez  donnent  les  plus  petits  angles  > & les 
plus  petits  angles  ont  les  plus  grands  cotez.  C’ell: 
le  3.*  Lemme. 

k 

k 

Troisième  Cas. 

N*  Y ayant  égalité  que  dans  la  grandeur  des  an^  j j j. 
gles , les  plus  grandes  cordes  donnent  les  plus  grands 
cotez , & les  plus  grands  cotez  ont  les  plus  gran« 

> . des  cordes.  C’eft  le  4.'  Lemme. 

I.  PROBLEME. 

Cou  PïR  err  deux  un  angle  donné.  L’ayant  xxxili» 
pris  ilbfccle , il  ne  faut  qu’en  couper  la  corde  per- 
pcudiculaitcmcnt  & par  la  moitié  j ce  qui  le  Bue 

de 
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de  la  meme  forte.  Car  alors  Tare  Icra  partage' 
par  la  moitié,  par  VU.  7. 

H.  P R O B L E ME. 

XXXIV.  Ayant  un  point  donné  dans  une  ligne  don^: 
née,  en  élever  une  qui  fâlle  for  cette  ligne  un  angle 
égal  à un  donné.  Soit  l’angle  .donne.  L’ayant  taii> 
ilofcelc , en  marquer  la  corde  s puis  du  pointdon* 
né  dans  la  ligne  pris  pour  centre  , décrire  d’un 
intervalle  égal  aux  cotez  de  l’angle  donné  une  por- 
tion de  circonférence  , dans  laquelle,  en  commen- 
■ ^ant  par  le  poinr  où  cette  circonférence  coupera  la 
ligne  donnée  , on  prendra  une  corde  égale  à là 
cordc  de  l’angle  donné.  La  ligne,  menée  du  point 
donné  à l’extremité  de  cette  corde  fàtisfcra  au 
Eroblemc.  Car  ces  deux  angles  feroïK-équilateres 
cutr’eux  &àfocordes  , & par  confequent  égaux 
par  le  premier  Theoréme. 

DE  LA  TROSIFME  MESU- 
RE DEL’ ANGLE; 
c^u  I EST  'le  Sinus. 

xxx'v.  ^ nicfore  un  angle,  peut 

être  appelle  le  finus  de  cét  angle.  • D’ou  il  's’en- 
' fuit; 

XXXVI.  I.  Q_ii  e comme  i!  n’y  a que  les  arcs  moindres 
que  la  moitié  de  la  demy-circonfèrence  qui  ayent 
un  finus  , il  n’y  a aufo  que  les  angles  aigus  qui 
en  ayent.  Ce  qui  n’empêche  pas  qu’on  ne  fo 
puifle  fervir  des  finus  pour  comparer  cnfcmbfe 
deux  angles  obtus , en  meforant  par  les  finus  léS 
angles  aigus  qui  (but  les  complemens  de  ces  ob- 
.tusi..  Voyez  V II.  ig. 

XXXVII  ^ ^ s’enfoit  que  toute  ligne  menée  d'un  point 

de  l’un  des  cotez  d’un  angle  aigu  pcrpendicuîaire- 
tueot  fur  l’autre  côté , cft  le  liuus  de  l’arc  qni 
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mefùre  cet  angle  par  conlêqutnc  le  fiims  dé 
cét  angle. 

Car  /bit  K le  fommet  d'un 
angle  aigit,  & que  de  A,  poinc 
quelconque  de  l’un-  de  les  cotez, 
foie  mene'e  fur  l'autre  la  per- 
pendiculaire b C.  ]e  dis  que  b 
C eft  le  lînus  de  l’arc  qui  me- 
furc  ce't  angle.  Car  ayant  pro- 
longe K C julques.cn  d,  en  lorte  que  K d lbit 
dgaîe  à K 4 ; h du  centre  K , intervalle  K on  dé- 
crit un  cercle , l’arc  de  ce  cercle  compris  entre  d’ 

& b fera  la  melùre  de  cdt  angle.  Ov  b C elt  le 
finusdcctftarc,  par  VII.  n,  Donc^Ceftle  finus 
de  l’arc  qui  nelurç  l’angle  K , & par  confequent 
de  l’angle  K. 

3.  LL  s'enfuit  que  le  cote'  d’un  des  points  du-  xxxvm, 
quel  cil  mene'e  la  perpendiculaire  fur  l’autre  côte', 
conlîderc  depuis  le  Ibmmct  jufqucs  à ce  point  > 
comme  Ki,  peut  être  appelle  le  rayon  de  ce't  an- 
gle , parce  qu’il  eft  le  rayon  A\i  cercle  dont  l’arc 

le  mcfurc.  E:  l’autre  côte'  dc^is  le  point  où  tom- 
be la  perpendiculaire  ou  fnus,  peut  être  appellé 
l'anti-finttSy  qui  eft  toujours  c'gal  au  rayon  moiu> 
le  finus  verfe , D’où  il  s’enfuit:  ■. 

4.  Que  la  grandeur  du  (înus  réglant  toujours 
celle  du  finus  verle,  (comme  il  a dre'  montre  Vll. 

1,7.)  elle  règle  toujours  aufli  celle. des  anti-fims, 
quoique  pat  rapport  au  rayon , puüquc  l'anti- finus 

n’eft  autre  choie  que  le  rayon  moins  le  finus  vet>-  . ■ 
fe-,  de  forte  que  dans  deux  angles  difterens  Icÿ 
rayons  & les  finus  ne  fçauroientétre  égaux  que  les 
ànti- finus  ne  le  Içicat  aufii. 

Tout  cela  fijppofc  , forent,  confiderez  les  Lcmt 
mes  fuivans. 
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I.  L E M M E. 

XL.  Qu  AN  D on  dit  que  deux  angles  au'on  veut 
mdürcr  par  les  finus  ont  le  rayon  égal,  c’eft  de 
même  que  fi  l'on  diloit  qu’ils  font  mefurez  pat 
des  arcs  de  cercles  égaux  s’ils  ont  le  rayon  in- 
égal , par  des  arcs  de  cercles  inégaux. 

Il,  L E M M E. 

• w ” 

» 

X 1. 1.  D an  S les  cercles  égaux  les  arcs  égaux  ont  des 
finus  égaux',  & les  finus  égaux  donnent  des  arcs 
égaux.  yil,i6\ 

III.  L E M .M  E.  * 

xLii.  Dans  les  cercles  égaux  les  plus  grands  arcs 
ont  les  plus  grands  finus,  & les  plus  grands' finus 
donnent  les  plus  grands  aies.  VU.  4 6. 

' IV.  «L  £ M M E. 

X 1. 1 1 X.  D A N s les  cercles  inégaux  les  arcs  étant  égaux, 
ceux  dés  pins  grands  cecclcs  ont  les  plus  grands 
finus.  VU. 

V.  L E M M E. 

XLiv.  Dans  les  cercles  inégaux  les  finus  étant  égaux, 
ceux  des  plus  grands  cercles  donnent  des  arcs  pro- 
portionellcmcnt  plus  petits,  c’efi:  à dirodcmoins 
de  dégrez.  C’elt  une  fiiite  claire  du  Lemmc  pre- 
cedent. ■ 

* 

I.  TheoréMe, 

XIV.  Trois  égalitcz  peuvent  être  confidetéesdans 
les  angles  que  l’on  compare  & que  l’on  mefure 
par  les  finus. 

I,  L’égï- 
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I . L’egalitc  des  rayons. 

1.  L’c'galite  des  finus. 

3 . L’cgalité  des  angles  mêmes. 

Or  deux  étant  données  donnent  la  3 .* 

Premier  Cas. 

Les  angles  qui  ont  le  rayon  égal  & le  finus  c'gal  x t v i.  ' 
font  égaux.  1"  Sc  2.^  Lemme. 

Second  Ca^ 

•Les  angles  égaux  .qui  ont  le  rayon  égal,  ont  le  x t v 1 1. 
finus  égal.  1.®'  & i.** Lemme. 

* Troisième  Cas. 

Les  angles  qui  font  égaux  & qui  ont  le  finus  x l v 1 1 1. 
égal , onf  le  rayon  é^l.  Car  s’ils  avoient  le  ra- 
yon inégal,  ils  lèroicnt  mefurex  par  des  arcs  dé 
cercles  inégaux  : & par  confequent  (félon  le  5.» 

Lemme)  les  finus  égaux  donneroient  des  arcs  pro- 
portionellement  in^ux,  & ainfi  les  angles  ne 
poutroient  pas  être  égaux. 

>.  *r  > 

II.  Theoréme. 

N’y  ayant  égalité  que  dans  l'une  de  ces  trois'  xtix. 
choies , Yoicy  ce  qui  arrivera  : 

Premier  Cas. 

N'y  ayant  égalité  que  dans  le  rayon,  les  plüs  1. 
Wands  finus  donnent  les  plus  grands  angles,  & 
lés  plus  grands  angles  ont  les  ^us  gran£  finus. 

} Lemme. 

S E C O N D C A S.’. 

N’y  ayant  égalité  que  dâus^  lés  finus,  le  plus- 

grand 
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grand  rayon  donne  le  plus  petit  angle,  & le  plus 
petit  angle  a le  plus  grand  rayon.  5.”'*  Lcm- 
nae. 

Troisième  Cas. 

nr.  N’y  ayant  c'galité  que  dans  les  angles,  le  plus 
grand  rayon  donne  le  plus  grand  finus , & le  plus 
grand  finus  donne  le  plus  grand  rayon.  4.' Lena- 
me.  # 

DES  ANGLES  FAITS  PAR  • 
LES  LIGNES 

ENTRE  PaRALLEXES. 
iriii.  Comme  les  perpcrpendiculairescntrelcs paral- 
lèles iotn  des  angles  droits  fiir  l'une  fi^fur  l'au- 
' tre  (ee  qui  eft  toujours  la  meme  chofe  ; ) il  n’y 
a que  les  angles  que  font  les  obliques  à coafidc- 
rer. 

Mais  CCS  obliques  entre  parellcles  faifànt  d’uu& 

f art  un  angle  aigu  & de  l'aurre  un,obtus,  c'efl 
’aigu  que  ron  mefure  premièrement , & par  l’aigu 
on  connoid  l'obtus.  £t  ainfi  quand  nous  parle- 
rons d’angles  c'gaux , nous  entendrons  les  aigus  , 

& les  obtus  par  confequenec  feulement.  ' 

Or  dans  la  confideration  de  ces  angles  aigus* 
faits  par  des  obliques  entre  parallèles,  . 

L’oblique  cft  le  rayon  de  l’angle  ; 

La  perpendiculaire  mcne'e  de  l’cxtrcmitc'  de 
Dobliquc  ( qui  cft  un  point  de  l’uuc  des ’paraHc- 
ks  ) fur  l’autre  parallcleen  eft  Icfinus. 

D’où  il  s’enfuit,  que  les  finus  qui  melùrcnt  les 
angles  que  font  des  obliques  entre  lesmêmes  pa- 
rallclcs  font  tous  ég.iux , parce  que  les  perpendi-  , 
oulaircs  entre  les  méates'-  parallèles  font  e'galcs. 

VI 16. 

■ Com— 


Digitized  by  Google 


■DE  GEOMETRIE.  Liv.  VIII.  237 

Comme  aulîi  entre  differentes  paralles,  pourveu 

Suc  les  deux  parallèles  d’une  part  foient  autant  di- 
tantes  J’une  de  l’autre,  que  celles  de  l'autre  part. 
JEt.c’eft  ce  qu’on  peut  appellcr  deux  clpaces  parai.  • 
Ides  égaux. 

On  peut  tirer  de  Ih  diverfês  propofîtiont  tmpof 
tantes  qui  ne  feront  que  des  Corollaires  du  i.'^  on 
du  2.“*  Theoreme. 


X Corollaire. 

t 

Toute  oblique  entre  deux  parallèles  fait  les 
Angles  alternes  fur  ces  parâllelcs  égaux , c’eft  à di- 
re que  l’aigu  qui  cft  d’une  pat: 
eft  égala  l’aigu  qui  cftdel’au-  j 

tre part, & par  conlcqucnt  l’ob-  . . -Z 

rus  à l’obtus.  y' 

Car  ces  angles  alternes  ont  ' X 

pour  rayon  cette  meme  ligne 
oblique  b C , Sc  pour  finus  l’un  la  perpendiculai- 
re de  b fiir  la  parallèle  X , & l’autre  la  perpendi- 
culaire de  C fur  la  parallèle  Z.  Or  ces  deux  per- 
pendiculaires font  égales.  Donc  par  46.  S. 


1 


il.  Corollaire. 

Tes  obliques  égales  entre  les  memes  parallc-  ^ 
les  font  les  angles  égaux  : par  la  même  raifon. 


* III.  Corollaire. 

Les  obliques  entre  parallèles  qui  font  les  angles  ^ ^ 
•égaux,  font  égales,  S.  48. 

IV.^^ROLLAIRE. 

Les  plus  ceflB  lignes  entre  parallèles  font  rvii, 
Jes  plus  grands  angles  j par  le  2.'*  1 hcorérae,  zA 
•Cas. 

V.Co. 
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V.  Corollaire. 

Q^uand  dés  limies  font  cnfcrmc'es  entre  diffe- 
rentes lignes  paralldcs  , on  peut  y confiderer  trois 
^galitcz. 

I.  L’c'galitc  des  obliques. 

* L’e'galite  des  angles. 

3 . L’egalitd  de  la  diftance  .entre  les  unes  & les 
autres  de  ces  parallèles  , ce  qui  foit  que  cette  di- 
(Uncc  c'tant  égale  , les  pcrpaidiculaires  entre  ces 
differentes  parallèles  font  égales. 

Or  deux  de  ces  e'galitez  étant  données  donnent 
la  troifîémc. 

i.*‘Cas.  Si  les  obliques  font  claies,  & les  an- 
gles qu’elles  font  entre  leurs  parallèles  t'gaux  , les 
unes  & les  autres  parallèles  font  également  diftan- 
• tes.  Car  ce  font  des  angles  qui  lout  égaux  , & 
qui  ont  les  rayons  égaux  ( feavoir  ces  obliques.  ) 
Donc  leurs  finus  font  égaux  > par  47.  S. 

Or  ils  ont  pour  fînus  les  perpendiculaires  entre 
leurs  parallèles. 

'Donc  CCS  perpendiculaires  font  égales. 

a.**  Cas.  m les  obliques  font  égales  , & les  pa- 
rallèles de  part  d’autre  également  disantes  , les 
angles  feront  égaux,  par4â.S. 

3. 'Cas.  Si  les  parallèles  de  part  & d’autre  font 
cg^ement  disantes , & que  les  angles  foient  égaux»  - 
les  obliques  font  égales , 48.  S. 

* 

. VI.  COROLLALRE. 

L A meme  ligne  coupant  obliquement  plufîcurs 
parallèles,  les  coupe  toutes  avec  la  même  obliqui- 
té. C’eft  à dire  -qu’elle  faic^^toutes  les  angles 
aigus  égaux.  C’elt  une  fuit^lKemier  Corollai- 
re & de  14.  S.  ' ^|r 

Soient  trois  lignes  parallèles  * , y,  î:;  , coupées 
par  la  ligne  B en  C , en  D & en  /.  Langle  aigu  vers  C 

au 
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au  dcilus  d'x  cft  égal  à l’angle  aigu  de . deilous  y 
parce  qu’ils  font  oppofcz 
au  fonunct.  ( if.fup.)  & 
l’angle  aigu  de  dellous  eft 
dgal  à l’angle  aigu  vers  D , ^ 
au  deflus  d'y  , parce  qu'ils 
font  alternes  , 

& ce  dernier  eft  égal  à lai- 
gu  de  dellous  y , parce 
qu’il  font  oppofez  au  Ibmmet.  Et  ce. dernier  à 
l'aigu  vers  fy  au  deflus  de  \ , parce  qu’ils  font  al- 
ternes , & ainli  des  autres.  Donc  tous  les  angles 
aigus  que  lait  une  inême  ligne  fur  diverfes  paral- 
lèles qu’elle  coupe , font  e'gaur.  Et  de  là  il  s’en- 
fuit t que  les  obtus  font  au/H  , parce  que 
.les  aigus  font  les  complemcns  des  obtus. 

VII.  COROLLAlRE>  ' 

'PLUSIEURS  ,paraljeles  e'tant  e'galcment  disan- 
tes les  unes  des  autres  7 c’eft  à dite  la  i-.r«  de  la 
& la  z/*  de  la } .*  & la  3.'  de  la  4.*  &c. 

Si  une  même  ligne  les  coupe  toutes , toutes  les 
.pottions  de  cette  ligne  comptifes  entre  deux  de 
ces  parallèles  font  égales.  . 

Car  tpus  les  angles  aigus  que  fait  cette  ligne  fur 
CCS  parallèles  font  égaux.  Et  les  finus  de  ces  an- 
gles, qui  font  les  perpendiculaires  entre  chaques 
■deux  paiallcics  , font  égaux  aufli  par  l'hypo- 
thefo. 

Donc  les  rayons  de  ces  angles.,  qui  font  les  por- 
. tfons  de  cette  ligne_  comprites  entre  chaques  deux 
paraUcIes,  font  égaux.  (48./#^.-)  - 

» ^ 

VIII.  -Corollaire. 

ORS  que  deux  lignes  font  menc'es  d’un  mê- 
■mc  point  fur  une  autre  ligne,  c’eft  comme  fi  ces 
lignes  e'toicnt  entre  parallèles. 

^Car 


tr 
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Car  on  peut  par  ce  point  tirer  une  parallèle  à la 
ligne  que  ces  deux  lignes  coupent. 

IX.  -Corollaire. 

Tout  angle  plus  les  deux  angles  que  font  lès 
cotez  lût  la  Éalc  font  ^gaux  à deux  droits. 

Soient  i C & £ D les  cotez  d’un  angle,  &CD 
la  bafe.  Par  le  precedent 
Corollaire  , on  peut  mener 
par  le  point  h la  ligne  w « , m 'X  î n 

parallèle  à la  bafe  , fur  la- 

quelle  parallèle  les  cotez  de  / 

de  l’angle  donne  feront  de 
nouveaux  angles  autour  du  . 
donne,  fçavoir  l’angle  m b C,  & « i D.  Or  ces 
trois  angles  fontegaux  àdeux  droits , par  1 5.  S.  Et 
fliacun  des  deux  qui  font  à côté  de  l’angle  don- 
né , eff  égal  à un  de  la  balè  , fçavoir  à Ion  alter- 
ne , par  54.  S. 

Dore  les  deux  de  la  bafe  , plus  l’angle  donné  , 
font  égaux  à deux  droits. 


XIII. 


X.  Corollaire. 

s I on  prolonge  un  côté  d’un  angle  vers  le  fbm- 
met  de  l’angle  , comme  fi  on  prolongeoit  D b 
jufqucs  en  l’angle  que  fait  ce  côté  prolongé 
fur  l’autre  côté  , comme  l’angle C , cft  égal 
aux  deux  angles  fur  U balè.  Car  cet  angle  , qui 
appelle'  extérieur  -,  plus  l’angle  du  iommet  , 
vallent  deux  droits.  Or  les  deux  angles  lut  laba- 
fe,  plus  l’angle  du  fommet  vallent  aulli  deux  droits. 
Oftant  donc  l’angle  du  fommet  qui  cft  commun , 
l’angle  extérieur  fera  égal  aux  deux  angles  fur  la 
iule. 

Ce  fera  la  même  cholèfi  on  prolonge  la  bafe.  Car 
l’angle  extérieur  que  fera  la  bafe  prolongée  fur  un 

côté  , 


Ûigilirro  ijy  GoOglc 


de  GEOMETRIE.  Liv.  VIII.  241 

<ôté,  fera  cgal  aux  deux  imcncurs  oppolez;  c’clt 
à dire  à l’angle  <]ue  fait  l’autre  côté  lur  la  bafe  , 
plus  l’aiigle  du  lominet. 

XI.  Corollaire, 

D I U I angles  loin  égaux , quand  les  anglesxjuc  ^ j y 
les  cotez  de  l'un  font  lut  fa  bafe  , font  égaux  à 
ceux  que  les  cotez  de  l’autre  font  liir  la  Henné. 

IIL  PROBLEME, 

D’un  point  donne  hors  une  ligne  donnée  , ixT. 
mener  une  ligne  qui  fàfl'e  fur  la  donnée  un  angle 
donné. 

D’un  point  quelconque  de  la  ligne  donnée  en 
élever  une  qui  fafle  fur  la  donnée  l’angle  donnc> 

(par  le  i.''  Problème,  ^^.fup.  ) 

La  parallèle  à cette  ligne  qui  pa/ïèra  par  le  point 
donné  & coupera  la  ligne  donnée  , làtisfera  au 
Problème. 

DE  LA  Q^UATRIE'ME  MESU- 
RE DE  L'ANGLE, 

QUI  EST  GENERALEMENT  LA  BaSE. 

Cette  mefiire  cft  la  plus  imparfaite  , & ne 

{>cut  fervir  à mefurer  les  ang’es , qu’en  cas  que 
CS  cotez,  de  deux  angles  non  ifcofcclcs  foient 
égaux  chacun  à chacun  > ce  qui  fera  deux  Théo- 
rèmes. 

I.  Theoréme. 

Lors  que  deux  angles  non  ifbfcelcs  fôntéqu*-  L x 
latcres  entr’eux  , c’eft ’à  dire  que  chacun  des  cC-« 
tcz  de  l’un  cft  égal  à chacun  des  cotez  de  l 'autre  : fi  la 
bafe  cft  égale  a la  bafe  > ces  angles  (but  égaux. 

L C’eft 
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C’eftcc  qui  le  prouve 
ainfi  : Ou  l’on  peut  fiû- 
re  tomber  une  perpen- 
diculaire de  l’cxtremi- 
te  de  Tun  dçs  cotez  de 
CCS  angles  fur  l’autre 
côte',  ou  onnclepcyt, 
comme- lors  qu’ils  font 
, . obtus.' 

i".  Cas.  Si  on  le  peut, (comme lorlque  les 
angles  font  kc*:)  les  perpendiculaires  x P feront 
^alcs,  par  V.  58. 

Or.  ejes  pçtpendicubires  font  les  finus  de  ces  an- 
gles qui  ont  auflî  le  rayon  égal , (çavoir  c x.  Doiic 
, CCS  angles  font  égaux , par  46.  S. 

2."*  Cas.  Si  on  ne  le  peut,  (comme  fi  ces  an- 
gles étoient  c * k 4=*  m^tijes  figures  :)  alors  la 
perpendiculaire  * P men^e  du  (b.mmet  rneme  de 
di^cun  des  angles  fur  la  bafe,  feroi:  vçir  que 
les  deux  angles  formez  par  les  cotez  de  chacun  de 
ces  angles  obtus  fur  cette  bafe  , (but  c'gaux 
chacun  à chacun  , (c’dt  à dire  l'angle  k égal  à 
l’angle  Je  , & l’angle  c à l’angle  c.)  Donc  les  aa- 
gles  obtus  oxkrcuopt  égaux,  ^aré4.^. 

II.  Theoréme. 

X y ij.  Deux  angles  égaux  étant  équilatcres  entr’eux» 
ont  la  balè  égale." 

_.Çes  angles  égaux  que  l’x)n  fiippofc  équilatcres 
.cmr’eux  font, 

.1.  Ou  droits. 

Z.  Ou  aigus. 

~ 5 . Ou  obtus. 

•:  > X.*'.  Cas.  S’ils  font  droits,  comme  ifCSc 

.frÿM-  ils  oRt  les  ..baies  CZ>  de  égales,  par  V. 

4«. 
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2.**  C A S.  S'ils  loin  S'ÿiis  , J. 

comme  h iC-,  n qm:  ks per- 
pendiculaires C/&  t»  P , qui 
Ibnt  les  films  de  ccs  angles»  Ic- 
ronc  e'gSJcs,  par  47,5. 

Donc/d  =: />  ^.'V.  51. 

Donc  b /=3  n p.  J.  19. 

Donc  C À =3  m n.'^.  48. 

Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Î-*  Cas.  S’ils  font  obtuS  » 
comme  i C , & « 0 >«  ; les 
angles  aigus  C g f , tn  0 p-, 
compjemcns  de  ces  obtus,  feront  e'gaux. 

Donc  les  perpendiculaires  C fSe  m p,  qui  font 
les  fînus  de  ces  angles,  feront  égales  par  47. S. 

Donc^/:::^  0 p.  V.  51. 

Donc  è/=:  n p.  1. 13.  ' 

Donc  C i ZZ  m H.  y.  48.  Ce  qu’il  'falloir  dé- 
montrer. 


O^ÎSERVATION, 

Ti> fichant  la  contparaifon  de  la  premiert 
mefure  des  angles  avec  ces  trois 
dernieres. 

Kent  avons  déjà  dit  qu’il  n'y  avait  que  l'arc  qui 
fu(l  la  mefure  parfaite  cr  naturelle  de  l ^ngle. 
Mais  pour  le  mieux  voir,  il  faut  remarquer  que 
les  trois  autres  mefures  montrent  bien  fi  un  angle 
'sfl  égal  h un  angle  , ou , entre  des  angles  inégaux., 
quel  efl  le  plus  grand  eu  queleflle  plus  petit  -,  mais 
il  ny  a que  l'arc  qui  donne  la  verita'le  proportion 
entre  les  angles  inégaux.  Car  il  efl  certain  que  fi 
l’arc  efl  triple,  ou  quadruple , ou  quintuple  de  l'area 
l'angle  fera  aujfi  triple , quadruple,  ou  quintuple  de 
l'angbe.  %iais  cela  ne  fe  peut  pas  dire  des  trois 
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autres  mefures  ; étant  faux  que  fi  la  corde  efl  triple 
de  la  corde , lors  même  que  les  angles  font  iquiU-  ' 
ures  entr'eux,  l'angle  foit  triple  de  l angle  i parce- 
que  les  cordes  ne  font  pas  proportionelles  h leurs 
arcs,  comme  il  a été  ait  V 1 1.  ii.  Et  c ejl  d’où 
vient  la  difficulté  de  la  trifeBion  de  l'angle  -,  par. 
ce  qu'il  ne  fuffit  pas  pour  cela  de  couper  la  corde  en 
trois,  ce  qui  ferait  facile:  mais  il  faut  couper  l'are 
tn  trois  -,  ce  qui  ne  fe  peut  par  la  Geometrie  ordf- 
dinaire , c'eft  à dire  en  ny  employant  que  des  /»- 
grM  droites  ey  circulaires. 


' 


N O U, 
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LIVRE  NEUFVIE’ME. 


J)ts  jinglfs  c^ui  6Kt  leur  fommet  hors  te 
centre  du  Cercle^  dont  les  ^rcs 
ne  laijfent  pas  de  lesmefttrer. 

Lefilien  ai  fi  de  reconnoître /jiie  1er 
Angles  ne  peuvent  avoir  pour  verita. 
ble  tntfure  que  les  arcs  d un  cercle > 
CT*  que  toutes  les  autres  mefures , com- 
me les  cordes,  les  finus  , en  les  la • 
fes , ne  peuvent  être  que  fu’<fidiaires  de  celle  Ih  , 
6?*  que  même  eUes  ne  les  mefurent  qu' imparfaite- 
ment. 

Mais  on  a creu  jstfques  icy  qu'on  ne  pouvait  em- 
ployer pour  mefurer  un  angle  que  les  arcs  du  cercle 
au  centre  duquel  efi  le  fommet  de  cét  angle.  Et 

L J anijt 
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arrivant  rarement  que  deux  angles  que  l'est 
cnmpare  ayent  leur  fommet  au  centre  du  même  cer- 
cle: on  ne  pouvait  prefque  jamais  employer  lame- 
fure  des  arcs  dans  la  comparaifon  de  plu/teurs  an- 
gles, cs‘  on  était  obligé  d'avoir  recours  h de  longs 
citculis  par  la  conférence  de  plufieurs  triangles  ; ce 
qui  o ’ligeoit  h confiderer  tant  de  lignes , qu’il  était 
impojftble  que  l’Imagination  n’en  f^extrémement 
jatiguée , qui  e(l  une  des  chofes  q^n  doit  éviter 
autans  que  l’on  peut  dant  l étude  delà-  Ceottte- 
trie. 

Cependant  il  efl  vray  qu'il  n’y  a point  d'angle 
qu'on  te  puiffé  me  furet  par  les  arcs  d un  cercle  , en 
'quelque  endroit  qu  en  fait  le  fommet  au  regard  du 
cercle  : C'efl  h dire , 

1.  Soit  qu'il  fait  dans  la  circonférence  du  çet- 
cle: 

2.  Soit  qu’il  fait  au  dedans  > quoi  qu'aiHeurt 
qu'au  centre: 

3-  Soit  mêmes  qu'il  fait  au  dehors  ,pourveu  que 
fes  cùteT^  coupent  ou  touchent  le  cercle. 

C’efl  ce  que  l’on  verra  par  ce  Livre,  qui  nefer- 
vira  pas  feulement  h mefurer  avec  une  merveiOeu- 
fe  facilité  toutes  fortes  d’angles  , mais  donnera 
aulf  par  Ih  de  grandes  ouvertures  pour  trouver 
leaucoHp  de  nouveUcs  chofes  touchant  la  proportion 
des  lignes, 

Mais  pour  rendre  les  preuves  plus  courtes , il 
e(l  bon  de  fuppofer  quelques  Lemmes  , ou  clairs 
d eux  mêmes  -,  ou  démontre'*  dans  le  Livre  prece- 
dent , afin  d'y  renvoyer  quand  on  en  aura  tefoiui 

I.  Lemme^  Définition. 

Lors  que  dans  toutes  ces  fortes  d’angles  on  dit 
qu'un  tel  arc  du  cercle  auquel  ils  ont  rapport  leur 
(crt  de  mefure:  cela  veut  dirc>  que  fi  ce  même 
angle  croit  au  centre  du  cercle,  il  aaroit  cét  arc, 

ou 


Ï>E  GEOMETRIE.  tiV.  Ct.  14^ 

ou  un  autre  qui  lui  fèroit  égal , pour  fa  melüre. 
On  bien  cela  veut  dire,  qu'un  angle  qui  fcroicau 
centre  de  ce  cercle  , & qui  auroit  cet  arc  pour 
mefure,  (croit  égal  à l’angle  hors  le  centre  qu’on 
én  avoir  cét  arc  pour  fa  mefure. 

Et  de  là  il  s’enfuit , que  dans  ces  fortes  d’an- 
gles , auîfi  bien  que  dans  ceux  qui  font  au  centre 
ducfetclc  , dcu'x  aiiglès  font  c'gaux  quand  ils  on< 
pour  mefure  des  arcs  égaux:  ou  abfolumcnt, quand 
ce  font  des  arcs  du  meme  cercle , ou  de  cercles 
^ux:  ou  proportionellcmcnt , quand  ce  font  des 
arcs  de  cercles  ine'gaux  ; l’arc  du  petit  ayant  la 
ineme  raifon  à fa  circonférence,  que  l’arc  du 
grand  à la  ficnne;  comme  li  l’un  Sc  l’autre  etoit 
h dixiéme  patrie  de  fa  circouferotee  , c'elf  à dire 
dejédtg^. 

IL'  L^emme. 

Touranglc  ("de  lademy-circonferenceeft  Drttt. 
»ui  a pour  \jd’un>rc  moindre  que  la  demy-c.^i^a. 
mefure  la  i d’vm  arc  plus  grand  que  la  demy-c. 
Moitp=’'  C 

Et  de  la  il  s’enfuit,  que  quand  on  dit  que  deux 
angles,  ou  trois  angles,  font  égaux- à deux  droits: 
cela  veut  dire  que  ces  deux  angles , ou  ces  trois 
angles , pris  enlemble , ont  pour  mefure  la  demy- 
circonlercncc,  c’eft  à dire  i8o  degrez.i 

Et  quand  on  dit  que  deux  angles  font  égaux  4 
un  droit  i eda  veut  dire  qup  ces  deux-  angles . 
priscnfcmble, ont  pour  nr^fure  la  moitié' de  la  deray.- 
citcoufttencç , c’elt  à dite  90  degrez. 

E M M E. 

' > 

Q^u  D un  tout'  eft  partagé  en  plufcurs  por- 
tibris',  comme  en  i)  c,  rf;  comme  ces  trois  por- 
tions cûfcniblc  font  le'  tout:  lcs_  trbis  moiticz  de 
‘ L 4 * CCS 
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CCS  portions  > c’t  ft  à dire  une  moitié  de  chacune,  font 
toutes  enfemble  la  moitié  du  tout  -,  de  (bree  que 
CCS  trois  exprelTîons  loue  la  même  choie: 

J La  moitié  du  tout  ; 

La  moitié  des  trois  pottious  cpic  comprend  £c 

tOUti 

Les  trois  moiticz  de  ces  portions,  c’eft  à dite 
une  de  chacune  ; ce  qui  s'entend  toujours  , qum 
qu’on  ne  le  marque  pas. 

Et  ainh  fuppofant  qu’^  (bit  une  circonfetcnce, 
& que  b,  Ct  df  Ibient  trois  arcs  qui  la  cemprenr 
Bcnc  toute  : 


jde  l’arc  £, 
jdc  l’arc  c, 
*de  l’arc  d, 


■’J  font  égales , prilèsenlèmble  » à la  ^ 
de  la  circonférence , c’eft  âdirc  à la 
^demy-circoufcreiKe,  ou  à rSo  de- 
grez. 


Et  fuppofant  qu’  -rf  (bit  une  demjr  .circonféren- 
ce, Sc  que  è&  c loient  deux  arcs  qui  la  compren- 
nent : deux  moitiez  de  ces  arcs  « une  de  chacun  » 
v^deu;  la  moitié  de  b dcmy-circpuference  , c'éft 
à dire  90  degrez. 

. ..Et  alors  on  peut  exprimer  U r.'idtié  de  î*unde 
fcs  ares  en  deux  .manières:  ou  par  fon  propre  nom, 
comme  la  * d’ou  tel  arcÿ  ou  pat.  la  moitié  du 
tout  donc  il  eft  portion,  moins  la  moitié  de  l’au- 
tre arc. 

Ainfi  étant  donné  une  demy-cixconfercncc  qui 
comprend'  les  arcs  -b  Sc  t:  la  * de  l’arc  b eft  la 
même  chofe  ’ que  la  moitié  de  la  demy-dreonft- 

rence,  moins  la  I de  l’arc f,  “ ' ’ • 

Enfin  fi  un  tout  a deux  portions  : la  moitié'  de 
la  plus  grande , m.oius  b b{oitié  de  la  plus  petite , 
eft  la  même  cliofè  que  la  "ioitié  du  tout  moins 
la  petite  entière.  Car  fi  le' tout  a pour  portions 
i Sc  c , la  moitié  du  tout  eft  égale  à la  moitié  de 
b.  plus  la  moitié  de  c.  11  faut  donc  ôter 'deux 
' ‘ ••  . 'fois 
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fois  la  moitic  de  e de  la  moitié  du  tout  > pour  ren- 
dre la  moitief  du  toutdgal  àla  moitié' de  idoutoa 
auroit  ôte  la  moitié  de  c. 

IV.  L E M M E. 

Enfin  il  fefàut  fouvenir,  v, 

1.  Que  tout  angle,  plus  les 
deux  que  font  fes  cotez  for  fa 
bafo,  font  égaux  à deux  droits. 

2.  Que  les  deux  angles  fur  ^ 
la  bafo  d’un  angle  droit  font 
égaux  à un  droit. 

3.  Que  11  on  prolonge  un  côte  de  l’angle  vers 
fe  fommet  ; le  nouvel  angle  que  fait  ce  côté  pro- 
longe' lur  l’autre  côté  , clt  égal  aux  deux  anirlcs 
qui  font  for  la  baie  du  p.-emicr  angle.  Ain'i  l’.ui- 
gle  F K ^ eft  égal  aux  angles  vers  Sc  vers  c. 

La  première  forte  d'angles,  dont  le  fom^ 
met  efi  dans  la  circonférence 
d’un  Cercle  donné. 


Division. 

L É fommet  d’un  angle  ne  fc  peut 
terminer  dans  la  circonférence  d’un  . 
cercle  qu’en  5 maniérés:  f 

F.  Quand  l’un  des  cotez  eft  au  de- 1 
dans  du  cercle , & l’autre  au  dehors  ; \ 
Quand  tous  les  deux  font  au  de- 
dans ; 

3. Quand  ils  font  toüS-deux  au  de- 
hors du  cercle.  Mais  parce  que  la  . 
première  fo  fubdivifeen  deux , on  peut/ 
compter  4 genres  de  cette  forte  d’an-\ 
gfes. 

Le  Quand  l'un  des  ctitez  efl:  au 
dedans  du  cercle , & en  efl  une  cotd 

t s 
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l'autre  coté  qui  e(l  au  dehors  > touche  le 
cercle. 

Le  Quand  Tun  des  cotez  dtant  au/II  au  de- 
dans du  cercle , celui  qui  cft  au  dehors 
coupe  le  cercle , & entre  dans  le  cercle 
lorlqu’on  le  prolonge  d- ce  côte-là:  ou 
que  ce  n’eft  mêmes  qu’une  corde  pro* 
longcic  hors  le  cercle. 

Le  î .'  Quand  tous  les  deux  côte* 

Ibnt  au  dedans  du  cercle  > & en  Ibuc 
deux  cordes. 

Le  4.'  Quand  ils  font  tous-deuz,au 
dehors. 

Mais  parce  qn  alors  cette  forte  i*'an'- 
g!e  ne  peut  avoir  de  rapport  au  cercle , 
tfae  parce  qu'il  ferait  égal  à un  angle  qu'on  lui  op' 
poferoitau  fommet , qui  ferait  neceffairement  ou  dû 
i.‘'  ou  du  3 * genre:  il  ne  fera  point  necejfaire  it 
rien  dire  de  ce  4.*  genre , ptùfqu'on  eu- pourra  jum 
ger  par  les  autres. 

Et  ainft  il  ne  refera  qu'h  donner  la  mefure  des 
•trois  premiers  ; ce  que  nous  ferons  par  trois  Theo“ 
rimes  tris-clairs  CP‘  très-faciles  , t?»  dont  même 
les  deux  derniers  ne  feront  qu'une  fuite  du  premier  : 
en  même  temps  fi  féconds  , pour  parler  ainfit 
ifiiun  très- grand  nombre  dè  propofitious  qui  ne  ft 
prouvent  dans  la  Geometrie  ordinaire  que  par  des 
voyes  très  obfcures  et  très  embaraffees  , s’en  dé- 
duiront jans  peine  , comme  n en  étant  que  de  fim- 
ples  Corollaires. 

Mais  pour  cela  , il  ejl  neceffaire  de  marquer  lû 
matùere  dont  on  exprime  les  angles  du  premier  ty» 
dn  troifitme  genre  dans  la  Geometrie  ordinaire. 
Car  pour  celui  du  deuxième , perfonne  ne  les  aenr 
core  oonfidtTC\^ 
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Premier  Avertissement. 


Définitions. 

L’angle  du  premier  genre,  c)ui  eft celui  qui 
eft  compris  entre  une  corde  & une  tangente  , eft 
' appellé.  ordinairement  angle  du  fegment , angulns 
fegmentL. 

Et  l’applc  du  J.*  genre  qui  eft  compris  entre 
deux  cordes  ,^ui  fe  terminent  d’une  part  à un  mê- 
me point  de  la  ^circonférence  , l'angle  dans  le 
fegment , an%nlus  in  fegmento.  Ce  que  pour  mieux 
entendre,  il  faut  remarquer , que  toute  cordt  p’r- 
tage  le  cercle  en  deux  portions,  qui  font  appdiees 
fegmens  , & que  ces  kgmens  font  c'gaux  quand 
cette  corde  eft  un  diamètre,  & alors  on  les  appelle 
des  demy-cercies , Sc  l’arc  de  chacun  eft  une  demy- 
circonference  ; 

Mais  qu'ils  font  indgaux,  quand  c’eft  ùne  au- 
tre corde  que  le  diamètre  , Tun  étant  plus  petit 
que  le  demy-cercle  , & l’autre  plus  grand.  De 
forte  que  pour  abréger  nous  appellerons  l’un  le  pe- 
tit fegment,  & l’autre  le  grand  fegment. 

Et  delà  il  eft  clair  que  l’arc  du  petit  Icgmcnt  eft 
plus  petit  que  la  demy-circonfèrcnce,  & que  l'arc 
du  grand  iegment  eft  plus  grand  que  la  demy*' 
circonférence. 

Cela  (ùppole  , (î  on  tire  la 
corde  F G , & au  point  F , la 
tangente  mn:  F * G eft  le  pe- 
tit Icgmcnt , & F y G le  grand 
Iegment. 

Et  l'angle  G F m , l’angle 
du  petit  iegment  ; parce  que 
la  tangente  « F eft  du  côté  de 
ce  fcgment-là. 

Et  l’angle  GF»,  l’angle 
du  grandVegraent, 

^ ^ ^ L 6 Mais 
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Mais  i’angle  î k G clt  l'angle  dans  le  petit 
fegnrjcnt,  , 

"^Ec  l’angle  F K G , l’angle  dans  le  grand  Icg- 
aacat. 

IL  Avertissement.  ' 

VIII.  On  peut  encore  rcmarejucr  qu’au  regard  de  l’an- 
gle du  légment  , il  faut  que  la 
corde  qui  divilc  les  deux  Icgmens 
{bit  décrite  , parce  qu’elle  fait 
l’un  des  cotez  de  l’angle.  Mais 
que  cela  n’eft  pas  necefTaire  au 
regard  de  l’angle  dans  le  fegment, 
parce  que  la  corde  n’eft  que  la 
bafède  cc't  angle,  & qu’cite  cftfùftifàmment mar- 
quet  par  les  deux  points  de  la  circonférence  aux  > 
quels  aboutifl'ent  les  deux  cotez  de  l’angle.  Ainli 
l’angle  F K G eft  fufHQnunent  marqud  , quoi 
que  la  ligne  F G ne  foit  que  fous-entcnduc  & non 
uacec. 

III.  Avertissement. 

^ L’ A N G L E dans  le  fègmcnc  fè  peut  exprimer  en- 

deux  manières}  ou  par  rapport  au  fègment  dans  le- 
quel il  eft  iuicrit  > fon  fommet  fc  trouvant  dans 
l’arc  de  ce  Icgment;  ou  par  rapport  à l’arc  fur  le- 
quel il  eft  appuyé'.  Et  c’eft  en  cette  maniéré  qu’il 
vaut  mieux  l’exprimer  , quand  la  corde  qui  join- 
droit  les  extrdmitez  de  us  cotez  n’eft  pas  mar- 
quée, comme  dans  l’arglc  FKG  , qui  eft  appuyé 
fii|  l’arc  F Z G } & alors  on  dit  fimplcmait  que 
c’éft  un  angle  inferit.  dans  le  cercle  , fans  parler 
fegmcnt,. 


IV.Aver- 
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IV.  Avertissement. 

1 1 cft  aifd  de  voir  c|ue  l’angle  inferic  dans  un 
/egment  cft  toujours  appuyé  fur  l’are  du  fegment 
oppofe'.  Et  qu’ainli  l’angle  dans  le  grand  fegment 
eft  appuyé_^fur  l’are  du  petit  Icgment  : & au  con- 
traire l’angle  dans  le  petit  fegment  cft  appuyd  (iir 
l’are  du  grand. 

V;  Avertissement.. 

Enîin.ü  faut  remarquer,  ^uc  quand  on  par- 
le des  arcs  qu^;  (biiticnnent  les  cotez  d’un  angle  m- 
Icrit  dans  le  cercle , on  doit  entendre  les  deue  qui 
font  à côte  l’un  de  l’autre  , qui  fe  joignent  feule- 
ment en  un  point,  & qui  avec  celui  fur  lequel  l’an- 
gle inîcrit  cft  appuyd  comprennent  tou  te  la  circon-- 
fèrence- 

PREMIER  THEOREME, 

t 

FONDAMENTAL  DE  TOUS  LES" 
AUTRES. 

Tout  angle  compris  entre  une  tsngrntc  & une 
corde  , a pour  mefurc  la  moitiif  de  l’are  foûtenu 
par  cette  corde  du  côte'  de  la  tangente. 

Et  parce  que  cet  angle  cft  aulîi  appelld  l’angle 
du  fegment  vers  lequel  eft  cette  tangente  ; félon 
cela  dn  doit  dire  , qu’il  a pour  rrelure  la  rroitid 
de  Tare  de  ce  fegment-là.  De  forte  que  ft  c’eft 
l’angle  du  petit  fegment , il  a pour  mrlure  la  moi- 
tié' de  l’are  du  petit  fegment  ; & (i  c’eft  l’angle  du 
grand  Icgment , il  a pour  mefurc  la  moitié  de  l’are 
du  grand  (egment. 

Ce  Tkeoréme  eft  le  fondement  de  la  mcfîirc 
-des  angles  par  (Tes  arcs  de  cercles  hors  le  centre 

L 7 def- 
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Quels  eft  leur  Ibmmct , & b preuve  en  cft  trés- 
ijcilc. 

Soit  la  cordc  F G , & la  ligne  m h qui  touche 
en  F le  cercle  doüt  le  centre  cft  au  point  C Lbn- 

f le  « F G cft  l’angle  du  petit  fegment)  & »F  G 
angle  du  grand. - 

Soit  tire  le  diamètre  k K pcrpcndiajIaircàFG  | 
& le  rayon  C F j & P Ç 
perpendiculaire  au  diamètre 
K k,  & par  confequent  pa- 
rai Icie  à F G.  Ce  diamètre 
k K coupera  par  la  moitid  les 
açcs  du  grand  & du 
feguicnt.  (VU.  2.  & 7.)  D’ou 
il  s’enfuit  que  l’angle  au  cen- 
tre F C k a pour  mefurc  la 
moitié  del  ’arc  du  petit  feg- 
ment. Et  qu’au  contraire  l'angle  F C K a pou* 
inefure  la  moitié  de  l’arc  du  grand  ftgmenr. 

De  forte  que  le  Théorème  îera  démontré,  ( par 
le  i.»^  Lemme,  ) û on  peut  faire  voir,  que  l’an- 
gle du  petit  Icgment  m F G eft  égal  à l’angle  au 
centre  r Ck.  Or  cela  cft  facile.  ^ Car  C P & F G 
étant  parallèles  , les  angles  alternes  que  fait  fiir 
l’une  & fur  l’autre  le  rayon  CF,  ( c’eft  à dire 
les  angles  PCF,  & C F G > ) font  égaux.  { VIII. 
54.  ) 

Or  l’angle  wF  C ( qui  comprend  l’angle  du  petit 
fègment  & l'angle  CFG,)  eft  droit , ( VII.  34.  ) 
& par  confequent  égal  à l’angle  P C k , qui  eft 
droit  auITi , & qui  comprend  les  deux  anglesF  C k 
& P C F.  Donc  ôtant  de  part  & d’autre  les  an- 
gles C F G & P C F , ( que  l’on  vient  de  faite  voir 
être  égaux:)  l’angle  du  petit  fegment  deqieurcra  égal 
à l’angle  F C Jt , qui  a pour  mefurc  la  moitié  de 
l’arc  de  ce  petit  fegment. 

Donc  l'angle  du  petit  fegcaeDtna  F G , aauHî 

pÔM  - 
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popr  mefure  la  moitié  de  céc  aie  du  petit  fegmeut. 
Ce  qu’il  felloit  démontrer. 

Ou  fera  voir  de  memes  que  l'angle  du  grand 
(ëgment  « F G cft  égal  à l’ai.glc  aü  centre  F C K , 
qui  a poui  mefure  la  moitié  de  Tare  du  grand 
Kgmenr. 

Car  l’angle  du  grand  fegment  comprend  l’angle 
droit  «F C & l’angle  CFG.  Et  l'angle  au  centre 
F C K comprend  auflî  l’angle  droit  P CK&  l’angle' 
E C E. 

Or  les  angles  CFG  & P C F font  égaux  , 
comme  il  vient  d’étre  dit.  Donc  étant  ajoutez 
chacun  à un  droit  , ils  rendent  égaux  l'argle  du 
(êgment  & l'angle  au  centre  , qui  a pour  mefure 
la  moitié  de  l’are  du  grand  fegment. 

Donc  ( par  le  Femme  ) l’angle  du  grand 
lègmenc  a pour  melùre  la  moitié  de  l’are  du  grand 
fegment. 


r.  Corollaire. 

L’ A N G L ï du  demy-cercle  eft  droit.  X l ri. 

Celui  du  petit  fegment  cft  aigu. 

Celui  du  grand , obtus 

Cela  eft  clær  pat  le  i.®  Lemme. 

II.  Corollaire. 

Lorsqiie  deux  cercles,  dont  l'un  eft  dans 
l’autre,  fc  touchence  toutes  les  cordes  menées  du 
point  de  l’attouchement  à la  cir- 
conférence du  plus  grand  cercle  m 
foûrienncut  des  arespronortion- 
Bellemcnc  e^aux  dans  les  ceut 
cercles  -,  c’eft  à dire  que  la  ligne 
entière  feùticnt  dans  le  grand  ^ 
cercle  un  arc  égal  à celui  que 
fbîiticnt  dans^  le  petit  la  partie 
K d de  cette  meme  ligne. 

Cac 
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Car  les  angles  m K 6 & w K font  le  meme  an- 
gle. Or  l’un  a pour  mefurc  la  moitié  de  l’are 
k b,  &.  l’autre  la  moitié  de  l’îirc  K d.  ( la.  Sup.  ) 
Donc  CCS  deux  arcs  font  proportionuellcmcnc 
égaux. 


II.  Theoréme. 


Tout  angle  dont  le  fbmmet  eft  dans  la  cir* 
conférence , & qui  cft  compris  entre  une  corde  Se 
la  partie  d’une  autre  corde  prolongée  hors  le  cer- 
cle du  côté  qu’elle  dt  hors  le  cercle  , a pour  mc- 
(ùre  la  moitié  des  deux  arcs  qui  (ont  a côté  du 
fommet  de  cét  angle  , & qui  font  Ibùtenus  par 
les  deux  cordes,  dont  l’une  cft  le  côté  dcl’angle, 
& l’autre  en  fait  l’autre  côté  par  fa  partie  prolongée 
hors  le  cercle. 

Soient  les  deux  cordes  K D & KG>  dont  K.  D’ 
foit  prolongée  en  F hors  le  cercle-,  je  disque  l’an- 
gle F R G a pour  mefure  la  moitié  des  deux  arcs  R D 
& R G. 


Car  (parVlI.56.)  foitti- 
rc'e  par  le  point  K la  tang*cn- 
te  m f(  : l’angle  F K G com- 
prend les  deux  angles  F K » 

Si  n KG.  Or  l’angle  F K » 
cft  égal  à l’angle  w K D, 

( VIll.  17.)  parce  qu’il  lui  eft 
oppofé  au  fommer.  Donc 
l’ar.gle  F K G eft  égal  aux 
deux  angles  « K G & m R D. 

Or,  par  Ici. "Théorème,  «KG  a pour  mefure 
la  moitié  de  l’are  KG,  & iw  K D a pour  mefure 
la  moitié  de  l’are  K D. 


Donc  l’angle  F K G , qui  eft  égal  à tous  les  deux  , 
' a peur  mdurc  l’une  & l’autre  moitié  de  ces  deux 
arcs.  C’eft  à dire  la  moitié  de  ces  deux  arcs,  pr 
le  troiliéme  hemme. 


Go- 
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Corollaire. 

S r l'on  joint  les  extremitcz  de  deux  cordes  par  x v r 
deux  autres  cordes  c]ui  le  crotfent,  & que  l’on  pro- 
loiu'c  hors  le  cercle  les  deux  premières  cordes  : les 
angles  que  le  prolongement  de 
chacune  fera  fur  les  cordes  qui  fe 
croifènt,  feront  égaux. 

Soient  les  deux  premières  cor- 
des C / & d 

Les  deux  qui  fe  croifeat  , /d 
&gC. 

Les  prolongemens  > K C & 

Te  dis  que  les  angles  K C g Sc 
k df  font  ^gaux. 

Car>  par  fc  precedent  T heord- 
^e  l’vn  l’antre  a pour  mefûre  la  moitié  des 
arcs  / C , C d , é 

III.  Thporéme, 

Tout  angle  inferit  an  cercle , c’eft  à dire  corn-  ^ v i 
is  entre  deux  cordes  qui  ne  fe  joignent  que  dans 
circonférence,  a pour  mefure  la  moitié  de  l'arc 
fur  lequel  il  cft  appuyé. 

Et  parce  qu'on  appelle  auffi  ces  angles  angles 
dans  le  fegment  r félon  cela  > ! > 

Tout  angle  dans  un  fegment  a pour  mefure  la 
moitié  de  Parc’ du  fegment  oppofë.  { Voye^  le  4.*’ 
^vertijfemens , 10.  S«/  ) 

La  preuve  cnefttrés  facile  par  le  premier  Théo- 
rème. 

Soit  l’angle  / K Je  dis  qu’il  a pour  mefure  la 
moitié  de  Parc  f g. 

Soit ‘menée  par  le  (bmmet  K la  tangente  m n 
l’angle  inferit/ K.  plus  les  deux  qui  font  àcô- 
. - té 
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té/Kiw&gK*>  valent  deux  droits.  [ VIII. 

15.) 

Donc  ils  ont  pour  mefure  la  dcmy-circonfcren- 
cc,  par  le  2.*  Lemme. 

Donc  ils  ont  pour  me* 
furc  les  trois  moitiezdes  m 
(par 

le  3.*Lc«ime,  ) parce  que 
CCS  trois  arcs  compren- 
nent toute  la  citconic- 
icnce.  f 

Or  l’un  de  ces  trois 
angles,  fçavoir/K  >»  , a pour  mefùre  la  ir.oitiif 
de  l’arc  K / ; &- l’autre  , içavoir  ^ K « , a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  K g.  Donc  il  rtftcpour 
la  mefure  du  j,*  qui  eftTanglc  infeht , la  moitid 
du  3 .*  are , qui  elt  / g. 

On  peut  encore  proi-vci  îa  mémc'chofe  paf  1^ 
a,"*  Tneorcme.  Car  ii  on  pro- 
longe/ K jufqucs  à t ; k*::  an- 
gks/K^'&  g K- 1>  vak'Lt  den.^ 
droits,  (VIII,.  14.}  û pfo:  coii- 
fequent  ont  pour  mdùre  la  moi- 
tié de  li  circonférence  , - 1:  - ai: 
confequenc  auifi  les  trois  moi- 
liei  des  trois  arcs  K/",  K g » 

/g- 

Or  l’angle  £Kg  a pour  là  mefure  la  moitié  des 
deux  arcs  K / & Kg',  pat  le  deuxicMC  Théo- 
rème. 

Relie  donc  pour  la  mefure  de  l'angle  inferit  la 
moitié  du  troiliéme  arc,  quirell/ g». 

I.  Corollaire. 

Il  paroill  par  là,  que  11  on  ôte  de  ladrconfe- 
rence  entière  , c’eft  à<lire  de  360  degrd:  ,-‘les 
deux  arcs  que  foûtkouent'lcs  cotez  de  l’angle- in- 
, . ' -ferit. 
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fcrir  , la  moitié  de  ce  cjui  reftera  fera  la  mefurc 
de  l'angle  iiifciit;  comme  fi  l’un  de  ces  arcs  elldc 
ICO  dcgrcz,  & l’autre  de  44:  ôtant  144  de  j6o  j 
il  refiera  216,  dont  la  moitié  c(t  ic8  pour  Urne-  ' - 
ütre  de  l’angle  inlcrit'. 

II.  Corollaire. 

Ll  paroift  aulfi  qu’on  peut  dire  encore  r Que  x i x. 
tout  angle  inîcrit  a pour  mefure  la  demy  circon- 
férence , moins  la  moitié  des  deux  arcs  qui  font 
foûtenus  par  fis  cotez  , ou  moins  l'arc  qui  eH 
Ibûtenu  par  l'un  de  Tes  cotez  quand  il  ctt  Ifo- 
fccle. 

Cela  cft  clair  par  là  dêmonftratiou  precedente  , 

& par  le  troifiéme  Lemme. 

Et  cette  meâire  eft  lôuvent  plus  commode  que 
l’autre-,  comme  fi  l’on  l^t  que  des  arcs  que  (bù- 
ciennent  les  cotez  de  l’ar^le  infcritl’un  cftde  100 
degrez,  & l’autre  de  44:  ôtant  50  & ii,  qui  font 
7z,  de  180,  ce  qaf.rcltera,,qi!i  eft  108  , eft  la 

mefure  de  cét  angle  in'crit.  1 

Et  cela  ed  encore  plus  &cile  quand  l’angle  iiv- 
ferit  ed  Ilblcelc  , comme  fi  l’un  8c  l’autre  de  lès 
cotez  foûtient  un  arc  de  56  degrez  ; car  ôtant  56 
de  1-8  O > ce  qui  rede , qui  cd  i44  > ed  la  melùre 
de  cct  angle  m.icrit. 

III.  Corollaire. 

Tous  les  angles  iudritsdans  Içmémelègmcnc,  xx. 
ou  appuyez  le  même  arc  , ou  fur  des  arcs 
, égaux,  font  égaux.  Car  ils  ont* la  moitié  du  mê- 
me arc  , ou  de  deux  arcs  égaux  , pour  mefure. 

Donc  ils  font  égaux  par  le  premier  Lemme. 

Et  il  ed  clair  aufli  ( par  le  premier  ôç  ledeuxié-  J, 

me  Corollaire , ) quedes  angles  inferits  font  égaux, 
quand  les  arcs  que  loûtieonent  les  de  ux  cotez  de  l’un, 
font  égaux , pris  enlèmble , aux  arcs  que  foucicn- 
, ncnc 
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nciu  tes  deux  côccz  de  i autre  ; & qu'il  ne  peu- 
vent  être  e'gjux  que  cela  ne  loir. 

Que  fi , au  contraire  , des  angles  inferits  font 
fuppofez  égaux  , ils  faut  qu’ils  Ibicnt  appuyez  fur 
des  arcs  ou  tout.e'gaux  , fi  c’eft  dans  le  meme  cer- 
cle ou  en  des  cercles  égaux  que  ces  angles  Ibicnt 
inlcrits  : ou  qui  ne  font  que  proportioncllemcnt 
égaux  fi  c’elt  dans  des  cercles  inégaux.  Ce  qu'il 
faut  audi  fuppofer  dans  la  première  partie  de  ce 
Corollaire.  Car  les  arcs  qui  ne  (ont  que  propor- 
tionnellement égaux  font  autant  pour  l'égalité 
des  angles  > que  s’ils  étoient  tout-égaux. 

IV.  Corollaire. 

ïii.  Si  deux  angles  inferits  en  divers  cercles  font 
égaux  » & qu'ils  Ibient  (bùtcnu»par  des  cordes 
égales  , les  cercles  dans  Iclquels  ils  font  inferits 
font  égaux. 

- Car  les  angles  infcri'‘S  en  divers  cercles  ne  l^a- 
toient  être  égaux  j qu'ils  ne  foient  appuyez  fiir 
des  arcs  proportionellemcnt  égaux  ; & aes  arcs 
proportionelLcmcnt  égaux  ne  Içauroicnt  être  foû;- 
eenus  par  des  cordes  égales  en  divers  cercles  , que 
tes  cercles  ne  (bient  égaux.  Donc,  &c. 

V.  Corollaire. 

XX ri.  L0RSQ.WI  deux  cercles  dont  l’un  eft  au  de. 
dans  de  l’aiitre  fe  touchent  , fi 
du  point  de  l’attouchement  on  yy  / \ \\ 
mène  deux  lignes  ^ulques  à la  /W/  \i 
circonférence  du  plus  grand  : I t 

les  arcs  de  Tune  & de  l’autre  Y - W 

circonférence  compris  entre  ces 
deux  lignes  lèrout  proportion- 
ajellement  égaux.  Car  le  même  angle  fera  mefuré 
par  la  moitié  de  l’un  & de  l’autre  de  ces  arcs.'- 

YI-Co- 
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VI.  Corollaire. 

s r un  cercle  a ponr  centre  un  point  de  la  cir-  x x 1 1 r, 
conférence  d’un  autre  cercle  , & _ 

que  de  ce  point  on  tire  deux  li- 
gnes  qui  coupent  l'une  & l’autre  Y * \ 

circonférence:  des  deux  arcs  corn-  /V'a 
pris  entre  ces  deux  lignes  , celui  VA 

de  la  circonférence  laquelle  a ce  [ i ) 

point  pour  centre  , eft  propor-  \y  \ 
tioncllcmcnt  dgal  à la  moitié  de 
l’autre  , c’efl  à dire  à la  moitié  ^ 
jdc  l’ârc  de  celle  dans  laquelle  cil  ce  point.  Car 
Je  même  angle  a tu3uc  mefute  le  premier  ^rc  cn- 
.ticr  & la  moitié  de  l’autre. 


VIJ.  Corollaire. 

s t l’angle  inferit  & l’angle  au  centre  font  ap- 
puyez fur  le  memé  arc,  l’angle  au  centre  eft  dou- 
ble de  l’angle  inferit.  Car  l’inferit  apourmefure 
la  moitié  oe  l’arc,  qui  entier  eft  la  mefurc  de  l’an- 
gle au  centre. 

VIII.  Corollaire. 

Tous  les  angles  dans  un  fègment  font  égaux 
à l’angle  du  fègment  oppofé.  Et  ainfî  l’angle  dans 
le  grand  fegment  eft  égal  à l’angle  du  petit  f'eg- 
nicnt  ; & 1 angle  dans  le  petit  fegment  eft  égal  a 
l’anglc.du  grand. 

Car  l’angle  dans  le  grand  fegment  eft  appuyé  fîir 
l’arc  du  petit.  Donc  il  a pour  mefurc  la  moitié 
de  l’arc  du  petit,  qui  eft  aulli  la  mefurc  de  l’angle 
du  petit  figment. 
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IX.  Corollaire. 

L’ AN  G L £ dans  le  dcmy-cefflc  cft  dioir. 

Dans  le  grand  fcgmcnt>  aigu. 

Dans  le  petit,  obtus. 

Cela  e(l  clair  par  le  deuxième  Lemme. 

X.  Corollaire. 

Lis  angles  inferits  en  deux  /egmens  oppofez 
font  dgaux  à deux  droits.  Car  les  arcs  des  deux 
fegmens  comprennent  toute  la  circonférence.  Donc 
1.1  moitié  de  l’un  , c|ui  eft- h meforc  de  l’un  de  ces 
angles,  plus  la  moitié  de  l'autre,  quieflla  mefiirc 
de  l’antre  angle  , valent  la  dcmy-circonfcrence  , 

( par  le  troiliéme  Lemme.  ) Donc  pris  enfemblc 
ils  ont  pour  mefurc  la  dcniy-circonfercnce;  Doue 
ils  valent  deux  droits.  ' 

XI.  C0JR.OL.LAIRE. 

S i quatre  oordes  ne  fe  joignent  qu’aux  extre- 
mitez , elles  font  quatre  angles  inferits , dont  les' 
oppofez  font  égaux  à deux  droits.  C’eft  la  me- 
me cliolc  que  le  precedent. 

XII.  Corollaire. 

L’  ani'.'Ie  aigu  qui  eft  dans  le  grand  fegment 
cft  le  complément  de  l’obtus  qui  elt  dans  le  petit. 
Cela  eft  clair  , puilque  les  dcux^cnfcmblc  valent  . 
deux  droits. 

/ 

XIII.  C0JR.0LLAIRE. 

La  moitié  de  la  bafe  d’un  angle  iiifcrit  eft  fon 
fînus  , s’il  eft  capable  d’en  avoir , c’eft  à dire  s’il 
eft  aigu  : ou  de  fon  complément  , s’il  eft  obtus. 
Car  le  lînus  cft  la  moitié  de  la  corde  du  double 

de 
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de  r arc.  (,VlI.  15.)  Or  la  baie  il’uii  angle  inlcrit 
efk  la  cordc  d’un  arc  qui.eft  double  de  celui  t]ui 
me&rc  l’angle  infcric.  Donc  la  moitié  de  cette 
cordc  c/Uôn  finus,  s’il  cft  aigu:  ou  s’il  cil  obtus  > 
le  finus  de  Ibn  complément,  c’eft  à dire  de  l’aii- 
gJeaigu,  <]ui  e'tant  infcrit.daiis  le  Icgmcucoppolc.j 
Z auHi  cecte  corde  pour  iâ  baie. 


XIV.  Corollaire. 

Om  dit  qu’un  fegment  cft  capable  d’un  tel  an-  xxxi. 
Çlc,,  .truand  tous  les  angles  dans  ce  Icgment  font 
^aux  -a  cét  angle. 

Et  quand  cela  eft , il  eft  impo/Iîblc  qu’un  angle 
de  cette  grandeur  ait  pour  bafe  la  cordc  de  ce  lèg- 
ment , que  fon  Ibmmct  ne  le  trouve  dans  un 
points  de  l’are  du  ftgment. 

Suppofons  par  exemple  que  le  ftgmcnt  A foit 
capidile  de  l’angle  K ; je  dis 
que  tout  angle  égal  à l’angle 
.K  , qui  aura  b C pourbalê, 
aura  (on  fommetdans  un  des 
points  de  l'arc  du  fegment 

Car^’il  l’avoit  au  dedans 
du  cercle  , comme  en  d : 
prolongeant  C d jul^es-cn 
/,  point  de  la  circonferenoc, 

^tirant  la  ligne  A/,  l’angle 
À / C (cra  c'gal  à l’angle  K , par  l’hypothclc. 
l’angle  bd  C,  par  le  4.™=  Leinme eft  égal  à l’an- 
gle b^fC  y plus  l’angle  f b d.  Donc  il  cft  plus 
grand  que  le  feul  angle  bfC.  Donc  il  eft  plus 
grand  que  l’angle  K. 

Et  fi  le  (ômmet  étoit  hors  du  (ègment,  com- 
.me  en  g : tirant  une  ligne  de  b au  point  où  C ^ 
coupcle  cercle  , comme  à / , on  prouvera  que 
l’angle  h f Cj  égal  à K.,  fera  plus  grand  que  l’an- 

■ - kIc 
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glc  h g Ci  parce  qu’il  (cra  égal  à ù g C plus  gbf , 
par  le  quacric'me  Lcnr.me. 

Donc  l’angle  qui  a i C pour  bafè  ne  peut  être  - 
égal  à K , qui  cft  l’angle  dont  le  fegment  A cft 
capable  , qu’il  n’ait  ton  fommet  dans  ta  circon£*. 
rencej  puilque  s’il  l’avoic  au  dedans  il  feroit  plus 
grand  , & s’il  l’avoit  au  dehors  il  tcioic  plus 
petit. 

« 

XV.  Corollaire. 

• K X X r I.  s , de  l’hypotcnutc  ou  (butendante  d*un  angle 
droit  on  &it  le  diamètre  d’un  cercle  , le  tbmmec 
de  cét  angle  droit  fe  trouvera  dans  la  circonféren- 
ce du  cercle. 

Car  chaque  dcmy-ccrcle  cft  capable  de  ce't  angle 
droit,  (li.fup,)  Donc,  par  le  Girollaire  prece- 
dent , nul  angle  droit  ne  peut  avoir  pour  hypotc- 
nufc  la  corde  du  demy-ccrcle  , c’eft  à dire  le  dia- 
mètre , que  fon  fommet  ne  te  trouve  en  un  des 
points  de  la  dciny-circoufcrence. 

XVI.  Corollaire.  - 

zxxiii.  Si  du  fommet  d’un  angle  on  tire  une  ligne  au 
milieu  de  la  ba(c  , & que  cetn^igne  Ibit  égale  â 
la  moitié'  de  cette  baie  , l'angle  eft  droit  ; mais  lî 
eft  plus  longue,  il  eft  aigu  j & fi  elle  eft  plus 
tj^^urte , il  eft  obtus. 

Car  làilant  un  dcmy-cetcle  qui  ait  pour  centre 
le  point  du  milieu  de  la  baie  , & pour  intervalle 
la  moitié  de  la  bafe:  le  fbmmetdc  l’angle  fe  trou- 
vera dans  un  des  points  de  la  dem'y-circonfc- 
rence,  A la  ligne  tirée  du  fommet  au  milieu  de  la  - 
balè  eft  égale  à la  moitié  de  la  balè.  Donc  l’an- 
gle fera  droit. 

Et  le  fommet  fe  trouvera  au  dehors  du  demy- 
ccrcle  , Il  elle  cft  plus  longue.  Donc  l’angle  fera . 

plus 
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^lus  petit  au’uii  droit  pat  k ucufvidme  Q>tôUairc  > 
éc  par  conf^aeat  aigu.  ' ' 

Et  il  fc  trouvera  au  dedans  'du  dcmy-ccrcle  À 
elle  cft  plus  courte.  Donc  l'angle  fera  plus  grand 
gu  'un  droit  'par  ic  oeufvid me  Coioliaitc.  Doue  il 
Kta  obtus.  . 

{ 

- ' XVII.  Corollaire. 

■Lx^  and  deux  cordes  dgalcs  lê  coupent  , cha-  xxx»v> 
que  partie  de  l’une  eft  c^e  à chaque  partie  de 
l’autre. 

Soient  les  cordes  ^Ics  BC&ntn,  qui  le  cou- 
pent en  0.  Les  arcs  B » C 
& «Cm (ont égaux,  (V.  z^.) 
parce  qu’ils  font  (bûtenus  pat  £ 
des  cordes  <^cs.  Donc 
ôtant  de  ces  deux  arcs  l'arc 
jiC,  qui  leur  eft  commun  ^ 
les  arcs  B n & mC  demeu- 

égaux.  Donc  tirant  la  ligne  » C , les  angles 
inlcrits«CB&C.»w (ont égaux,  {to.fup.)  par- 
ce ou 'ils  (ont  appuyez  fur  des  arcs  égaux.  Donc 
les  deux  lignes 9 Clbnt  épates  J parcequ’étanc 
maiées  d'un  même  point  cUcs  font  des  angles 
égaux  futlamémcbalê.  (VllI.^S.  ) ‘ Et  on  prou- 
vera de  mêmes , en  tirant  la  ligne  B m , que  o m 
& 0 B (ont  égales.  Donc  chaque  partie  oc  l'unb 
de  CCS  Xotdcs  eft  égale  à chaque  partie  de  l'au- 
. tic. 

I.  PROBLEME. 

a 

Trouver  l’angle  droit  dont  on  a l’hypotc-  xxxvC 
«u(è  & la  didance  du  fommet  i l'hypoKnulè. 

Elever  de  l’extremité  de  rhypotenalè  une  per- 
pendienbire  ^alc  à cette  dfflance  , & tirer  pat 
l’autre  extrémité  de  cette  perpendieuhare  une  pa- 
lalldc  À l’hypoteaalc. 

* ■ M Vm 
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; L’ûn  dci  deux  points  où  cette  parallèle  coupera 
le  cercle  qui  aura  l’hypotcnulc- pour  diamètre,  ou 
le  point  ' de  l’attouchement , îi  elle  le  touche  , 
fera  le  fommet  de  cét  angle  droit  qui  en  determi- 
.ncra  les  côtci. 

Car  la  difhuice  dtant  donnée  de  ce  fiammet  i 
l’hypotenufe  , il  ne  fc  peut  trou- 
ver ailleurs  { d’un  côtd  ) qu’«n  / 
quelqu’un  des  points  de  cçttc  pa* 

- iallélc  i & parce  que  cct  angle  cft 

ftppofe  droit  , il  &ut  par  le  T5'.*' Corollaire  que 
le  lommet  le  trouve  aufli  en  quelqu’un  des  points 
de  la  dcmy-cirtonfcrcncc.  Donc  ai  un  des  points 
où  elle  la  coupc  , ou  en  celui  a,uquel  elle  le 
tpuche. 


fl.  PROBLEME, 


XXXVI. 


D' U N point  hors  le  cercle  tirer  les  tangentes  au 
ecKlc,  & montrer  qu’on  n’cn'peut  tirer  que  deux, 
& qu’elles  font  tfgales. 

&>it  k le  point  hors  le  cercle  , & C le  centre 
du  cercle.  Joindre  ces  points  par 
line  ligne.  De'crirc  le  cercle  qui 
'aura  cette  ligne  pour  diamètre  ; il 
.coupera  le  premier  en  dciix  points  /"J 
fomme  fSeg.  'Enfin  les  lignes  k/ 

.&  k F étant  tirées , 'elles  touchc- 
iTont  Te'  premier  cercle  ên  f & en  g, 
fans  qu’on  en  puillb  -tirer  d'autres , & elles  lêronc 
rgalcs. 

Car  l’angle  que  l'une  & l’autre  fait  avec  le  rayon 
- .du  premier  cercle  eft  droit , (z^.fup.)  parce  qu’H 
cft  dans  un  dcmy-ccrcle. 

Et  il  ne  peut  y avoir  que  ces  deux  lignes  tirées 
du  point  k qui  touchent  le  cercle  -,  parce  que  le 
fommet  de  l’angle  droit , qui  doit  avoir  pour  cà- 
tez  la  tangente  tirée  de  k & un  rayon  du  premier 
; cercle  f 
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icctclc , doit  àre  en  un  peine  communaux  circonlr- 
rcnces  des  deux  cercks.  Car  ce  (bmmet  doit  être 
dans  Ja  circonièrcncc  du  premier  cercle  , à caiilè 

Siu’uD  rayon  du  premier  cft  un -de  Tes  cotez  i ôc 
ans  celle  du  fécond  > àcaufe  c|^ae  tous  les  angles 
droits  qui  ont  le  diamètre  du  lecond  cercle  pour 
iiypotenulè  doivent  avoir  leur  fommet  dans  lacic* 
conférence  de  ce  fécond  cercle.  ( ) 

Or  il  n’y  a que  les  points  / & g qui  (oient  comJ 
tnuns  aux  deux  cercles.  Donc  on  ne  peut  tirer  dck 
que  les  deux  ungentes  k / & k ^ ^ 
Et  il  eft  clair  qu’elles  font  égalés  , puis  qu’d- 
Ics  fbûtiennent  des  arcs  égaux  tuns  la  ciicouicrcttf 
ce  du  nouveau  cercle.  ( V.  i^.  ) 

III.  PROBLEME. 

Dans  un  cercle  donné  couper  un  fegment 
fbit  capable  d’un  angle  donné. 

Ayant  tiré  une  tangente  au  cercle , la  corde  qui 
■fera  avec  cette  tangente  au  point 
de  rattouchement  un  ancle 
égal  à l’angle  donné , fàtisfcra 
au  Problème.  Car  cét  angle 
^al  au  donné  fera  l’angle  d'un 
fumeur.  Donc  il  fera  égal  à 
tout  angle  inferit  dans  l’autre  fegment.  ( 1 5 .fup.  ) 

Donc  cét  autre  fegment  fera  capable  de  l’angle 
' douné.  ( }!•/«?•  ) 

IV'.  PROBLEME-* 

Trooiver  Ic  cercle  dont  le  fegment  terminé  xxxTm. 

Îar  une  ligue  donnée  foie  capable  d'un  ' angle 
onné. 

. Soit  la  ligne  donnée  b d,  Sc  l’auglc  donne  it  ; 
fbtt  titée  qui  fàflè  fut  bd^an  angle  égal  a l'an- 


■glc  k, 
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& qu'il  y ait  une  autre  perpendkrulairc  àbd  qui  coupe 
i par  la  moitié;  le  point  Cl  oû  je 
luppofe  que  cesdouxpetpendiou' 
laites  fe  rencontreront  , (èrale 
centre  du  Cerdc  qui  aura  C i 
ou  C d pour  intervalle  , & fb 
pour  tangentC' 

Donc  k fç^ent  oppofé  à ce- 
lui vers  loque!  eft  /"  t fera  capa- 
ble d’un  angle  égal  à l'angle 
fbd,  par  le  8 .*  Corollaire  , parce 
-que  l’un  fera  l’angle  du  fegment , 

l’autre  l'at^le  le  legment  oppolé. 

• V.  PROBLEME. 

CoNNOissANT  qu*dlcclt  ladilhuiccdetrois 
points  l'un  de  l’autre  , comme  de  .&  > C « ,4>  & 
ne  ^chant  d'un  4.*  comme  «>  lipon  deouelcôtd 
il  cft  à l’cçard  de  ,ces  ttois-là ,,  & qu’elle  eft  la 
grandeur  de  l’angle  cicunp.ris  entre  les  lignes  x k 
& « C 1 & celui  qjpi  eft  compris  entre  les  ligues 
9i  C.&  X d : trouver  cejf.'  point. 

Les  lignes  h C St  C d fout  donuc'es  par  l'hy^ 
potLdè. 

£t  4cs  angles  donnez 
lbient/&  g. 

Trouver  pat  le  Pro- 
blème precedent  leCer- 
ele  dont  le  ftgmcnt  ter- 
IBviiié  par  i C > tourné 
vers  X y foit  capable  de 
l’angle  f. 

Et  trouver  de  même  un  autre  Cercle  dont  le 
lêgment  terminé  par  C d & tourné  vers  x y fort 
.fapabic  de  l’angle  g. 

Ces  deux  Cercles  le  couperont  en  deux  points  > 
dont  l’un  fera  C i«r  la  couftijadlioni  & l’autre  at  a 
ce  qui  fc  prouve 


r 
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Les  deux  angles  IrxC,  UCxi,  dont  lagran- 
deur  cft  comme  , ont  leur  fommet  au  t^me' 
peine. 

Or  par  le  14.*  Corollaire  Tangle  égal  à/ayantr 
SL  pour  baie , ne  peut  avoir  fon  fommet  ailleurs 
que  dans  un  des  points  de  l’arc  du  figment  qu’on 
a trouvé  être  capable  de  l’angle/  Et  par  la  mê- 
me railon  fanglc  à ^.ayant  C d pour  bafe  , 
ne  peut  aulli  avoir  Ton  (ommet  ailleurs  que  dans 
un  des  points  de  l’arc  du  lêgmcnt  qu’on  a trouvé 
être  capable  de  l’angle  g,  Donc  il  &ut  que  ce 
point , qui  cft  le  fommet  de  tous  les  deux  angles 
foit  commun  à tous  les  deux  Cercles.  Donc  il 
faut  que  ce  foit  Kun  des  deux  points  où  ils  fècoui- 
pent.  Or  il  cft  tien  vifible  ^ue  ce  n’cft  pas  le  point 
C.  Donc  l’autre  point  ou  ils  Ce  coupent  cft  ic‘ 
point  * que  l'on  cherchoin 

I I. 

JOu  Angles  dont  U Jomnut  efi  au  dedans 
du  Cercle  & ailleurs  ^u*au- centra 

Qu  A N D le  Ibmract  d’un  Ân^e  eft'au  dedans  du  xï»- 

Cercle  , mais  ailleurs-qu’au  centre  , comme  peut 
être  l’angle  K > fts  cotez  doivent  to^ursetre  coniî- 
derez  rômmc  terminez  par  la  circonfuence  , comme 
aux  points  f 8c  g.  y Sc  de  plus  il  les  faut  aulfi  ptolon- 

§cr  au  delà  du  lommet  julques  à la  circonférence 
e l'autre  pan  , en  prolongeant  par  exemple /*K 
jufqucs  en  G >•  & g-  K jufqucs  en 
Et  atnfi  ces  airglcs  Ce  reduifènt  auxangfes>qui  (ê* 
font  da<is‘  la  fédfion  de  deux  cordes 
qiu  fè  roupeut  au  dedans  du  Cercle  > 
où  il  fe  ftiit  quatre  angles  dont  les 
oppofèz  font  égaux , & qui  font  ap- 
puyez chacun  iur  l’un  des  quatre  arc« 
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auxquels  cette  circoufcreiicc  le  trouve  divifee  par 
ces  deux  cordes. 

Voicy  donc  le  Théorème  qui  nous  apprendra  la> 
aaefure  de  ces  angles  : 

IV.  Theo-rémé. 

Tout  Angle  fait  par  latlèHon  de  deux  cor- 
des qui  fc  coupent  au  dedans  du  Cercle  , a pour 
mcfiirc  la  moitié  de  l’are  fur  lequel  il  eft  appuyé  > 
plus  la  moitié  de  l’arc  oppofé. 

Soient  les  deux  cordes  c / & d ^ qui  fc  coupent 
en  K.  Prenons  lequel  on  voudra  des  quatre  an- 
gles qu’elles  font  en  fe  coupant  , comme  /K  g-, 
^ dis  qu’il  aura  pour  fa  mefure  la  moitié  de  l’arc 
plus  la  moitié  de  l’arc  oppqfé  d c. 

Soient  joints  les  points  d ,/i  l’angle/ K ^ eft  égjl 
aux  deux  angles  vers  d Sc  vers/, 

(par  le  quatrième  Lemmc.  ) 

Or  l’angle  vers  d,  a pour  me- 
fure  la  moitié  de  l’arc  fg  fur  lé-  ^ ^ g 

il  dà  appuyé  r ( 1 7./^.  ) & / 

l’angle  wrs  / la  moitié  dc-  l’acc 
0 d , par  la  même  raifon. 

• Donc  l’angle  / K ^ qui  leur  cft  égal , a pour  Cz 
fUefure  les  moitiez  de  ces  deux  mêmes  arcs  } ce 
qu’il  iàlloit  démontrer.  * 

COROLtAlRE, 

% 'Quand  deux  cordes  égales»  moindres  que  des 
diamètres,  fe  coupent,  cUcs  divifent  la  circonfe- 
rcoçc  Cl»  quatre  arcs,  dont  il  y enadeux  oppofet 
qui  font  égaux,  & deux  autres  inégaux -,  8c  alors 
les  angles  qui  font  appuyez  fur  ch^un  de  ccsarcs- 
‘ éj^aux  ont  pour  meforccét  arc  eutier. 

' Car  les  oppofez  étant  égaux,  un  entier  cft  la  mê- 
me'chofe  due  to  moiûé  de  l’un  plus  U moitié  de; 
l'autter  * 
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le  ne  prouve  point  ce  qui'cft  fuppofddanscc  Co-^' 
tollaire , parce  que  c’eft  une  fuite  viable  de  cet^uj, 

' a été  donoflftré  Jiif. } 4*. 

V Ht 

Des  Jongles  dont  le  fommet  ejl  hors  h 
Cercle  tfne  leurs  côtex,.  coufent  m 
touchent^ 

I 

L i s cotez  d’un  Angle  dont  le  fommet  efthors  j 
fc  Cercle  peuvent 
„ Qu  le  epuper  tous-deux.;' 

" bulctouclicrtous-deux:  . ‘ 

. ..  Op  fpule  couper  & l'autre  le  toucher'.  , 

• Mais  quand  ils  lé  epupeut,  on  les  confidere  toû- 
lours  comme  entrans  dans  le.  Cercle  félon  (à  convei 
xité,  & étant  terminez  par  la  circonfcrenccaude.r 
dans  du  Cercle  fclpn  fa  concavité 

C’eft  podrquoy  ces  angles  font  toujours  conlir 
derez  comme  étwt  appuyez  fur 
deux  arcs  du  Cercle,  1 un  concave 
& l’autre  convexe. 

dçu  < ^ôtez  le  coupent , 

Varc  concave  eft  ccluy  qui  cft  coin- 
pris  entrefes  deux  points  de  la  cir- 
'*■  cohfcreuçc  oi?  lés  deux  cotez  (ont 
. terminez.  Et  le  conv«c  eft  cc- 
luy  qui  pft  com  wis  1^®  deux  ^ 
points  par  ou  ifi^.cntrcnit  dans  It 
, Cercle;  V ; , . 

Qjjand.  tous  les  deux  cotez  tou-  _ 
ehciït  le  Cercle  , .a*u«»&  l’être  eft  ‘ 
compris  entre  les  deux  points  de 
l’attouchement  j-  mais  l’un  eft 
cqiicavc  au  tfg^d.dÇ  laugle  * 

7CXC. 
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Et  quand  l’un  touche  & l'autre 
ebupc  le  Cercle , le  concave  eft  com- 
pris entre  le  point  de  l'attouchement  r 

& ccJuy.  où  le  termine  l'autre  côté  ; 

& le  convexe  entre  le  poinr  de  l'at- 
touchement & celuy  où  l’autre  cô- 
té entre  dans  le  Cercle.  a - 

lliteitneceflaire  dt  bitn  expliquer ctt deux  fprtts 
édws,  parce  que  de  là  dépeni.l*  mtfurt 
dm  il  t'ûgit , félon  ce  Theorime  ; 

V.  Theorémjb. 

xt  I V.  E o R s que  lè  lommet  d’un.  Angle  eft  horsie 
Cercle,  Ibitque  fes  deux  cotez  coupent  le  Cercle, 
ou(]uctous-deux  le  touchent,  ou  que  Tun  le  coupe 
& l’autre  le  touche:  il  a pour  mefure  la  moitié  de 
Tare  concave , moins  la  moitié  de  l’arc  convexe. 

Preuve  dans  le  premier  Cas- 

Soit  l’angle  K , dont  le  côté  K/coupe  le  Ccr- 
' cle  en  C,  & K ^en  d-,  l’arc  concavedr/^,  &le 
^ convexe  Cd.  11  faut  donc,  prouver  que  cét  angle 
apour  mjglùre  la  moitié  de  l’arc  fg,  moins  la  moi- 
tié de  l^rcÇy,  & on  le  prouve  amfî  : 

.Soite^î  ligne/d.  Par  le  4*.  Lemme,  l’angle 
/d^ eft c|^à  l’angle  K , plus  Pangle  K/di 
Donc  l’angle  K clt  égal  à l’ànglc 
fd g,  pleins  l’aiigic  K fd:  Donc. 
ild^avô(r  pour -mefijre  la  mefiire 
«fc  l’angle fdg,  moins  la  mefure 
4e  l’angle  K/d.  ' • 

• ' Or  la  mcîùre  de  l’angle /"d^  eft 

ia  moitié  de  l’arc  concave  fg  fur 
lequel  il  eft  appuyé;  & la  mefiire  de 
Tanglc  K/d  eft  la  moitié  de  l’arc 
coovexeCd. 
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Donc  l’angle  K a pour  mcfurc  la  moitié  de  l’aie 
concave  fr,  moins  la  moitié  de  l’aie  convexe 
Cd. 


PRÉUVE  DU  SfBCOND'CAS.' 

Soit  l’angle  K,  dont  lès  cotez  K.  fie  K g tou- 
chent le  cercle  , & foit  K g: 
prolongée  julbues  en  h. 

L’angle  / g-i  cft  égal  à l’an- 

Île  K plus  l’angle  K f gi 
)onc  l'angle  K cft  égal  â 
g,h;  moins  l’angle 

^/g- 

Or  l’angle  fg  h poar- 
inclure  la  moitié  de  l’are  du 

grand  fegment  f g , 6c  l’angle  K f g'»  pour  me. 

ire  la  moitié  de  l’arc  du  petit  lègment  fg.  ( i t. 
fipi)  Donc  l’angle  K,  a pour  melure  la  moitié  de 
l’are  du  grand  fegment , qui  eft  l’arc  concave  , 
moins  la  moitié  de  l’are  du  petit  lègment , qui  eft 
l'are  convexe; 

-La  prcuvfe  du  troifiéme  Cas 'eft  lèmhlable  à ces- 
deux-Ia,  tenant  quelque  choft  de  l’un  & de  l’au- 
cie.  Il  vaut  mieux  la  laiflèr  trouver.  • 


Avertissement.- 

Û'utre  ctttt  mefure  qui  eji  geuerdle  h teutet  eet" 
fortes  d'angles  t il  y en  a qni  font  pariicnlieres  A' 
quelques-uns  tju’il  efiloH-de  ntarquer  far  desTiteq-- 
rimes  farticuliers. 

Vi.  The  O R É me;- 

O N Angle  ayant  fon  Ibmmet  hors  le  Cercle  r 
fi  l’un  de  les  côtez  qui  coupe  le  Cercle  fc  termine' 
à'l’extrcmité  d’un  diamètre  auquel  l’autre  côté  eft 
perpendiculaire  i foit  en  coUp^c  le  Cercle  , • foif 
M } en 
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CO  le  touchant,  foit  memes  étant  hors  le  Cercle, 
ce  diamètre  y étant  prolon^  : en  tous  çcs  cas  , 
cét  Angle  a pour  là  mcfurc la  moitié  de  l’arc  que 
IbCnient  la  partie  de  fon  côté  non  perpendiculaire 
au  diamètre. 

Il  Htftra  fat  inutile  de  donner  ce  rheorimepenr 
txemfledes  diverfest/oyes  que  let  principes  qu'ome^ 
établis  pewtnt  fournir  pour  démontrer  une  même' 
thofe. 

PREMIERE  DEMCN^TftATlON, 

XI, VT.  * Soit  le  diamètre  K ^ prolongé  jufqucsàfc 
, * Soit  de  K tirée  une  ligne  in- 
définie qui  coupe  le  cercle 
eu  c.  ' ^ 

. Soient  de  divers  points  de 
cette  ligne  hors  le  Cercle 
comme  de  /,  m , n»  tirées 
ïnr  le  diamètre  les  perpendi- 
culaires//,»  f,  J’ai 
à prouver  que  chacun  de  ces  K 
angles  vers  »,  a pour 

mclùre  la  moitié  de  l’arc  c K. 

Ce  qu’on  peut  faire  en  cette  maniéré  ; 

Chacun  des  angles  vers  /,  »»  , » , plus  rangte 
vers  K , valent  on  angle  droit  par  le  4.'  Lemme 
parce  que  ce  font  les  angles  lùr  la  bafe  d’un  angle 
droit.  Donc  chacun  de  ces  angles  , plus  l'angle 
vers  K ,-ont  pour  mefure  la  moitié  ât  ladcmT-at- 
^nfcrence.  Donc  ils  ont  aulli  pour  mefure  , pac 
le  }.*  Lemme  , les  deux  moitiât  des-  deux  arcs- 
r K & c ^ , qui  comprennent  la  dcmy-circonfc- 
rence. 

Or  l’angle  vers  K a pour  là  mefure-là  moitié  dc' 
Tare  c g (ut  lequel  il  ell  appuyé. 

Refte  donc  pour  la  mefure  de  chacun  dés  autres- 
h moitié  de  l’arc  t K.  Ce  qu’il  fallqic  démontrer.. 
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Soir  encore  tirde  la  ligne  c g.  L’angle  xCvixj' 
cü  droit,  (26.  pip.)  parce 

Su’ilcft  dans  le  demy- cercle^ 

►onc  l’anele  c g K cft  égal 
. à chacun  c^s  angles  vers 
f»,  n:  puifque  chacun  de  ces 
angles  .plus  l’angle  versK 
font  aum  égaux  à un  droit. 

Or  l’angle  c g K a pour 
mefure  la  moine  de  l’arc 
r K V^fur  lequel  il  cft  ap- 
puyé, 

Donc  la'moitié  de  cét  arc 
c K cft  aulfi  la  mefure  de  chacun  des  angles  rerÿ- 
P,  m,  n.  ' 

t ‘ • 

Troisième  DemonstratîÔ'n;  ' 

Soit  thc'e  la  ligne ,c  d qui  coupe  perpendicu- xl  viii; 
laircmcnt  le  diamètre  , ce 
qui  fera  que  les  arcs  K C & 

K d feront  égaux.  ( VH.  2. 

& 7.  ^ Et  la  ligne  c d étant' 

parallcle  aux  lignes  pt'g, 
fth,  les  angles  que  font  ces 
parallèles  (ur  la  même  ligne 
aux  points  c,  />  m>  n,  font 
égaux.  (VIII. '59. 

Or  l'angle  KL  e d a pour 
fa  mefure  la  moitié  de  l'arc 
K d égal  à l’arc  K c.  Donc 
chacun  des  angles  vers /,w,  9,  ' 
a pour  mefure  la  moitié  de  l'un- ou  l’antre  de  ces- 
deux  arcs  qui  font  égaux,  K d & K c.  Donc  on 
peut  dire  qu’ils  ont  pour  mefore  la  moitié  de  l’arc 
P K,  Ce  qu’il  falloir  demontrer.-  ’’ 

' - M QjXAi- 
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C^OATKXiMB  jOHEMOrN^TEATlOrN. 

x^iXf  Ç’e-st-  l’application  de  la  demonllcitioQ  dai 
TtieotcnAc  gcucral  à ce  cas  {ncticulier. 

je  fuppolc  que  la  perpciMictilaire  L / co^e  f& 

■ Cercle  ca  pSc  en  q.  Par  la  dcmonftcanoadii'l  keo' 
(«fine  général  , l'angk  L a pour 
mcGite  la  moittd  de  Ton  arc  con-i 
cave,  K qi  moitK  la  moiriddelôn 
arc  Convexe  c p. 

Or  l’arc  concave  K.  q eft  ef^ 
anx  deuf  arcs  K Cj  8c  t p. 

Doiic  la  moitié  de  l'arc  K c eft 
la  m€me  choie  que  la  moitié  de 
l’arc  K c » plus  la  moitié  de  l’arc  f-/^>  par  le  j.*" 
}«cmme. 

DonC'la  moitW  de  Parc  K q y moins  ia,moicid 
de  l’arc  t p y cil  la  même  chofe  que  la  moitié  de 
l’arc  K c.  _ - .r  • 

Donc  ta.  moitié  de  l’arc  K c cft  la  meTure  de 
. - l’angle  L. . Ccqa’il  fàOoit  denàoiitrer. . 


C1MQ.UIÉMB  Démonstration. 

Ayant  tiré  la  tangente  P.  K > , cette,  tangente 
fera  parallèle  aux  lignes  l.f,. 
m g,  « A , qui  fout  perpen- 
diculaires au  diamètre.  Donc 
l’angle  P K C , eft  égal  aux.  n /|.  |.v 

angles  vers  />«,«.(  VIII. 

54.  ) Or.  l’angle  P K.  C a 
fV>ur  fa  mefure  la  moitié  de 
l’arc  K C > ( par  ii.  fupt  ) 

Donc  chacun  des  autres  . an- 
gles vers  aura aufli  *'  V f ' Ji  h 

pour  (à  mcTure  la  moitié  de  \l  ^ 
ce  même  arc.  je  croi  que  ccttc  dcmoidlxaticwicfl; 
U tneilkuic  de  routes, 

m. 
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DES  ANGLES  DCWT  LES 
-DEUX  eOSTEZ 

TOUCHENT  LB  CERCLE. 

Il  eftbond‘cu  dire  quelque  chofe  en  paitieuÜerÿ  iK- 
outre  ce  qu’on  en  a die  en  generd. 

On  les  peut  appeller  drr  Anglu  (irtenfirim 

Et  Toicy  une  nouyelle  mamete  de  les  melù* 
mr 

VU.  T'heor^me; 

Dàm  G i,  F OTConfcrit  au  Cercle  , c’efï  à dire  uj, 
dont  les  deux  cotez  touchent  le  Cercle  > appurme> 

Hire  la  dcmy-circonfètence  , moins  l’arc  convexe 
fiir  Icq^Uljcftappuyé.. 

PREMIERE  0EMONSTKATIOm 

Soit  l’angle  K , à qui  (bit  donnée  pour  baf% 
làligne  èd]  qui  joint  'lès  deux  points  d’attouche» 
ment.  L’angle  R.  plus  les  deux  an^cs  lut  là  ba(è>  , 

font  égauxàdeux  droits,  c'ellàdire  ont  pour  me> 

(hre,  pris  cnlèmblc , la  dcmycitconfcrence.  (VIlI. 

61,) 

ùr  les  deox  angles  lûr  la  balè  ont  chacun  pour  me- 
fure  la  moitié  de  l'arc  convexe 
par  le  i.**'Theorémc . 

Donc  la  meliire  des  deux  cil;  céc 
arc  convexe  tout-entier.  . 

- Donc  ôtant  cétarc  convexe  delà 
dem^circonlcrence,  ce  qui  réité- 
ra lcra  la  melïïre  de  l’angle  K cir- 
conlcnt  au  Cercle  i cequ^ilMoicdemontrcru 
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Seconde  Démonstration* 

Far  la  demonftration  gcncralel’angIcKapour' 
mcTure  la  moitié  de  l’arc  concave , moins  la  moitié 
de  l’arc  convexe.  ( 44.  Sh^.  ) Ot  «es  deux  arcs- 
comprennent  toute  la  circonference.  Donc  , par 
•“  le  j.'Lemme,  la  moitié  de  toute  la  circonference» 
moins  l’arc  c«ivexe  entier  > eft'la  mêmcchofeque' 
la  moitié  de  l’arc  concave,  moins  la  moitié  du  con-- 
▼exe; 

L COROLIAIRE.;^ 

»ni.  - Deux  angles  circonferits  font  égaux  quand  ils 
' £bnt  appuyez  fur  des  arcs  convexes  d'autant  dede- 
grez , & le  plus  grand  eft  eduy  qui  efe  appuyé  fiir  , 
an  arc  de  moins  de  degrez. 

Car  fi  de  180  degrez  on  ôte  un  notnbrcégal,  ec 
qui  refte  eft  égal , & plus  le  nombre  qu’on  çn  ôte 
eft  pettf  , plus  ce  ‘ qui  edfe  eft  graûd.l  i6ouc- 

&C.T 


▼ 

i 


II.  Corollaire* 

JJ  J y,  St  tm^gîedrconfcritéft  appuyé  fur  un  arccôn. 

vexe  qui  (bit  foûtenu  parle  coté 
^ d’un  angle  inferit  ifofcele,  l’an, 

gle  inferit  & le  circonicrit  font 
égaux. 

Car  ôtant  cét  arc  de  la  deroy- 
drconference , ce  qui  reftera  fe- 
ra la  mefure  du  circonferit  par  51.  S.  & de  l’inlcrit 
par  19. S, 

ÎII.  Corollaire. 

eft  bon  de  coufiderer  toujours  les  cotez  de 
Fangle  circourciit comme  termlDCZ  au  point  de  l’at- 
. . i - toücl»' 
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teuchcment.  Ec  .fuivant  cela  il  âuc  dire  que  tout 
angle  circonfcric  e(l  irofcele  : car  les  deux  tangen- 
tes au  Cercle  mendes  du  même  point  font  toujours' 
dg^csj  par  VII.  3?. 

IV. ~  COROLLAIÏLB. 

L A ligne  mene'e  du  Ibmmet  de  Tanglc  circon- 
{ent  au  ceiure  diviiè  toujours  edt 
angle  par  la  moitié.  Et  l’on 
peut  appcller  ces  deux  moitiez  de 
l’angle  circonferit  det  demy.att^ 

^escirconferitr. 

Cai  11  on  tire  deux  rayonsauz 
points  d*atrouchement , on  ne 
pourra  conlîderer  ces  deux  dé- 
my angles , qu’on  ne  voyc  làns 
peine  que  lés  cotez  de  l’un  Ibnc 
dg^ux  aux  cotez  de  l’autre  j & que  les  rayons  do 
même  Cercle , & par  con^uentlesfinus,  enlôac 
égaux.  Donc  ils  font  égaux.  (VI  I L 46,  ) 

V.  COKOILAIRB.- 

L l's  angles  circonferits  au  ' même  Cercle  lônt 
égaux,  quand  les  ungentes  de  l’un  font  égales  aux 
tangentes  de  l’autre. 

Soit  K ^ tangente  de  l’angle  K égale  àZp,  tan. 
gente  de  l’angle  !Z,.  Je 

dis  que  les  angles  K ^ . 

& Z (ont  égaux.  Car 
tirant  les  lignes  du 
centre  K C & Z C r 
& les  rayons  Cb  8cC 
p,  les  angles  K & C 
&Z  p'C  font  égaux,  parce  quHs  font  tous-dciK 
droits.  ( 11,-fup.  ) 

Et  les  cotez  de  l’un  (ont  égaux  aux  cotez  de  l’au-' 
jrc  ^ puifquc  par  l’hypothcfe  K.  égale  àZp-, 

& 
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& que  que  C b Se  Cf  fonc  les  rayons  du  raâne’ 
Gctclc. 

Donc  les  ba(cs  K C & C de  ces  angles  £bne 
égales.  (VlII.tfy.) 

Donc  les  angles  A K C & fZC  Ibnt  égaux  ,• 

( VIII.  66.  ) 1er  Corel  de  l'tm  étant  égaux  aux  co- 
tez de  l'autre»  & ayant  les  deux  rayons  pour  leurs 
bafes. 

Or  ces  deux  angles  b ViC  Sc  f'Z  Ç (but  cba^ 
cun  la  moité  de>  chaque  angle  ciKonfctii par  le 
Gorolbùre  prece^iitr- 

Donc  les  angles  drconlcrits  (ont  égaux  eu 
qu'il  Êdloit  démontrer. 

V^I.  COROLLAIRE.- 

(Tiii.  Lss  angles  circonTcrits  au  même  Cercle  ^ne- 
égaux»  .quand  leur  (bmmec  eft  également  éloigné 
£i  centre  jv  &>  I«  pli«  petits*  font  ceux  dont  le 
fommer  en  ed:  plus  éloigné. 

CeU  efl  facile  i prouver  par  les  Jemy  angiif  ■ 
(ircotifcrits , je  le  laiffle  à trouver  à ceux  ^ui 
temmencent , four  faire  eÿay  de  leurs  firces. 


ReCAT.IT.UL  ATI  O N D"  E LA  MES^E 
i>ES  Anclîs. 

tix,  Lx  fimimet  de  l’angle  eft 

Dans  lé  CAu  centre.  > / . u 

Cercle  I Hors  le  centre;  a. 

f L’un  des  côtczaudedàns  duCercle, 
Dansla  J j . fletouchant.  t. 

CSiconf.  V''*”““"‘'‘l“>«’1fceoupant. 

..C'^ous-deux  au  dedans  du  Cercle.  5.. 


/ 
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l'ies  deux  côtes.  le  coupanc. 

I Les  deux  le  touclianr.  j-, 

F Llin.  le  coupaat , & l'autre  le  tou- 
j chant.  8. 

^ £t  mêmes  Pun  le  coupant  & étant  ter- 
mine' à rextremité  du  diamètre , tc 
l'autre  étant  hors  le  Cercle  * mais 
perpendiculaire  à ce  diamètre  pro« 
tengéi  ,, 

» • f 

Et  CES  ANGLES  ONT  POUR  MESURE 

ï.  L’arc  fiir  Icauel  il  eft  appuyé.  VIII.  lo. 

».  L»  moitié  de  l’arc  Oit  lequel  il  eft  appuyé  > 
plus  la  moitié  de  l’arc  oppole.  IX.  41. 

La^oitié  de  l’arc  quelbûtient  le  côté  quielS 
ndeda^  du  cercle.  IX.  ii. 

4.  La  moitié  de  l’arc  que  Ibâtient  le  coté  ont- 
eft  au  dei^s  du  Cercle  , plus  la  moitié  de  eelui 
que  foûtienc  le  prolongement  du  côté  qui  eft  hoc»- 
le  Cercle.  IX;  1 5. 

5.  La  moitié  de  l’arc  fur  lequel  il  eft.  appuyé.. 
K.  17. 

tf.  ^ La  moitié  de  l'arc  cotKave  6ir  lequel  il: 

7.  ^ eft  appuyé  > moins  la.  moitié  de  l’are 

8.  J convexe.  IX.  44. 

7.  La  dcmy.circonference , moins  l’tfc, 

fur  lequel’ il  eft  appuyé.  IX.  51. 

*&9.  La  moitié  UC  l'arc  foûtenu  par 
côté  non  perpendiculaire  au  diamètre. 
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D E S L I G N 'E  S P R O P O R T l ^ 
NELLES. 


•) 


\ ^ proportion  des  lignes  dépend  de  deux 
chofts , des  parallèles  esf  des  angles  ; o?*  . 
aittfielle  n a pli  fe  bien  traiter  qu'aptes 
l'explication  de  l une  de  l’autre. 
Et  mêmes  pour  en  bien  comprendre  tdut 
lemyflere,  il  faut  reprendre  beaucoup  dechofesder 
paraÙeles  , qurnout  propoferons  en  forme  de  Leith 


mes. 


^ XX, 


I.  Lemme.  Définition. 

ü N efpace  compris  d’une  part  entre  deux  p*- 
rallclcs&indefiny  de  l’autre,  foitappcUd  tfpAce  pâ- 

IL  LiM- 


Digitized  by  Google  | 


PE  GpOMËTRIE.  Lrr.  X,  iSj 


II.  Lemme.  Définition. 

Comme  on  ne  confidere  dans  ces  e^aces  que  iir. 
fa  diflance  entre  les  patellcics , leur  grandeur  dé- 
pend de  cette  diftance  qui  cft  mefurée  par  les  per- 
pendiculaires comprifes  entre  ces  parallèles  , que 
nous  appellerons  pour  cette  tz£ouUs  ferpeniicnhi-> 
rtsdesefpater. 

Et  delà  il  s’cnfiiit  que  ces  efpaccs  font  égaux 
quand  les  perpendiculaires  de  l’un  font  égales  aux 
perpendiculaires  de  l’autré. 


III.  Lemme.  Définition. 


-ji.Ô  N dit  qu’une  li^  cft  dans  un  efpacc  parallèle  i r. 
quand  elle  eft  termine'e  pat  les 
parallèles  qui  le  terminent  , com-  ^ 

melali^teftdansl'efpaccA..  ^ 

On  dit  qu’une  ligne  eft  parallc  ^ ■ -Û — » ~ 
à un  eipace  quand  elle  l’eft  aux  li-  ~ 
gnes  qui  le  terminent  i coirunc  la  ligne  è eft  paralle 
jkàVetpaceJL  , - 


IV.  Leume 

L’ingiinaison  d’une  ligne  dans  un  eipace  fe  y.- 
cooddere  pat  l'angle  aigu  qu'elle  fâit^  fur  l’une  8c 
l’autre  parallèle,  le  Êùfant  toujours  égal.. 

t)’où  il  s’enfuit  que  deux  lignes  fonté^ifcmeiK 
indinéesdans  le  même  efpacc,  ou  dans  deuxcljpa- 
ces  differens  , ept^d  les  'angles  aigus  que  fait  l’une 
font  égaux  aux  angles  aigus  que  fait  l’autre. 

■ Et  que  la  moins  inclinée  eft  celle  qui  fait  fon  angle  _ • 
aigu  moins  aigu  & plus  approchant  du  droit. 

V.  Lemme  important.  ^ ' 

il  O ^ E deux o«pluftcut$lignesrqnt menées  rr. 

d’un 
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d'un  même  point  fiir  U même  ligne,  elles  font  cen- 
ftes  être  dans  un  même  cfpacc  parallèle.  { VIII.  6 1 . } 
Car  il  UC  faut  alors  que  coïKCvoir  une  ligne  meaée 

1>arce  point  commun  , qui  (bit  parallèle  à celle  qui. 
estermine.  D'où  if  s'enlùit  que  Ifes  cotez  d’un  an- 
gle terminez  par  une  bafe  font  toujours  aufez  être 
«ans  le  même  efpace  parallèle. 

VI.  Lxmme. 

Drux  angles  fôicnt  appeliez  fcmblables  , lors 
qu'étant  égaux  , les  angles  fur  la  ba(è  de  l’unTont 
^ux  aux  angles  fut  la  nalè  de  l’antre  chacun  à cha< 
cuiu 

Et  on  cft  alTeuré  que  cela  eft  -,  r.  quatui bn 

3u’ilsfbnt  égaux,  & qu’un  des  angles  lùr  la  baie  de 
c l 'un  cil  égal  à l’nn  des  angles  fur  la  bafe  de  l’autre  ^ 
car  delà  il  s'enfuit  que  l’autre  eff  égal  auflî. 

1.  Lors  qu’étant  égaux  il  fout  de  plus  Ilbfcc* 
bs^ 

VIL  LEM»r. 

Quand  les  (bmmets  de  deux  angles  (ont  éga*' 
lement  dillans  chacun  de  fa  bafe , ( prolongée  s’ir 
eft  befbin , ) ces  deux  angles  peuvent  être  compris 
dans  le  même  efpace  parallèle.  Car  mettant  ces 
deux  bafes  fur  une  même  ligne,  la  ligneqaipalTera 
par  les  deux  (bmmets  fera  paralielcà.ccUe  qutcom-* 
prendra  les  deux  bafes. 

VIll.  Lemüts, 

t 

D AN'sF  fc  même  efpaoc  parallèle  , ou  dans  les 
el^cs  parallèles  égaux  , toutes  les  également  in- 
clinées (ont  égales , & toutes  les  égalés  font  égale- 
ment inclinées.  VIII,  5^.- • _ , 

Et  au  contraire  les  efpaces  parallèles  (^t  égaux 
qpandiesé^emenc  iacllnécsyfoiu  égales. 
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làileftcenainque  les  perpcndioubisesle  fonc  Sku01« 

yiU.  58. 

IX.  Lemme. 

.'Lors  qutime  même  ligne  cft  coupée  par  piu«  2* 
iîeurs'lignes  toutes  pa^lelcs  , toutes  les  portions 
de  cette  ligne  coupée  (ont  émdement  inclinées  en- 
tre les  parallèles  gui  les  reiiRuncnt.  VUI.  . 

'X.  Lemme. 

XoRS  gu‘il  y a proportion  entre  quatre  lignes  y 
on  dit  que  deux  de  ces  lignes  (ont  proportiooellcs 
aux  deux  autres  lignes , quand  les  deux  antécédent 
de  la  proportion  .fe'.trcHivent  dans  les  deux  pie- 
micreS}  &.les  deux  conlcquens  dans  .les  deux  der- 
nières. D’où  il  s’enGiit  ^ttrnénio  > on  peut 
prendre  aodi  les  deux  premières  pour  les  deux  têtu 
mes  d'une  taifbn  y & les  deux  demieres  pour  leg 
deux  termes  de  l'autre.  ( 11. 36.) 


PROPOSITION  FONDA- 
MENTALE 

DES  Lignes  proportionelles. 

L.ors  «ue  deuxligiKsTopt  égalemeut  inclinées 
en  deux  mifcccns  etpaces  parallèles , elles  font 
entt’elles  comme  'les  perpmdiculaires  de  ces  efpa- 
ces  ; & leurs  éloignemens  du  perpendtf^Ue  tout 
uuïïï  en  même  railon. 

Soient  deux  cfpaces  A & E. 

Soient  appeUdes  dans  l’elpa- 
-ce  A. 

La  perpendiculaire , P. 

L’ooliquc , C. 

. L’cloigoemcnt  du  perpendi- 
4mlc  B, 


A pF^ 


as 
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Et  foieiitr  de  meme  appcllécs 
<Jans  l’efpaccj  E. 

La  perpendiculaire  f. 

L’oblique  • e. 

L’e'loigiKment  du  perpendi- 

<ulc  b.  Je  dis  que. 

T.  p.  : : C.  c.  : : B.  4. 

Eç  en  voilà  la  preuve  trcs-naturclle,  dont  je  ne 
Ciof  pas  que  jamais  perfonne  (è  foit  avifë^ 

Soit  P divilife  en  quelques  aliquotes  que  l’on 
voudra  > lo.  lo.'  500.  6000. 10000.  &c.  Et  ces 
aliquotes  quelconques  de  P (oient  appelldes  *. 

Si  on  tire  par  tous  les  points  de  cette  dividon 
■quelle  qu’elle  (bit,  des  parallèles  à rcfpace  A,  cét 
e(pace  lera  divifé  en  autant  de'petits  cfpaces  paral- 
lèles qu^x  (èra  dans  P.  Et  ces  petits  c(paces  Inonc 
dgauxpatle  1*.  Lemme,. parce  qu’ils  auront  tousx 
pour  perpendiculaire, 

• Et  de  là  il  s’enluit  que  C fera  auflidivifde  en  ali- 
quotes pareilles  àcetlesde  P ; pareeque  les  portions 
de  C qui  fc  trouvent  entre  chacun  de  ces  petits  e(pa- 
cesdgaux  y étant  egalement  inclinées  pat  le  9«.Lem- 
me , y font  égales  par  le  8 

Soient  donc  les  aliquotes  de  C pateilles  à celles 
£ç  P appcllc'es  J,  , • 

Que  (î  de  tous  les  points  de  dividoii  de  C oa 
tire  des  parallèles  à P , ( qui  (cront  par  conlêqucnc 
, perpendiculaires  à l’elpacc  , ) elles  couperont  en- 
core B en  aliquotes  pareilles  ^ parce  que  chaque  y 
fc  trouvant  élément  inclinée  en  chacun  de  ces 
nouveaux  petits  e(paces  , ils  ferortt  égaux  par  le 
8,e  Lcmmc.  Et  par  conîcqueuc  les  portions  de  B ; 
<jui  feront  toutes  perpendiculaires  dans  ces  efpaces 
égaux , feront  égales.  | Et  cela  mêmes  feroit  vrai 
quand  elles  n’y  feroient  pas  perpendiculaires,  pour- 
vcu  . qu’elles  y fiilTent  également  inclinées.  Ce 
qu’il  faut  remarquer  pour  uoe  - autre  occa- 
lion.) 

Ccl* 
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■Cela^taut  fiit,  prenant* pour  mcfurerp de l’cf- 
pacc  E > ou  elle  s’y  trouvera  prdeifement  tant  de 
fois,  ou  rant  de  fois  plus  quelque  refte  , c’elt  à 
dire  plus  une  portion  moindre  qu’*.  Et  ainiî  ti- 
rant des  lignes  parallèles  à l'elpacc  E par  tous  les 
points  de  la  divilion  de  p melùrcc  par  *,  l’elpacc  E 
le  trouvera  divife  en  autant  de  petits  efpaces  égaux 
entr’eux,  & dg.rux  à ceux  qui  ont  eu  la  même* 
pour  perpendiculaire  dans  l’elpace  A,  qu'*  Ce  fera 
îrouvde  'dans  Ci  ce  n’cft  qu’il  y en  aura  un  plus 
petit,  n X ne  s’y  eH;  trouvée  que  tant  de  fois  plus 
quelque,  refte.  Car  le  petit  elpacc  ou  fera  compris 
«rcüe  fera  plus  petit  que  les  autres. 

Etdclàil  s'enu;kquc  r étant  audîincIinc'edausE 
que  e dans  A , les  portions  de  e comprifes  dans 
cesefpaccs  égaux  à ceux  d’A.fe'ront  égales  aux  por- 
tions de  e,  &ainli  fe pourront aulliappcilcrjii  &c 
s’il  y avoit  eu  eu p unrtfte  moindre  qu’* , il  y auroii 
aulli  eu  en  e un  refte  moindre  qu’y. 

Donc  par  la  dcÊiutiou  des  grandeurs  proportion- 
nelles, (II.  53.) 

P.p.  ::  C.c. 

pui(^c*&y , aliquotes  quelconques  pareilles  des 
deux  antecedeus  P&C,  font  également  contenues 
dans  les  deux  coufequens  p &-C  y lî  dans  l’un  làns 
refte,  dans  l’autre  (ans  rcftcj  fi  dans  l’un  avec  re- 
fte, dans  l'autre  avec  refte. 

On  prouvera  la  meme  chofe  de  B & de  £.  Car  fi  e 
étant  mcfiirée  & diviféc  par  , on  tire  des  parallèles 
à P (qui  feront  perpendiculaires  à 1‘efpace)  par  tous 
ies  points  de  la  divilion,  i fera  diviloe  en  autant  de 
parties  quec,  & ces  parties  feront  égales  aux  par- 
ties de  B , que  nous  avons  nommées  * : fi  ce  n’cft 
qii’ilyén  aura  uiie  moindre^queq,  s’ilyaeuunrc- 
jfKdàns  e ir.oindrcqu  'y . 

*•  -Donc  - les  aliqtjotes  pareilles  de  C & de  Bferone' 
-également  contenues  dans  tSci.  , • 

Donc  C.c.  :: 
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Donc  ?.f  ;;  C.c  ::  B.b.  Cciju’il  falloic  de* 
«noaticc 


f.  ThEORÊM£. 

'Si  denx  lignes  inégalement  inclinées  dans  le  mê- 
me efpace  le  (ont  autant  éhacunc  « que  chacune  de 
deux  autres le  font  dans  un  autre  efpace  , les  dgale* 
mentinclinéesibnt  en  mémeiailon. 

Soiait  les  eipaces  A & £. 

Soit  C autant  inclinée  dans 
Tenace  A que  rdans  l’efpa- 
cet. 

Et  D autant  inclinée  dam  ' ■ ■ 

refpace  A que^  dans  l’el^  £ c/ 
ccE.  ^ • 

Je£squeC.r.  ::  D.d. 

Car  , par  la  Propofîtioo  precedente  > 

C edàc  t comme  la  perpendicalaiie  d*A  à la  per- 
pendiculaire d*E. 

Or  O ell  audi  àd«  commeccsdcuxincmespcc- 
pendiculaires. 

Doik  C.c.  ::  D.d.  (II. aéi.) 

On  le  peut  aulli  prouver  immédiatement  & pat 
lôy-méme  (ans  avoir  recours  aux  perpendiculaires, 
par  la  meme  voye  dont  on  s’clHèrvi  dans  la  Propoô- 
tion  precedente  > & que  je  ne  répété  point , parce 
qu'il  cft  très- facile  de  la  trouver. 


I.  Corollaire. 


PtasixuRs  lignes  étant diver&ment  incUndes 
dans  le  même  efpace  parallèle , 
lî  elles  font  toutes  coupées 
pardes  parallèles  à cét  efpace , 
clics  le  font  proportionellc- 
ment  -,  c*eft  a dire  que  -cha- 
îne toute  eft  à chacune  de  fes 
la  premicte  , ou  la  deuxième  , ou 
&c,côme  chaqu’autre  toute  à la  même  pr. 


Ceft 
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C’cft  une  luice  inanifefte  du  precedent  Théorè- 
me, puif^uc  d'une  part  toutes  îcs  toutes  font  dans 
le  meme  c^pace,  <jui  cft  l’cfpace total  -,  toutes  les 
premières  parties  dans  le  i.’^efpace  partial  i les 
caiïsle  Z.',  &ainfî  des  autres.  £t  que  de  l'autre  , 
chaque  toute  & chacune  de  fes  parties  font  egale- 
ment inclinées  chacune  dans  fon  dpacc,  par  le  9.® 
Lemme.  Donc  la  1.*'®  toute  eft  à la  i/®*  partie  * 
fomnic  la  féconde  toute  à Ci  t.*®*  pattie. 


II.  Corollaire. 

Si  plufieors  - lignes  font  menées  d’un  meme 
point  fur  une  meme  ligne , 
elles, font  coupées  propor- 
tionellement  par  toutes  les 
lignes  parallèles  à celle  qui 
les  termine. 

C’eft  la  même  chofe  que 
* le  precedent  Corollaire;  puifqne  tirant  par  le  point 
commun  à toutes  ces  lignes  une  ligne  parallèle  à 
Ja  ligne  qui  les  termine,  elles  (c  trouveront  tou- 
tes dans  le  même  'efpacc  parallèle  , & par  confe- 
quent  les  parallèles  a ce't  efpacc  les  doivent  toutes  , 
couper  proportionellement. 

J 

III.  Corollaire. 

s I deux  lignes  comprifesdaus  un  mâne efpacc pa-  x t r, 
rallelcfo  coupent , clics  font 
coupées  proponioncllemcnt  -, 
c'clr  à dire  que  les  parties  de 
Tuncfont  proportionelles  aux 
parties  de  l’autic:  outre  que  la 
toute  eft  à la  toute,  comme chaqiie partie  à la  me- 
me partie,  fuivant  le  meme  ordre  dans  lequel  ces 
parties  font  proportioimclles. 

C'eft  encore  la  même  chofe  que  le  i.'®  Corol- 
laire ; puifquc  menant  une  parallèle  à l'clpacc  pat 

N le 
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le  point  de  la  fedtion , ce  lecoiit  deux  lignes  dans 
ie  meme  cfpace  total  qui  font  coupées  par  une  pa- 
rallèle à cet  clpace,  & qui  par  conlcqucot  ledoi- 
veut  être  proporuouncUement. 

ÎV.  Corollaire. 

* • 

* V 1 1.  Si  quatre  lignes , dont  les  oppofc'es  font  paraU 

leles,  le  joignent  aux  extremitez,  elles  font  deux 
cfpaces  paraUeleSj  l’un  d’un  fens  & l’autte  de  l’au- 
tre fens  ; & la  ligne  titee  de  .coin  en  coin  s’appcl- 
ic  diagonale. 

Que  II  d’un  point  quelconque  de  atte  diagona- 
Ig.on  tire  deux  lignes.comptilés  chacune  dans cha- 
.cun  de  ces  deux  cfpaces,  les  parties  de  l’une  de  ces 

• lignes  lèroiu  proportionnelles  .aux  parties  de 

4’autte.  ^ 

Car  les  deux  parties  de  chacune  font  propeü- 
tioiuicllcs  aux  deux  parties  de  ' ■ 

la  diagonale  , par  le  Corollaire'  % 
precedent  ; parce  que  chacune 
de  CCS  lignes  & la  diagonale 
font  comprifes  dans  le  même  'cfpcc  parallèle  & 
s’y  coupent.  Donc  les  parties  de  chacune  dtanc 
en  même  raifon  que  celles  de  la  diagonale  , les 
parties  de  l’une  doivent  auflî  être  en  même  raifon 
que  les  parties  de  l’autre  , puilqiie  deux  raifons 
.égales  à une  }.*  font  égales  enttr 'elles.  ( II.  i6.  ) 

II.  The  O Ri  ME. 

X V I X I.  Lorsque  deux  angles  fout  fcmblablcs , ( c'eft 
à dire  félon  le  âxiéme  Lcmme , lorfqu’étant  égaux, 
les  angles  fur  la  balè  de  l’un  font  légaux  aux  an- 
, glcs  fur  la  bafe  de  l’autre  chacun  à chacun:  ) les  * 
cotez  font  proportionnels  aux  cotez  , & la  baie  à 
la  bafe,  & la  hauteur  à la  hauteur.  C’ed  à dire 
que  les  côtez  de  ces  deux  angles  également  iricJi-  ' 
nez  chacun  fur  fa  balè  , foront  en  n\ême  raifon 

V que 
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•que  les  deux  autres  cotez  & que  les  deux  baies  , 
& que  les  diüajicts  de  chaque  ibmmct  à chaque 
djaiê  : ce  que  j’appelle  la  hauteur  de  chaque 
•ajigle. 

Soient  les  deux  angles  nommez  A & £. 

Soit  le  grand  côté  d'Â  nommd  C. 

Le  petit  D.  ' 

La  baie  B. 

La  hauteur  »'  H. 


Et  dans  l’angle 

. A 't> 


Le  grand  cote  ' ç. 

Le  petit  ^ d. 

La  baie  ' i. 

La  hauteur  h.  ' 

Je  dis  que  C.  r.  : : D.  d.  : : B.  k : : H. 

On  le  peut  prouver  facilement  de  la  même  (br- 
tc  qu’on  a prouvé  la  Propofîtion  fbndamcntalï  , 
c’eft  pourquoi  je  ne  le  répété  point. 

Mais  on  le  peut  encore  de  certe  autre  fortes 

1.®  Par  le  5;*  Lemmc  C & D font  caiiécs  être 
dans  le  même  efpace  parallèle  , & 
demémec&d.  ^ " 


Et  de  plus  par  l’hypothefe  C & c 
nt  également  inclinées  chacune 


A 

/ -hX 


font  également  inclinées  chacune  / | 

•dans  fon  efpace,  & de  même  O & d.  ^ — "‘77  ^ 

Donc  par  la  Propofition  fon-. 
damentale  , 5t  par  le’ i."  Théo-  .•  ... 

retne,  1 ^ 

C e.  ::H.  A.  yih\f  » 

D.  d.::H.  A.-  -dl_J X. 

Donc  C.  e.  ::  D.d.  & âlternitnd»,  ^ 

C.  D.  : S C.  d. 

i.®  Par  le  5.*  Lemmc  C & B font  dans  le  mê- 
•me  elpace  parallèle , & de  même  c & i ; & de  pln$ 
C & c font  également  inclinées  chacune  dans  fott 
•cipacc , & de  même  B 8c  b. 

Donc  parle  i.^lheoréine, 

C.x.’.iB.b.Siélternandpt  CB^'.^.i. 
s Ni  j.'Pat 
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5 Par  le  meme  5 .*  Lemme  D & B font  dans  le 
meme  clpace  parallèle  , & de  même  die  b. 

Et  de  plus  , D & if  font  également  inclinées 
chacune  dans  fou  efpace  > & de  meme  B & 

Donc  par  le  i.*' Théorème  , 

D.  <f . : : B.  b.  & altertiando , D.  B.  : : d.h. 

Donc  d"  ^ ^ ^ Êlloit  démon- 

trer, 

I.  Corollaire. 

I 

XIX.  Deux  angles  Ifofcelcs  étant  égaux  , ils  font 
fombl.  blés  ; & par  confeauent  les  cotez  font  aux 
cotez  comme  la  bafe  à la  bafè , & la  hauteur  à la 
hauteur.  Car  deux  angles  étant  Ifofccles  , ils  ne 
peuvent  être  égaux  que  les  ang’es  fur  la  bafe  dç 
' l’un  ne  foientt^aux  aux  angles  fur  la  bafe  de  l’au- 

tre, VIII.  61, 

II.  Corollaire. 

•XX.  S r un  angle  a deux  baies  parallèles , il  s’y  trou- 
, vera  diverfes  fortes  de  proportions  de  grand 

u/àge. 

Mais  pouf  le  niieux  foire  entendre , il  fout  con- 
fidercr  que  les  cotez  de  cét  angle  Iclon  la  derniè- 
re baie  comprennent  les  cotez  lelon  la  première  ; 
& c’eft  pourquoy  nous  appellerons  les  uns  toutef , 
& les  autres  les  premières  ou  demieres  patries  de 
chacune  de  ces  toutes.  Soient  donc  nommées 

Les  deux  toutes  Tj&r.  

Les  deux  premières  par-  VnT 

Les  deux  dernieres  q^&f.  */  ' ^ 

La  derniere  bafe  & la  i ^ 

Déplus  tirant  par  le  fommet 

■ ' une  parallèle  aux  deux  baies  ')  ils  le  trouvera  tfoîs 

clpaces  parallèles  : 

Le 
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Le  total  eutre  le  ibmmec  & B , que  j'appd- 

Le  premier  partial  entre  le  fommes  & i,  k/ 

Le  iêcond  partial  entre  ^ & B , E. 

Cela  étant,  pat  le  9.®LetnmcT  eft  autant  kicli- 
Bec  dans  u> , que  p dans  A , & q dans  E. 

Et  de  mêmes  T autant  iiKÜnc'c  dans  a , que 
P dans  Ay  Sc  ^ dans  E. 

Donc , par  le  i Theorc'me , 

I.  T.p,  : : alteruAndo,  T-T  ::  p.p. 

a.  T.q.  T.r::q.f. 

}.  p.  q.  : :p.  q.  p.  p,  ::  q.tf. 

4.  Par  le  z.*  IJheoréme  chaque  toute  & U pre- 
mière partie  font  en  même  raifon  que  la  derniè- 
re balè  & la  première. 

T.p  B.  A.  8c alternando y T.  B.  p.A. 

T.p  .iB.L  T.B.  ::p.A. 

Car  cêt  angle  qui  a deux  baies  parallèles  doit 
être  confidere'  comme  fi  c’étoient  deux  angles 
égaux  , dont  Tun  eût  pour  cotez  & pour  baies 
T , T , B : & l’autre  p , /> , A.  Et  ainfi  les  deut 
angles  fiir  h bafe  de  l'un  étant  égaux  aux  deux 
angles  fiir  la  balè  de  l'autre  chacun  à chacun  , les 
cotez  de  l’un  font  proportionnels  aux  côtez  de 
l’autre  , & les  bafes  aulli.  Et  par  confequent 
T.  p,:;  T./,  r:  B.A. 

III.  Corollaire. 

L O R s Qju  E deux  angles  ont  leur  Commet  éga-  x xr, 
lemcncdiftant  de  leur  lialc,  & que  par  conlcqocnt  • 
ils  peuvent  être  compris  dans  le  meme  elpace  paral- 
le'e,  (lèlon  le  je.  Lcmme;  ) fi  l’on  domic  à ces 
deux  angles  de  nouvelles  bafes  parallèles  aux  an- 
ciennes , & dont  chacuneen  foit  également  dillante  y 
ces  deux  nouvelles  baies  feront  proporuoncllcsaux 
deux  anciennes.  , 

N \ Sup- 
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Suppofons  que  les  deux  baies  de  ces  deux  angles,', 
klcjuelles  j’appellcray  B & B , loient  fur  la  même 
ligne:  la  ligne  qui  joindra  les  (omœets  lèraparalie^ 
le  à cette  ligue..  D’où  il  s’enluit, 

1°.  Que  confiderant  dàns  chacun  de  ces  angles 
un  fcul  coté,  dont  j’appellcray  riinT&  l’autre  T, 
ce  feront  deux  lignes  dans  le  me  me  efpace  parallèle^. 

i".  Que  les  deux  nouvelles  baies  , que  j’appel- 
lcray b & étant  parallèles  aux  anciennes > &ea 
devant  être  chacune  égale- 
ment diHante's  > le  trouveront 
necclTairemenc  dans  la  même 
ligne  parallèle  à rcljiace. 

Donc , par  le  t".  Corol- 
^redui“.  Théorème , cet- 
te ligne  parallèle  à l’cfpace  conpe  proportionnelle- 
ment T & T ; & ainlî  appelUnt  p la  première  partie 
de  T,  & P la  première  partie  de  Z",  * ' 

T.p.  : t.  T.p. 

• Or  J par  le  Corollaire  precedent  > chacun  de  ces  an> 
glcs  ayant  deux  bafes  parallèles  " • 

T.p.  ::  B. b. 

■ , ’ T.p.  B. b. 

‘ Donc  les  deux  railbns  dcB:  b.  &de  JT.  h',  font 
les,  puifque  chacune  cft  égaie  à chacune  des  deux 
raifons  T.  p.  & T.  p.  qui  font  égales  encc’eUes,, 
Donc 

B.b.  ::  B. b.  DoncalternandoiB.  B’.  b.&« 


XXII. 


, , . IV.,  Corollaire., 

Si  d’un  même  point  on  tire  plufieurs  lignes  à Ja. 
niême  ligne  comprilès  en- 
tre la  première  & la  der-. 

. niere,  & qu’on  tire  des  pa- 
rallèles à celle-là  , qui 
foient  aulfi  comprilès  entre 
la  première  & la  demiere 
4e  CCS  lignes  tirées  du  mé-,  ' > 

mfer 
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itie point:  toutes ces  pawJIeles  leront  coupeespro- 
portioiiuclJeinenc  , c’eft  à dire  que  chaque  toute 
& {k  premitre  partie  feront  en  meme  railôn  que 
chaque  autre  toute  & (à  i partie^  j & ainfi  du 
refte.  ' 

; .KrufSctJ’cxaininçr  deux  de  cesparàllclcs»  com- 
me eft  la  dernière,  que  j’appcllcray  T , & fa  pre- 
mière partie  p j & une  autre  que  j’appcllcray  T , & 
fa  premietc  partie  f.  £c  ainfi  il  faut  prouver 
que 

T.p.  ::r/.  , . 

£t  pour  celai!  ne  faut  que  confiderer  , 1°.  Que' 
^ ces  lignes  tirées  d’un  mémepoint  font  divetsanglcsj< 
que  la  première  & la  derniere  font  l’at^Ie  total,, 
qui  a toutes  les  parallèles  entières  pour  us  diverfos 
bafes  i que  la  première  & la  fécondé  font  le  pre« 
mier  angle  partial , qih  a toutes  les  premières  par- 
ties de  ces  parallèles  poui  Tes  divetfes  bafès , &aûifî- 
du  refte. 

2.°  Que  ^os  <es  nngles  (qn^dans  le  même  efpa- 
ce  parallèle,  .parce  qu’on  peut  tiret  une  ligne  par 
Icurfommec  commun  qni  fera  parallèle  à la  derniè- 
re bafo  de  l’angle  total.' 

• Donc  T ërant  la  derniere  ba(è  de  l’angle  total , & 
P la  demicte  bafè  du  1.  'angle  partial , laquelle  eft 

f>artic  de  la  ligne  T j & Tétant  une  autre  baie  de" 
'angle  total,  p'une  autre  bafedu  ï".  angle  partial  : 
T & P feront  auffi  fur  une  même  ligpe  parallèle  à' 
l’cfpace  ; puifque  p eft  partie  de  T. 

Donc  , par  le  Corollaire  precedent  , les  deux 
derhieres  bafes  Tîtp  de  tes  deux  angles  feront  en 
même  raifon  que  leurs  deux  autres  bafes  T & p;  • 
Donc 

T.  p.  ; : T.p;  • 

Donc  par  la  meme  rai’fbn  clïaquc  parallèle  & fii* 
I . '•'patrie  feront' en  même  raifon  que  chaque  autre 
parailclc&fài".p3rtie<  _ , ' 

£t  on  ptouverala  même  chôfe  avec  laméme  focp  - 
N 4 litd 


Digitised  by  GoogU- 


is>rf  NOUVEAUX  ELEMENS 

litd  de  chacune  des  autres  parties  , en  comparant 
toujours  enlcmblc  celles  qui  font  renfermées  entre 
les  deux  mêmes  lignes. 

V.  Corollaire.  . ' 

XXIII.  Si  rmiedeccsparallclesrenfcrmêcsentrcla i".& 
la  dernicre  de  pluficurs  lignes  tirées  du  même  point 
cftdiviféc  par  ces  ligiKs'en  parties  aliqootcs,  c’eft 
à dire  en  un  certain  nombre  de  parties  e'galcs  ; ton- 
tes les  autres  font  divifées  par  les  mêmes  lignes  en 
. aliquotes pareilles. 

' C elt  une  fuite  mam'efte  du  precedent  Corollaire. 
^ Car  fi  chaque  partie  de  l’une  de  ces  parallelles  en  cft 
par  exemple  la  dixiéme  partie,  il  faut  mie  chaque 
partie dechaqucautreparaUele  mfoit  aulula  dixiè- 
me partie;  puilque  chaque  parallèle  & chacune  de 
fes  parties,  (bnren  même  raifon  que  chaque  autre 
parallèle  & chacune  de  fes  parties  lèmblabies. 

'VI.  Corollaire- 

XXIV.  s I un  angle  a plufieurs  bafes  parallèles  , toutes 
les  lignes  tirées  du  fommet  qui  couperont  ces  balès^ 
les  couperont  proportionellement.  D’où  il  s’en- 
fuit qu'en  quelques  aliquotes  que  l'une  de  ces  baies 
parallèles  lôitdivifée>  toutes  les  autres  lelsrontai 
ajiquotcsparcilles. 

. Ce  u’elt  que  les  precedeos  Corollaires  un  peu 
autrement  énoncez. 

I _ , ♦ 

VU.  Corollaire. 

XXV.  Les  deux  cordes  d’un  cercle  font  proportionnel- 
les aux  deux  cordes  d’un  autre  cercle , fi  les  arcs 
que  Ibuticnnent  les  unes  font  proportionnellemenc 
égaux  aux  arcs  quefoutiennent  les  autres , chacun 

, à chacun.  ' ' , ’ 

Soienç  conûdçrécs  les  deux  cordes  d’un  cercle 

' ■ com- 
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comme  jointes  & faifaiu  un  angle  inlcric  : telles 
que  font  ifcScid  d’une  part , 

&BC&BDde  l’autre.  (Car 
fl  elles  ne  failbient  pas  d'angle 
mCcrit  dans  chaque  cercle , il  ne 
faudrait  qu’en  prendre  d’dga- 
les  à celles  là  qui  en  fidcnc  > 
puifque  foûtenant  des  arcs 
dgaux  dans  chaque  cercle , par 
V.  i6.  ce  fera  la  mcir.e  chofe 
pour  juger  de  la  proportion.) 

Cclaluppofe'>-  . \ B • ■ 

. L’angle  c h d inferit  dans' le  . 

premier  cercle  eli  égal  à Triiglc  C B D inlcrit  dans  le 
Iccondcercle,  par IX.  20. 

£c  les  angles  que  font  les  cotez  â c & £ d fur  la  ba  J 
Ce  d c,  font  e'gaux  aux  angles  que  font  les  cotez 
B C & B D fur  la  bafe  D C , chacun  à chacun , par 
IX.  20.  . ' ' 

Doncparlc  i.'^Thebre'me,  ^ ^ 

Ac.  BC.  ::  id.  BD.  ;;  de.  D C.-  , 


D 


Corollaire. 

s I deux  cordes  de  divers  cercles  foûtiennentdcs  x x Ÿ'ïy 
arcs  proportionclleracnt  égaux,  ( c’eftàdirc  d’au- 
tant de  degrez , ) elles  font  proportionnelles  aux 
diamètres  de  ces  cercles.  • 

C’eft  une  fuite  du  precedent.  Car  les  diamètres 
foùticnnent  des  arcs  proportionellemcnt  égaux  d ms- 
chaque  cercle , puilqu’ds  en  foûtiennent  la  demy- 
cîrcon  fercnce,  C’eft  donc  U même  preuve  & enco* 
ce  plus  facile. 


IX.  CôRO'LLAIîCf. 

Si  deux  cordes  égales, de  divers  cercles  foûticn-xxv'fir- 
nent  chacune  autant  de  degrez , les  cercles  font 
égaux.  Car  par  le  precedent  Corollaire  elles  font  en- 

M 5 même 
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même  i-ai(bn  que  les  diamètres  {des  cercles.  DonC' 
li  elles  font  cfgaleS)  les  diamètres  font  ^gauz.  Donc^ 
les  cercles  Tout  égaux. 


III.  Theoréms. 

Deux  Angles  quoy  oo’inégaoxontncamnoinS'- 
Icurs  cutéz  proportionnels,  lorG^ue  le  côté  de  l’un 
fhr  fa  baie  fait  un  angle  égal  à celui  que  fait  audi  fur 
fa  bafe  l’un  des  cotez  <k  l’autre  ; & que  l'autre 
côte  du  premier  angle  &ifànt  (ùr  (a  baie  un  angle 
obtus , & l’autre  côté  du  (çeond  angle  &iânt  un  an- 

f;le  aigu  lût  la  iîcnnc,  l’aigu  cil;  le  complément  dé 
'obtus  ] en  forte  que  tous  les  deux  cnfemblé  Talent 
deux  angles  droits. 

Cette  derniere  condition  ic  peut  encore  exprimet 
en  une  autre  manière:  qui  cil  que  ces  deux  cotez, 
l’un  d’un  angle  & l’autre  de  l’autre,  ^ifent  ehacun 
fur  fi  baie  le  même  angle  aigu , mais  que  l’un  le  failè 
en  dehors  fur  le  prolongement  delabafe,&  l’autre 
en  dedans  fur  la  baie  même.  • 

Cette  derniere  expreilion  fait  entrer  plus  &cile* 
ment  dans  la  demonilration  de 
ceTheoréme. 

Soient  lés  deux  ailles,  dont 
l’un  ait  pour  côtez  C & D , & 
pour  bafe  B.'  Et  l’autre  pour 
côtez  c & d ,&  pour  hafe  6, 

Je  fuppofe , I • <3ue  les  an- 
gles que  les  côtez  C & r font 
chacun  fur  leur  baie  font  égaux. 

1.*  Que  le  côté  D fat  un  an-  - 
gle  obnis  fur  la  baie  B , & d un 
angle  aigu  iiit:  la  baie  b , mais  . 
que  cet  aigu  cib  égal  au  complé- 
ment de  cét  obtus.  D’où  il  s'en- 
fuit 

Que  l’angle  aigu  que  D fait  fut  la  bafe  en  dehors 

eu 
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en  la  concevant  prolongée,  cft  égal  à l’angle  aigu 
<]ue  ^&it  fur  ja  lien  ne  en  dedans.  ■■ 

Ccla  eranr,  je  dis  que  C.  c.  ::  D.d. 

Car  /oient  faits  des  deux  angles  deux  e/paccs  paraU 
Ides,  en  prolongeant  les  bapis  B & A autant  qu’il  eft 
necelïàire,  & tirant  par  chacun  des  fommets  des 
parallèles  à ces  bafes.  Et  ccluy  de  ces  e/paccs  dans 
teqoel  /ont  C & D /bit  appclld  A , & l’autre  E. 

Par  l’hypothefc  l’angle  aigu  que  fait  C dans  l’cf- 
pace  A elt  dgal  à l’angle  aigu  que  faite  dans  l’cTpa^-  \ 

ceE. 

Donc,  pat  le  4.*Lertiir.e,  C&  c/bnt également 
ificlindes  chacune  dans  fon  cfpace. 

De  mêmes,  par  l’hypothc/c  , l’angle  aigu  que 
&tPdans  l’e/pacc  A { /ur  la  ba/c  B prolongée  ) cfl: 
égala  l’angle  aigu  cpie  fait  d dans  rcfpacc  E. 

Donc,  parlc4.*Lemmc,  D&  rf;bnt  egalement 
inclinées  cnacune  dans  fon  c^acc;  & il  n'impone 
que  D /bit  autrement  tournée  au  regard  de  c,  car 
cela  ne  change  eu  rien  l’inclinaifon  de  cliacunedans 
fon  efpacc.  Donc , parle  i Theorcme, 

C.c.  ::  D.i.Scalttmaudo-,  C.D.  ::  c.d.  • 

Autre  Démonstration. 

St  on  tire  du  fominet  fur  la  ba/c  £ prolongée  xx  ix. 
une  ligne  c'gale  à D ; l’angle  ai- 
gu que  cette  l.gnc,  que  j’appel- 
lerai P , fera  lurB  prolongée  , 
fera  égal  au  complément  de 
l’obtus  que  fait  D /ùr  £ , & par 
con/cquent  à l’aigu  que  fait  d . ü T 
fur  i. 

Donc  les  deux  angles  dont  l’un  a pour  fc»  cô-, 
tcïC&  P,  & l’autre  font  fcmblablcs , par 
le  6.'  Lcmme. 

Donc  C.  c.  ’.i:  P.  d. 

Or  par  la  cou/lruélion  P c/l  égale  à D.  Donc 
c.  c.  : ; D.  d.  ' 

N 6 Avir. 
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Avertissement. 

X X X.  Ctttt  dermere  demonflration , quoi  que  moiut  hùH^ 
ne  que  la  première  , a cela  d utile  , quelle  fait 
voir  plut  clairement  la  différence  qu'il  y a entre  ce 
3.'  Theoréme  ev'  le  2.*  j qui  eft  que  dans  le  i.‘no» 
feulement  les  c6te:{  d’un  Triangle  font  proportion- 
nels à ceux  de  l'autre , mais  aujfl  la  bafe  : au  lien 
que  dans  celui-ci  il  ny  a que  les  edte^  de  propor- 
tionnels -,  étant  bien  clair  que  la  bafe  B , fur  la- 
quelle efi  l'angle  obtus , dott  être  plus  petite  h pro- 
portion que  la  bafe  l. 

Car  appiUant  T la  bafe  B , prolongée  jufques  3 
P , il  ejt  clair  que  l'angle  qui  a pour  côte\  C cP* 
P,  CP*  T pour  bafe  , eft  femblabie  h l’angle  qui  a 
pour  côte:^  c d,  b pour  bafe. 

Ce') 

Donc,  par  le  1.^  Theoréme , y,'  f ^ ^ 

Or  B n'eft  que  partie  de  T ; donc  il  n’y  a pOSltC 
même  raifon  de  Ù h b,  que  de  C à c. 

I.  Corollaire. 

XXXI.'  Une  ligne , que  j’appellerai  la  coupante  > étant 
inclinée  fur  une  autre , que 
l'appellerai  la  coupée,  fî  de 
l’extremité  , & d’un  autre 
point  de  cette  coupante  on 
tire  deux  lignes  de  parc  & 
d’autre  qui  fallcnt  des  an- 
gles égaux  fur  la  coupée:  la 
coupante  entière  lèra  à (à  partie  vers  la  coupée  j- 
comme  la  ligne  tirée  de  (on  extrémité  à l’autre 
ligne  tirée  de  fon  autre  point. 

J’en  laide  à trouver  la  demonftration , qui  n’eft 
qu'une  application  du  precedent  Theoréme. 


I 
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. II.  Corollaire. 

Si  nn  angle  a diverics  baies  diveffemenf  incli-xxxiii^ 
f nées  fur  fes  côtex  ; la  ligne  qui  divitcra  cdt  angle 

Er  la  moitié'  fera  que  les  deux  parties  de  chaque 
Ce  lèront  proportionnelles  aux  deux  cotez  de  cét 
! angle  èlon  cette  bafe.  11  fuffira  de  le  démontrer 
! en  une  Icule  baie.  r 

Soit  un  angle,  divife  par  la  inpitic  par  la  ligne/. 

Soit  l'un  de  fes  cotez  appcllé  ’ ^ 

C & l'autre  Ci  la  partie  dç  la  ■.  / f 

baie  qui  joint  C appcllde  D > / ^ / 

& l’autre  d.  - / / l \ / 

Si  on  tire  par  les  extremi-  :/  / P y ' 
tez  de  la  bafe  des  parallèles  à Ç ’jg 
■ / J il  Y aura  deux  efpaçes  pa-  . ^ ^ / 

, ralleles. 

Celüidanslequclfout  C & D lôit  appclldA,'5f  ..  .. 

I i’autre  E.,  Par  le  9.*LemmcD&dfontégalcmenc 

inclinées  chacune  dans  fon  efpace.  . ■<  ^ 

‘ _ Er/ar  l’hypothefe  C & c font  audi  egalement 

^ jnclmtes  chacune  dans  le  lien  , puifquc  Jes  angles 
aigus  que  chacune  fait  fur  f font  égaux, 
î Donc,  par  le  I .«Théorème , 

C.c.  : : D.  d.  & alternando,  C.D.i^c.d. 


III.  Corollaire. 

Si  la  ligne  qui  divife  un  angle  en  divife auflâ  laxxxiir.- 
liafe  proportionclleraent  aux  cotez  , c’eft  à dire 
en  forte  que  les  deux  cotez  de  l’angle  fbienc  en 
meme  raifon  que  les  deux  parties  de  la  bafe,  l’an- 
gle eft  divife  par  la  moitié. 

C’eft  la  Converfo  du  precedent  Corollaire , qui 
£è  prouve  en  cette  manière  : 


N .7  - . Soit 
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Soit  l’angle  b ki  divil'c  pat  ' . . 

kx , en  forte  que  .N- 

bc.ed.  ::  kl.  kd.  • 

Si  nous  fuppofons  que  cerné-  /•  V'v 
me  angle  eft  diviCf  par  la  moi-  , / \ X . 

rid  par  it  i , il  s’enfuit  pat  le  , ^ ^ 

precedent  Corollaire  que 

bx.  xd:  ::  kl.  kd. 

Donc  hx.  xd.  ::  bx.  cd.  ^ 

Donc  (omponendà  , bd.  xd.  a bd.  ci.  { II. 

47*  ) • 

.Donc  les  point  * & c ne  Içauroieut  être  que  le 
même  point , &.kx  Sc  * c la  même  ligne.  Donc 
k c divife  l’anÿc  p»  la  moitid.  Ce  qtt’il  feUoic 
démontrer. 


‘ I.  Problème; 

Trouver  Uftc  4.*  propottionelle.  C’eft  à dire 
ayant  la  i;"  la  a.*  & la  }.?  de  4 lignes  proportid- 
nellcs,  trouver  b 4.*  * < 

Ou  ayant  les  deux  premiers  termes  d’une  rai- 
fon  , & l’autccedcnt  de  la  i.®  en  trouver  lé  confti 
quent. 

Le  moyen  le  plus  fecilc  eft  de  le  lervit  poar 
cela  du  1.*  Corollaire  du  (ècond  Theordme.’  (zo. 
fiip.  ) Et  ainû  donnant  les  mêmes  noms  aux 
trois  données  & à la  4.*‘qui  cft  à trouver  , j’apr 
pelletai 

La  1".  p. 

La  1».  q. 

La  ^ ^ 

Et  la  4'.  à trouver')  q. 

Cela  étant,  il  faut 

1*;  Mettre  p-’&  q fur  une  me 
me  ligne. 

Z®,  Faire  un  angle  de  p la  5.'  avec  t»  la 
, 3®.-' Joindre  par  i les  extremitez  de  la 

de  la  3.*  4.?Pro- 


..  ■?  î 
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4®.  Prolonger  indéfiniment  ^ la  j 

De  rcïtremitc  de  q la  a,'  tiret  B parallèle  i 
jufqu’i  la  rencontre  de  p prolongée. 

Le  prolongement  de  f jufqu’à  la  rencontre  de 
B lèra  la  4.*  que  l'on  cherche.  Car  il  eft  clair  par 
le  Corollaire  iufldic  ( lo.  fup.  ) que 
p.  q.  ; : p;  q. 

On  peut  encore  hure  la  meme  choie  d’une  au- 
tre manière',  qui  eft  de  tenfêrmcr  la  plus  petite  des 
deux  premières  données  dans  la  plus  grande  : " & 
:dors  fa  plus  grande  s’appellera  T , & la  plus  peti- 
te,  qui  en  eft  partie  , p.  - 

Mais  il  fitut  prendre  garde  S la  première  des  don- 
nées ed  la  plus  petite  ou  la- 
plus  grande.  Car  fi  c'eft  la 
plus  grande  , il  faudra  com- 
mencer par  T , &-la  J.*  fera 


XXXT, 


auffi  T.  Et  alors  pour  trouver 
p , qui  fera  là  4.* 'que  Toi»  - 
cherene:  après  avoir  |oint  par 
B les  extremitez  de  T & de  7*,  4' parallèle  à B- 
étant  tirée  de  l’extrcmité  de  p fur  T donnera  p; 
Car  il  eft  encor  clair  par  le  même  Corollaire  que 
T.  p.  : ; T.  p: 

Que  fi  la  I.’’®  des  deux  données  eft  la  plus  pe- 
tite, la  3.®  fera  p,  & la  4.®  à trouver  feraTi  De 
forte  qu’aprés  avoir  joint  par  b les  extremitez  de 
p & p , il  fendra  prolonger  p;  & tirant  de l’cxtre- 
mité  de  T fur  le  prolongement  de  p , B parallèle’ 
à 4 , on  aura  T pour  la  4.*  à trouver.  Car  par* 
le  même  Corollaire  ( 10. /«p.  ),pem»tAndoy~ 
p.T.  : : p:T. 


COROLLArRE. 

Trou>î«  une  3.'  proportionclle ; c’eft adirCxxxTi 
faite  que  l'ünc  des  deux  données  (bit  moyenne  pro- 
portionelle' entre  l’auue  donnée  & la  trouvée. 

Ceft 
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C’cfk  la  mcinc  choie  que  le  piccciicuc  , excepté 
qu'une  feule  des  deux  domiécs  tient  lieu  de  la  z.' 
& de  la  j.“ 


II.  PROBLEME. 

XZXYiTr  Trouver  la  ligne  qui  Ibit  à une  ligne  don- 
. née  en  raifbn  donnée. 

Soit  la  ligne  donnée  la  raifon  donnée m.  «; 
la  ligue  que  l’on  cherche  x.  Ainfi  il  faut  trouver 
x.p>,  ::  tu.  H. 

Or  pour  cela  il  ne  faut  que  tranfpofer  les  termes- 
en  commençant  par  h , & les  mettant  ainfi  ; 

H.m. 

& puis  trouver  * par  le  Problème  precedent.  Ce 
qu’étant  fait,  on  aura  ce  que  l’on  cherche  5 par- 
ce que  fi 

«.I»,  ::  P'.x. 

ptrmuunio- 

X /.  : : m.  ».  Ce  qu’il  falloir  démontrer, 

III.  PROBLEME.. 

xxxvm.  Divisér  une  ligne  donnée  en  quelques  all- 
quotes  que  l’on  voudra. 

Soit  D la  ligne  à divifer.  Tirer  au  dellbus  ou  an 
delTus  une  parallèle  indefinie 

3 UC  j’appellerai  P.  Prendre 
ans  P autant  de  parties  éga- 
les qu’on  veut  en  avoir  eu- 
la  divifion  de  D , & pren- 
dre garde  qu’elles  foientno-  O 
tablement  plus  grandes  ou 
plus  petites  que  ne  peuvent 
être  celles  de  D.  Puis  des  deux  points  entre  lef- 
quels  (ont  compriles  toutes  les  parties  égales  qu’on 
a prifès  dans  P , tirer  deux  lignes  par  les  extre- 
xnitez  de  D , jufqucs  à ce  qu’elles  le  joignent  en  un 

poinfr 
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Îtoint.  T ornes  Jcs  lignes  tirées  de  ce  point  là  à tous 
es  points  de  la  divilion  de  P qui  couperont  D > 
la  oivifèront  en  autant  de  parties  égales  qu’on  en 
aura  pris  dans  P. 

La  preuve  en  cft  cy-deflus  dans  le  5.*  Coroilai» 
xc  du  i.*  Thcore'me.  ( x).  ) 
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LIVRE  ONZIE’ME,^ 


DES  LIGNES  RE  CI  PR 0-- 
QUES. 

B Livre-cy  fera  encore  de  U proportioir 
des  Lignes,  ep' contiendra  plnfieurs  cho- 
fes  nouvelles  que  Von  jugera  peut  être 
plus  belles  plus  generales  que  tout 

ce  qu'on  a trouvi  jufques  icy  fut  ceu 
te  matière  des  Vroportions , en  ne  (e  jêrvant  que  des 
lignes  droites  «s»  des' Cercles. 

Pour  les  mieux  faire  entendre  nous  propoferons 
quelques  Lemmes  , qui  feront  voir  aufft  en  quoi  eft 
different  ce  que  l'on  traite  dans  ce  Livre  de  ce  qui 
vient  d'être  traité  dans  le  Livre  precedent , cm: 
smnt  le  diviftrotts  en  7 SeSiont. 

. - $MCTIOîf 
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LemrtKS  , Gr  de  ce  c^vion  entend  par  les 

uintiparalleles  : avec  le  plan  des 

principales  chofes  c^u’on  doittrai~- 
ter  dans  ce  Livre* 

I.  Lemme. 

Qo  AN  » il  y a pro^itioQ  entre  4 lignes  y on-  r.- 
y doit  remarquer  en  les  comparant  deux  à deux  1 
deux  rapports  tort  differens .. 

L’une(l  celuy  qui  iàic  dire  que  les  uueslbntpro- 
por  tionel  les  aux  au  très . 

Et  l’autre , que  les  unes  font  réciproques  aux  au- 
tres. 

Car  fi  on  compare  ou  la  1 & la  3 .‘aYec  la  i .*  8c 

la  4.* , c’eft  à dite  les  deux  antecedens  avec  les  deux 
confoquens  ; 

Ou  les  deux  premières  avec  les  deuxdcrniercs,- 
t’eftàdire  le i." antécédent  &fon  conlcquent  avec 
le  Z-.*  antécédent  & fon  confèquent  : on  dit  alors 
que  les  unes  font  proporthnelles  aux  autres. 

Mais  fi  on  compare  la  1."  8c  la4.'avec  hi.*£c 
la  3 .*  c’cft-à.dire  les  extremes  avec  les  moyens 
on  dit  dors  que  les  unes  font  réciproques  aux  au> 
très. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  dansle  Livre  precedetu 
ne  regarde  que  le  premier  rapport. 

Et  tout  ce  que  nous  dirons  dans  celuy-cy  ne  re-  » 
garde  prelque  que  le  fécond  , 8c  c'dl  pourquoy  / 
nous  l’avons  intitule  Des  Lignes  Kedproquet. 

‘ î. 

V , , ■ 

' * * *« 
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II.  Lemme. 

Une  (culc  ligne  peut  être  dite  réciproque  à dciïx 
lignes , & deux  lignes  être  réciproques  à une  féa- 
le. Mais  c’tft  lors  feulement  que  cette  ligne  que 
l’on  compare  Iculc  avec  deux  autres  eft  moyenne 
proponionclle entre  ces  deux  autres.  Car  alor-s  elle 
ep  vaut  deux , parce  qu’elle  fait  deux  termes  de  la 
Proportion  ; le  premier  & le  dernier  , quand  on 
commciKe  pat  elle:  comme  fi  je  dis  , une  ligne 
de  (î  pieds  eu  à une  de  4,  comme  une  de  9 à une  de 
g j ou  le  1.*  & le  3.*  quand  on  la  met  au  milieu: 
commefijedis,  4.6. Et  il  faut  remarquer 

3ue  quoique  cette  demiere  difpofition  (oit  la  plus  or- 
inaire,  il  Y a neanmoins  des  rencontres  où  il  eft- 
utile  de  fc  fervir  de  la  première,  comme  on<pour« 
ra  voir  à la  fin  de  ce  Livre.  , 

III,  Lemme. 

Lors qu*u n Angle  a deux  ba(b  , & qpe  lés 
deux  angles  fur  une  ba(é  (but  égaux  aux  deux  angles 
fut  l’autre  bafe  chacun  à chacun  , cela  peut  arriver  en 
deux  maniérés. 

La  première  eft  quand  l’angle  que  l’une  des  bafes 
fâitfiir  un  côté  eft  égal  à l’ange  que  l’autre  bafe  fait 
fur  le  même  côté.  ( j'appelle  le  meme  côté  la  même 
ÜCTc  droite  tirée  du  (ommet , quoique  confiderée 
(élon  les  diverlcs  bafes  elle  tienne  lieu  de  deux  co- 
tez. ) 

Or  il  eft  vifible  que  cela  ne  peut  être  que  quand 
lesbalésde  cét  angle  (ont  parallèles , comme  l’on  a 
veu  X.  10. 

La  fécondé  maniéré  eft  quand  l’angle  qu’une  ba(è 
fait  fiir  un  côté  eft  égal  à l’angle  que  l’autre  ba(é  fait 
fiir  l’autre  côte.  Et  ^ors  on  peut  appeller  ces  balés 
tntipgralkltt , pour  marquer  leur  effet  oppofé  à 

celui 
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celui  des  baies  parallèles.  Ce  font  ces  forces  de  ba- 
, fos  qui  feront prefquc  toutes  les  preuves  dans  tout  ce 
Livre. 


IV.  Lemme. 

Les  biles  parallèles  d’un  même  angle  ne  peu> 
vent  être  difpolëes  que  d’une  feule  manière,  quieft 
d’être  toutes  lëparees  l’une  de  l’autre.  Carc’clHe 
propre  des  parallèles  de  ne  fc  pouvoir  jamais  joindre. 
Mais  les  antiparalleles  peuvent  être  dilpôfc'cs  en  trois 
maniérés  differentes. 


PREMIERE  DISPOSITION  DES  An- 
TIPARALLELES. 

L A première  rellemble  à celle  des  parallèles,  les 
deux  antiparalleles  e'tant  aulC  toutes  lêparëcs , .& 
alors  il  cft  vifible  que  les  cotez  de  cc't  angle  félon  U 
dernierc  bafe  que  nous  appelle- 
rons B , comprennent  les  cotez 
de  ce  Même  angle  félon  la  pre. 
mtere  bafe  que  nous  appellerons 
i : & ainll  de  ces  lignes  ou  co- 
tez les  uns  font  ttmtts  > & les, 
autres  leurs  premières  parties , 
c’eft  à dite  leur  part  ic  la  plus  proche  du  fommet , ( & 
remarquez  que  dans  tout  ce  Livre  ce  fora  toujours 
celle-là  que  nous  entendrons  par  le  nom  de  partie  t 
ou  de'i  ."partie.  ) 

C’eft  pourquoy  nous  appellerons  toujours,  comme 
dans  le  Livre  precedent , les  deux  toutes  T.  T. 

Sc  leurs  parties  p.  p. 

de  forte  que  p de  caraëtere  Romain  fora  toujours 
la  partie  de  T du  même  caratftere  Romain  : Et  p 
de  caraêlere  Italique  fora  toujours  la  partie  de  T de 
caraftere  Italique. 

Or  afin  que  les  bafos  B ic  b foient  antiparalle- 
Içs , il  cft  clair  qu’ii  faut 

Qiic 
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Que  l’angle  que  T première  toute,  fait  iùr  B, 
foit  ^al  à l’angle  que  p partie  de  la  féconde  toute 
fur  h.  Et  que  l’angle  que  T fécondé  toute - 
fait  fur  B,  foit  é^l  à l’angle  que  p partie  de  Ja  pre- 
mière toute  fait  lut 


TI, 


Seconde  disposition  des  Anti- 

PAJRALLELES. 

La  fécondé  cft  quand  elles  fecroifènr.*  Et  alors 
ce  ne  font  pâs  les  deux  toutes  qui  font  les  côtez  au 
regard d une bafè , & les  deux  parties’quilcfontau 
regard  de  l’autre , comme  dans 
la  première  difpofitiou. 

Mais  les  côtez  au  regard  de 
ehaque  bafè  font  une  toute  & la 
partie  de  l’autre  route.  Et  ainfi 
pour  diftingucr  les  deux  ^fès  , 
nous  appellerons  B celle  qui  fê 
trouve  tcrminc^e  par  l’extremite' 
de  T,  &rautrcA.  ' .■  ** 

-^Or  afin  que  les  biÆs  foient  antiparalleles  dans  cette 
difpofitjon,  il  cft  clair  qu'il  faut  que  les  angles  que 
ks  deux  toutes  font,  l’une  fur  B & l’autrè  fur  J, 
foient  ^gJux  5 & que  ceux  que  les  deux  parties 

aSîn’  ^ . foicntjgaux  ■ 
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■reba(êB,  la  premkre  Z> , le  côte  partagé  T , Sc  (4 
, .pattiép.  ’ - 

Oraiîn  que  Iesba(ès:B&.£  (oient  antiparalleles« 
il  6ut  que  l’anglequcT  feitliirBfbitégalàranglc 
'que  M ftit  (urij  & que  l’anelc  qücMfàit  fur  B, 
!j-(qui  comprend  celui  qu’elle  fit  lùr  h,  ) (bit  égal  à 
i’at^le  que  P fait  fur  i.  -j» 


V.  Le  MME. 

Lorsque  deux  lignes  (è  coupant  font  4 anglés 
-qui  font  deux  à.deux  oppofèz  au  fbmmet,  & pac 
■conlequcnt  égaux  : on  peut  donner  des  bafes  à deux 
de  CCS  angles  oppo(cz  au  fbninKt>  qui  fbient  telles 
que  ces  angles  (oient  feniblablcs',  c’eft  à dire,  que 
les  deux  angles  fur  la  ba(ède  l’un  foient  égaux  aux 
deux  angles  fur  la  ba(è  de  l’autre  chacun  a chacuii. 
M^cela  peut  arriver  en  deux  maniérés;  que  pour 
mieux  faire  entendre,  p & q de  caraéfere  Romain 
marqueront  les  deux  paixics  d’une  même  ligne,  Sc 
b &cqàc  caraéfere  Italique  les  deux  parties  de  l'autre 
ligne.  Jbt  de  plus , comme  chaque  angle  doit  avoFr 
pour  fes  cotez, la  partie  d’une  ligne&  la  partie  d’une 
autre  ligne-;  p & p.  (èront  les  cotez  d’un  angle,  & 
q & ^ ks  cotez  de  l’autre. 

Soit  enfin  appellée  B la  bafe  de  l’angle  qui  a p & p ' 
pour  fes  cotez  ; , celle  de  l’angle  qui  aq  & q pour 

lescôtez.  Cela  étant , voici  les  deux  maniérés  donc 
cesangles  oppofèz  au  fommet  peuvent  ctie  fêml^> 
bics;  f 

La  I ."'«efl  quand  ce  font  les  an-  , 

jglcs  alternes  qui  font  égaux  fut  ^ 

les  deux  bafes.  C’eft  à dure  quand 
ce  font  les  deux  parties  d’utie  me- 
me  ligne,  comme  p & q , qui  ~ 

fout  des  angles  é-gaux  p (ur  B, 

& q-fut  b , & amli  des  deux  autres  ; & alors  il 
.eft  clair  que  ces  Jeux  baies  doivent  être  parallè- 
les. 

La 
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La  1.*  cft  quand  ce  font  les  angles  de  proche  en 
proche  qui  font  c^aux  fur  les  deux 
wfcs } de  forte  que  ce  font  P & ? » 
parties  l’une  d’une  ligne  & l’autre 
de  l’autre , qui  font  les  angles  égaux 
pfur  B , & ^ fur  j & q qui 
font  âulli  les  angles  dgaux  p fur  B , 

& q fur  b. 

Ce  font  encore  ces  bafes  que-  no^s  appellerons 
aktifargUelet , pour  marquer,  leur  efïct  contraire  à 
celui  des  parallèles.  ^ 


VL  Lemmë. 

• # 

Comme  lorfqu’un  angle  a deux  bafo  parallè- 
les, on  peut  & on  doit  confidercr  fes  côtes  félon 
tinc  bafe  dans  un  elpace  parallèle,  & fes  autres  co- 
tez ielon  l’autre  baie  dans  un autreefpace parallèle: 
il  ch  eft  de  même  quand  les  bafes  font  antiparalleles  ; 
avec  cette  différence , 

Que  quand  les  bafts  font  parallèles , une  feule  li- 
gne tirce  par  le  fommet  fait  trois  elpaccs  parallèles: 
le  i,"  compris  entre  le  fommet  & la  derniere  bafe  ; 
le  2.*  entre  le  fommet  & la  i baie  ; le  3 .•  entre  les 
deux  baies. 

Maisquand  elles  font  antiparalleles,  ce  3.*elpace 
n^eut  pas  être  parallèle.  Et  pour  les  deux  au- 
tÊt , on  ne  les  peut  concevoir  qu’en  s’imaginant 
deux  lignes  differentes  tirées  par  le  fommet,  l’une 
parallèle  à B , & l'autre  parallèle  à k Car  B Sc 
è u’e'tapt  pas  parallèles  entr'elles’j  il  cft  vifiblc 
qu’une  lèulc  ligne  ne  peut  pasetre  parallèle  à l’une 
& à l’autre } mais  il  fufHtae  s'imaginer  ces  lignes 
tirées  par  le  fommet , fans  qu’il  foit  nccellâire  de  •> 
les  décrire. 

Et  ainfl  nous  devons  toujours  nous  imaginer 
dans  ces  angles  qui  ont  deux  bafes  antiparalleles 
deux  cfpafes parallèles.  L’un  que  j’appelieray  A, 

cona- 
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compris  entre  le  lommcc  & 

B.  Et  l’aurrc  que  j’appcllcray 
E , compris  entre  le  Ibmmct  „ 

& b.  _ ^ 

£ T de  plus  il  faut  remar- 
.quer  ; 

^ic  dans  la  i difpofition  des 
baies  antiparallelcs  les  deux  tou- 
tes  T & T font  dans  l’efpace  A , 

& les  deux  patries  p & p dans 
l’fpace  E. 

Qu  E dans  la  féconde , qui  elf 
.quand  les  baies  fe  croifenc  , T 
& P ibnt  dans  l'eipacc  A ; & 7* 

& P daits  l'eipace  £. 

Qu  E dans  la  troiiie'me  , qui 
eft  quand  elles  ic  joignent  en  un 
icul  point  d’un  côttf , M iç  trou- 
TC  aans  l’un  & l’autre  efpacc. 

Car  l’espace  A comprend  T Sc 
M i & l’cfpace  E comprend  M 

& p. 

VII.  Lemme. 

I L en  cil  de  meme  quand  les  angles  oppofez  au  x i v, 
fommet  ont  leurs  bafes  antiparallelcs. 

Car  il  ic  faut  imaginer  deux  lignes  tirées  par  le 
(bmmet  commun  , dont  l’une  foit  parallèle  a B 
& l’autre  à i j & ainil  l’on  aura  deux  efpaccs  pa- 
rallèles, l’un  compris  entre  le  iômmet  & 1> , {dans 
lequel  font  p & p , ^ que  nous  appellerons  A.  Et 
l’autre  compris  entre  ce  même  fommet  b,  { dans 
lequel  font  q & ^ > ) que  nous  appellerons  E.  ( 9. 

/■«/-•  ) 

VIII.  Le  MME.  • 

Tout  ce  qu’on  aura  à prouver  dans  ce  Livtc  xT« 
le  fera  par  le  premier  Thcore'nae  du  Livre  precc- 
O dent • 

• f 
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denc , c]ue  je  répéter^  encore  ici , afin  qu’on  l'ait 
pins  preicnc  dans  l’Elprit. 

Si  deux  lignes  ( comme  C & D ] (bac  dans  ua 
eneme  dpacc  parallèle,  com- 
me  cft  l’elpace  A:  T ^ A * 

Et  que  deux  autres  lignes  ^ 
comme  ( c & d ] (bient  dans  un 
autre efpace parallèle , comme  ■ k • ■* 
ritrcfpaccE:  E */  x ^ 

Si  È & c (bnt  également  in- 
clinées} C dans  A,  ScedansEj  &queD  &d(bienc 
auin  également  inclinées  D dans  A & d dans  E : les 
deux  également  inclinées  cntr’clles  (bnt  propoctio* 
Siellcs  aux  deux  qui  le  (but  audl  entr’elles. 

C.C.  D.d.  ti  alttrnândù , C.D.  ::  r.d. 

IX.  Lemme. 

STI.  Pour  ne  fc  point  broiiiller  en  difpolânc  les 
termes  > il  cft  bon  de  s’aftraindre  à donner  toujours 
cour  premier  & deuxième  termes  de  la  Proportion  _ 
les  élément  inclinées  dans  les  deux  diftercnsefpa- 
ces  parallèles , & de  même  au  regard  du  troifiéme 
& du  quatrième.  Et  pour  premier  & troi(îcme  ter- 
mes, celles  q»i  (bnt  dans  le  même  efpace  parallèle. 
£t  de  même  au  regard  du  deuxième  & du  quatriè- 
me. Sauf  à les  di^fer  apres  autrement , ^lter~ 
tunio. 


I.  PROPOSITION  FONDA- 
MENTALE 


DES  RECIPR'oc^UES. 

xfii.  Lors qu’u n même  angle  à deux  baies  antipa- 

rMlelcs  , une  toute  & (à  partie  font  réciproques  à 
l’autre  toute  & à (à  partie.  C’eft  à dire  que 
T./.  ::  T.p.  ou  T. T.  p-P- 

PRE- 
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PREMIERE  PREUVE 
DANS  LA  PREMIERE 
DISPOSITION  DES  AnTI- 
PARALLELES.  ' 

Dans  cette  difpodtion  les  deux  toutes  T & 2* 
font  dans  l’cfpace  A , & lesdeux 
parties  p & p font  dans  l’efpace  E. 

(par  II. S.)  P 

Or  (par  5.  fup.)  T &pfontd- 
galemcnt  inclinées  , T dans  A , T 
&^dansE.  De  même  aufli  2'& 

P Ibnt  e'galement  inclinées  > T 
dans  A,  &pdansE. 

Donc  { par  r 5./«p.  ) T.  p.  : : r.  p. 

Or  T & là  partie  P font  les  extremes  de  la  Propor- 
tion > dont  T & P fa  partie  font  les  moyens.  _ 

Donc  une  toute  & là  partie  font  réciproques  i 
l’autre  toute  & à (à  partie. 

SECONDE  PREUVE 
- DANS  LA  SECONDÉ 
disposition  DES  Anti- 
PARALLÉLES. 

Dans  cette  2.' difpofition  T & p (partie  de 
l’autre  toute)  font  dans  l’elpace 
A ; & T & p dans  l’elpace  E.  ( par 
ll.fHp.  ) 

Or  ( par  6./«p.  ) T & r fon ega- 
lement inclinées,  T dans  A,  &T* 
dansE.  Et  de  mêmep&pe'gale- 
ment  inclinées  , p dans  A & p 
dansE. 

Donc  ( par  1 5 ./*p.  ) T.  T.  : : p.  p. 

O 2 Je 
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je  icfcivc  la  3.«  dilpolition  pour  un  Corollaire  â 
part 

Corollaire. 

Q^qand  un  angle  a deux  bafes  amiparaUcics 
dans  la  3 .*  difpofinon  , qui  cft 
quand  elles  fe  joignent  en  un  fcul 
point  d'un  côte  î ce  côté  elt 
moyen  proponionel  entre  l’autre 
côte  cntiol^  & (à  partie;  c’eft  à di- 
re que 

T.M.  ::  M.p. 

Car  ( par  1 3 . yâp.  ) dans  cette 
di^olîtion  M eft  dans  run&  l’autre  efpace  ; parce 
que  T Ac  M {ont  daus  rcfpacc  A > & M &p  dans 
l’cfpacc  E. 

Or  ( par  7./5»p.  ) Tic  M font  également  inclinées, 
T dans  l'cfpace  A > & M daus  l'efpace  £. 

Et  M & P font  egalement  inclinées , M daus  l’et 
paceA,  & P dans  l'clpace  E. 

Donc  ( par  1 5 .fuf.  ) T.  M.  : : M.p. 

II.  PROPOSITION  FONDA- 
MENTALE 
Des  Reciproq^ues. 

Qu  AND  deux  lignes  fc  courant  font  deux  an- 
gles oppofez  au  fommet  qui  ontoes  bafes  antiparal. 
Ides , les  parties  de  l’une  de  ces  lignes  qui  (e  cou- 

{>ent  en  ce  lommet  Ibnt  réciproques  aux  parties  de 
'autre.  [Vtye^lafiguredHÎf.ç.) 

Car  ( par  i j p & p font  dans  l’efpace  A , Sc 
q & ^ font  dans  l’clpace  E. 

Or  (par  9.  ) p & f font  également  inclinées , 

P dans  À,  icfdansE. 

Et  P & q également  inclinées , p dans  A & q 
4ansE. 

' Donc 
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Donc  (pan  5. ) 

p.q.  ::  p.(\.  • ^ 

Orp&  q font  les  parties  de  la  meme  .ligne:  & ^ 
& q font  les  parties  de  l’autre  ligne. 

Donc  les  parties  d’une  ligne  font  réciproques  aur 
parties  de  l’autre. 


C OROLLAIRE. 

• * 

S 1 une  de  ces  lignes  qui  en  Ce  coupant  font  des  x * * 
angles  oppofez  au  lommet,  qui  ont  des  bafesanti- 
parallèles,  cft  divifc'e  par  la  moitié:  une  feuledc 
ces  moitiez  eft  moyenne  proportipncllc  entre  les 
part  ies  de  l’autre  ligne. 

Cela  eft  clair,  puifquc  c’eft  la  même  ebofo  <Ie 
donner  pour  les  moyens  de  cette  Proportion  les 
deux  moitiez  de  la  même  ligne , ou- une  (cuie  moitié 
prife  deux  fois. 


PLAN  GENERAL 

DE  CE  QUE  L’ON  PRETEND 

* 

MONTRER  DANS  LA  SUI-  ' 

TE  DE  CE  LIVRE. 

Vous  avons  déjà  dit  que  les  extrmts  d'ttnCPro- 
fortion  compare-:^  aux  moyens  s'appellent  rccipio> 
ques  : c>*  qu'ainfi il  y en  a dans  toute  Proportion. 

Mais  te  que  l’on  prétend  principalement  faire  dans 
ce  Livre  , efl  de  montrer  comment  deux  lignes  droites 
qui  fe  rapportent  h une  même  , ( ou  parce  qu  elles  en 
pnt  les  deux  parties,  ou  parce  que  l'une  eflla  tou- 
te , l'autre  une  partie  de  cette  toute , ) font  réci- 
proques h deux  autres  lignes,  qui  fe  rapportent  dé 
la  même  forte  h une  même  ligne  , ou  quelquefois  mê- 
me à une  feule  qui  étant  répétée  deux  fois  J era  ou  les 
deux  extremes  ou  les  deux  moyens  de  la  Proportion.  ■' 
...  < O 5 ' If 
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il  faut  pour  ctU  que  les  deux  ligues  à chacune  dej. 
quelles  deux  fe  rapportent , que  par  cette  raijo» 

€Ht  peut  appeller  les  principales  , qyeut  un  point 
commun  -,  ce  qui  peut  être  en  deux  maniérés  : O» 
farce  quelles  fe  croifent  cf  ft  coupent  effeSivt- 
menten  un  point,  ç;»  y font  des  angles  oppofe\an 
fommet  ; alors  ce  point  s'appellera  pour  cette  rai- 
fon  point  de  lèdion  : (Voyeziafig.  duN.9.fup.) 
Ou  parce  quelles  Je  terminent  h un  même  point  et* 
y font  un  angle  feulement  fans  paffer  plus  outre } 
€>'  alors  ce  point  commun  s'apppellera  terminant. 
( Voyez  les  trois  dernières  figures.  Sup.  ) 

^and  le  point  commun  eft  de  feélion , chaquf 
ligne  étant  coupée  en  deux , ce  font  les  deux  parties 
d une  même  ligne  qui  doivent  être  réciproques  aux 
deux  parties  de  l'autre.  Et  alors  ce  point  commun 
aux  deux  principales  l'efl  aujp aux  ^lignes:  quoy 
que  ce  ne  foit  qu’au  regard  ms  prineipales  qu’il fois 
point  de  (t&\on  : car  les  parties  ne  s'y  coupent  pas, 
mais  y aboutiffent. 

Mais  quand  le  point  efi  terminant  au  regard  des 
principales  : parce  que  cela  feul  ne  donneroit  que 
deux  lignes,  cr  qu’il  en  faut  ^ , ou  au  moins  5 , il 
tft  neceffaire  que  ces  lignes  principales  qui  font  ter- 
minées par  ce  point  commun  , foient  encore  toutes 
deux  coupées  en  quelque  autre  endroit , {ou  au  moins 
l'une , ) afin  que  cela  puijfe  faire  4 lignes , ou  au 
moins  Et  alors  ce  font  les  deux  toutes,  cp*  la 
la  partie  de  chacune  vers  le  point  commun , qui  font 
les 4 lignes:  cs^il  faut  que  ce  fait  chaque  toute cf 
fa  partie  vers  le  point  commun  qui  foient  réciproques 
à l'autre  toute  cf  h fa  premierejartie. 

Sjçand  le  point  ef  drfedhon,  les  deux  principales 
fe  coupant  font  4 angles  dans  ce  point  de  feâion  -,  mais 
il  fuffit  d' en  conf'derer  deux  oppofer^  au  fommet.  Et 
iljaut  alors  que  ces  deux  .Angles  qui  font  égaux  ayent 
leurs  hafes  antiparalleles , félon  ce  qui  vient  d’être 
dit  N,  9.  • 
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Mais  quand  le  point  efl  terminant,  t’t(l  lemè‘  , 
we  angle  qui  doit  avoir  deux  bafes  antiparalleles , 
Cf  l’une  des  trois  maniérés  qM  ont  été  repie fentiee 
S.  i8.  19.  20. 

il  nefl  donc  queflion  que  de  chercher  les  voytf 
generales  pour  trouver  ces  bafes  antiparalleles. 

Or  voici  ce  qui  m'eft  venu  en  penpe  fitr  cela  : 

J’ai  reconnu  qu'il  »[>  a point  de  voye  generale 
four  couper  tout  d'un  coup  les  d'un  angle  , 
ou  les  câte%  de  deux  angles  oppofe\  au  fommet  , 
par  des  bafes  antiparalleles  1 qu'en  y employant  la 
circonférence  d un  Cercle -,  c'eji  pourquoi  on  ne  peut 
trouver  fans  cela  la  moyenne  proportioneüe  entre 
deux  lignes  données.  . . 

, fat  inféré  de  là  qu'il  fattoit  que  le  point  com- 
mun dont  nous  venons  de  parler,  fait  qu'il  fois  de 
{èdlion , ou  tcrmir.ant  , ait  rapport  h la  circonfé- 
rence d’un  Cercle.  C'efi  à dire  qu'H  faut  qu'il 
foit 

. r I.  "Dans  le  Cercle. 

Ou  ^ X.  Hors  le  Cercle. 

d 3.  Bans  la  circonférence  du  Cercle. 

Quand  le  point  commun  eft  au  dedans  du  Cercle^ 
c ejl  toujours  un  point  de  feUiou , ce  font  deu» 

' angles  oppofer  au  fommet  qui  ont  leurs  bafes  anti- 
paralleles. ( Voyez  la  fig.duN.  27.  ci  apres.  ) Car 
il  faut  que  les  4 'lignes  dont  deux  font  reciproquer 
aux  deux  autres , fuient  les  deux  parties  de  chacu* 
ne  des  principales  qui  fe  coupent  en  un  point  quel- 
eonque  au  dedans  du  Cercle , &•  qui  fe  terminent 
de  part  «y*  d qutre  à 4 points  different  de  la  circon-r 
ference. 

Qjtand  le  point  commun  efl  hors  le  Cercle  « c'eji' 
toüjourt  un  point  terminant.  { Voyez  les  fig.  des 
N.  ci  apres.  ) Car  ce  font  deux  tou- 

tes, qui  partant  de  ce  point  qui  ejl  hors  le  Cercle 
equpent  chacune  la  circonférence  du  Cercle  en  un 
point  de  fa  convexité,  <y*  fe  terminent  à un  autre 
O 4 point 
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foint  de  fa  cencaviié  ; alors  ce  font  cha<jue  tou- 
te (y  fa  partie  hors  le  Cercle  tjui  font  réciproques 
k l'autre  toute  cp'  9 fa  partie  qui  efl  aujp  hors  le 
Cercle.  Mais  il  peut  arriver  que  l'une  de  ces  ligner 
ite  faifant  que  toucher  le  Cercle  fans  pa(fer  plut 
outre  , le  point  auquel  elle  aboutira  tenant  lieu  de 
toHvexiié  CP'  de  concavité  , elle  fera  toute  feule 
réciproque  à l’autre  toute  cs‘  k fa  partit  , c'e(l  à 
dire  qu  elle  fera  mojenne  proportionelle  entre  cette 
toute  tp*  ft  partie. 

Mais  quand  le  point  commun  e(i  dans  lu  circon- 
férence même  du  Cercle , on  a befoin  , pour  avoir 
des  réciproques , d une  ligne  droite  indefinie , outre 
la  circulaire  , qui  coupe  perpendiculairement  ceUr 
*qui  peut  être  vienée  ind'efinimént  du  point  commun 
en  paffant  par  le  centre.  Et  alors  cette  ligne  indc- 
fimc  ou  coupe  le  Cercle  , ( comme  dans  les  fig.  deÿ 
N.  40j  41,  4z,  4^,  & 44.  ciapres,)  ouletouche^ 
(comme  dans  les  fig.  des  N.  46,  & 47,  ciapres,) 
eu  eft  au  deffous  , ou  efl  au' deffus.  J^appelle  au 
dertous  , celle  qui  efl  telle , que  le  Cercle  efl  entre 
teste  ligne  cp*  te  point  commun , ( comme  dans  la 
fig.du  N.  48  , ci  apres  ; ) f appelle m dcfl'us , celte  que 
efl  à ioppofite,  (comme  dans  la  fig.  du  N.  49- ci 
apres.  ) 

Dans  les  trois  premiers  cas , le  j>oint  commun  efl 
toujours  un  peint  Terminant , c»*  chacune  des  deux 
lignes  qui  en  partent , ou  coupe  leCercle  cp'  efl  ter^ 
minée  par  l'indefinie , ('comme  dans  les  fig.des  N.  > 
41,  46  &•  48  ci  apres  •;  ) ou  coupeV indéfinie  efl 

terminée  par  le  Cercle , { comme  dans  la  fig.  du  N. 
40.  ci  apres  ; ) ou  l’une  coupe  lè  Cercle  tp<  efl  termi- 
née par  l'indefinie  i e>*  l'autre  coupe  l’indefinie  CP* 
«fl  terminée  par  le  Cercle,  ( comme  dans  la  fig.  du 
N,  41 , ci  apres.'  ) Et  alors  chaque  toute  fa  par- 
tie font  réciproques  i l’autre  toute  h fa  partie. 
Mais  il  fl  en’ peut  avoir  une  qui  fe  terminera  i'  un 
point  commun  à la  emonfertnee  ct*  k l’ indéfinie , - 
' , (comme 
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( comme  dans  les  fig.  des  N.  43  & 44,  ci  après;)  (y 
alors  eUe  fera  moyenne  ^oportione&e  entre  l’autre 
toute  (y  fa  partie. 

Mais  dans  le  4.'  cas  > f'e/2  à dite  truand  l'inde^ 
finie  ejî  au  deffus  du  point  commun , (Voyez  la  hg. 
du  N.  49,  CI  apres:)  ce  point  commun  ne  peut  être 
qu  un  point  de  feftion.  Car  toutes  les  fois  que  des 
Ihnes  fe  couperont  dans  ce  point  cf  fe  termineront' 
a une  part  à'  la  circonférence , ^ de  l'autre  h l’in- 
definic , les  parties  de  l't.ne  font  reciproaues  à ceL 
les  de  l’autre. 

Il  faut  relire  tout  le  Livre  IX,  Car  c'ejl  fur 
ce  qui  y e(l  dit  que  fout  fondées  les  demonfirations 
de  celui-ci. 

DEUX  AVIS  DE  LOGIQ^UE. 

i 

Quand  on  a à prouver  qu’un  angle  ayaqt  deux 
hafes , les  angles  fur  une  font  égaux  aux  angles  fur 
l'autre  chacun  h chacun,  on  eft  affuri  que  cela  e(l , 
quand  on  a prouvé  que  l un  des  angles  Jur  une  lafe 
eft  égal  à l’un  des  angles  fur  l’autre  , parce  qu  il 
s'enfuit  de  là  neceffairement  que  l’autre  eft  égal 
aujft  à l'autre. 

Cette  preuve  eft  convainquante , cy  on  s'en  doit 
P^fier  quand  on  ne  peut  mieux.  Mais  il  faut  avouer 
qu  elle  n'eft  pas  fi  bonne  ey  ne  fait  pas  fi  lien  en- 
trer dans  la  nature  des  chofes  , que  celle  qui  mon- 
tre pofitivement  que  l'un  cy  l'autre  angle  d unr 
lafe  eft  égal  ^ l’un  ey  l'autre  angle  de  l'autre.  Et 
c tft  pourquoi  je  ne  me  contenteray  point  de  la  pre- 
tniere  forte  de  preuve,  ey  Je  me  feniray  toùjoursr 
de  cette  demiere. 
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2. 

Sjtand  en  a h prouver  de  plupeurs  binaires  de 
lignes,  qu  ils  font  réciproques  les  uns  aux  autres 
on  en  efl  ajjeuré  quand  on  peut  montrer  qu'ils  font 
tous  réciproques  h un  même  binaire  , ou  qu'ils  ont 
tous  U même  moyenne  proportioneUe. 

Mais  quoique  cela  fait  convainquant , l’Efpritne 
reçoit  pas  la  même  clarti  <p*  ne  demeure  pas  fi  fa» 
tisfait , que  fi  on  montreit  immédiatement  de  cha- 
que binaire  qu'il  efi  réciproque  à chaque  autre. 

Et  ainfi,  quoi  qu'il  me  fût  facile  a employer  U 
première  vqye , je  me  fuis  refolu  de  n'employer  que 
cette  derniere  , comme  plus  parfaite  plus  lumi» 
tteufe,  pour  parler  ainfi-,  <s>*  peut  être  qu'on  trou- 
vera que  ces  deux  exemples  font  remarquables , pour 
faire  voir  la  différence  qu'il  y a entre 
l’ffprit  en  le  mettant  hors  d’itat  de  pouvoir  dou- 
ter qu'une  chofe  Joit:  vo'lefatisfaire  pleinement  en 
lui  donnant  toute  la  clarté  qu'il  peut  rdifonnable» 
ment  defirer.  _ 

Reprenons  maintenant  la  iivîfion  propofée  ^ 
qui  eji  que  le  point  commun  aux  lignes  réci- 
proques par  la  feHion  du  Cercle  , efi  neceffaire- 
ment 

1.  Ou  dans  le  Cercle. 

2.  Ou  hors  le  Cercle. 

3 . Ou  dans  la  circonférence  du  Cerclp 
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S E C T I 0 N 11^. 

Première  voje  generale  pour  tro^^é?  des 
Eeciproijues  , i^uand  le  point  com- 
mun ejl  au  dedans  du  Cercle. 

C ET  T B voie  eft  pour  trouver  que  les  parties  xxTlr 
d'une  ligne  (ont  réciproques  aux  parties  d’une  autre 
ligne , ou  à une  ligne  quand  elle  c(t  moyenne  pro- 
portionelle.  Et  ainlî  elle  elt  toute  appuyée  fur  I» 

1.'  Propofition  fondamentale  & fou  Corollaire 
( XI.& ii.yjip.  ) qui  efl:  dès  angles oppofez au fom- 
|ncc  qui  ont  leurs  baies  antipaialleles. 

I.  Theoréme, 

“ S I deux  cordes  £è  coupent  dans  le  Cercle  > les  par-  xxr  Wr 
tie^del’uae  (ont  teciptoques  aux  parties  de  l’autre. 

Soient  les  cordes  c f 8c  d g qui  (ê  coupent  en /fer 
Soient  tirées  les  bafes  à deux 
angles  oppofez  c g,  df.  Je 
dis  qu’elles  Ibnc  antipaialle- 
les. 

Car  (parIX.io.  ) les  an- 
gles vers  g 8c  vers  / font  é- 
gaux,  psu:ce  qu’ils  fontap. 
puyez  mr  le  même  arc  cd-. 

Et  pat  la  même  raifon  les 
angles  vers  c & vers  d font  égaux  aulfi,  étant  ap«- 
ÿuyez  for  le  même  arc^/. 

■ Donc  les  bafes  c g 8c  d f font  antiparallcles.- 
i9.fap.) 

Donc  pat  la  i.«  Propofition  fondamentale- 

\ii.fup.) 

kf.  kg  ::  kd.kci 
P i-  -•  P-^- 

O tf 
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II.  Theoréme,; 

ÇO^OLLAIRE  DU  PrEMIER. 

xTlii.  S lune  des  lignes  cft  couple  par  la  moitié,  unede- 
ces  moiticz  eu  moyenuc  propbrtionellc  entre  les- 
deux  parties  de  l'autre. 

,Ceft  le  Corollaire  même  de  la  x.*  Eropofidon 
' feudamcntalc.. 


Corollaire.. 

XXIX  d’un  point  quelconque  d’un  diamètre  on  elé- 

ve  une  pcrdcndiculairc  jufques  à la  circonférence , 
cette  perpendiculaire  fera  moyenne  proportionnelle 
' entre  les  deux  parties  dn  diamètre. 

Car  il  ert  clair  que  cette  perpendiculaire  eft  li 
moitié  de  la  corde  qui  couperoit  le  diamètre  perpen- 
diculairement par  cepoinr.  Donc,  parlcThcoré- 
jpc  precedent , elle  doit  être  moyenne  propottio- 
ncUc  entre  les  parties  du  diamètre.- 


SECTION  tlL 

Seconde  voie  generale  pour  trouver  des  R$^ 
ciproques , quand  le  point  commun 
e fi  hors  le  Cercle. 

XXI.  Quand  le  point  commun  eft  hors  le  Cercle, 
les  coÂz  de  l’angle  qui  a ce  point  pour  Ibmmetpcu- 
Tent  être  coupez  chacun  deux  fok  pat  la  circonféren- 
ce du  Cercle  ; une  fois  par  la  convexité  en  entrant 
dans  le  Cercle , & une  fois  par  b concavité , où  on 
les  luppofe  terminées  ; ficcn’cftquequcle  point  de 
l’attouchement  tenant  lien  tout  Icul  delaconvcxi- 
tc&  de  la  concavité,  un  des  cotez  peut  n’etre  rcr- 
miusqu’à  ce  point.  £t  alors  il  fera  tangente  du  Cer- 
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tle,  & les  lieux  bafcs  aiuiparalldcs  n’auront  i^uc 
trois points cfijFerens.  C’cfrcetju’ou  verra  dansles 
deux  Theoremes  lùivans. 

III.  Theoréme. 

L O R s Qjj  £ d’un  poi  nt  hors  le  Cercle  on  tire  des  x z z T» 
lignes  qui  œupent  le  Cercle  en  . 
faconvcxîté,  &(bnt  terminées 
en  ù.  concavité  : chaque  tome 
& fa  partie  hors  le  Cercle , font 
réciproques  à chaque  autre 
toute  & à fa  partie  hors  le  Cer- 
cle. 

Soient  tirées  kf  » qui  coupe 
la  circonférence  en  c ; & /t  ^ qui  ‘ / 
la  coupe  en  d.  Je  dis  que  les  ba*  ' 
les/^& f dfonsantiparallcles., 

Car  f parIX.  15.]  l’angle  il c da pour mclùre la 
moitié  des  deux  arcs  cd,  èctf,  Ox  nmitre  tkrtia 
deux  arcs  c d & e / efi:  aufli  lamefure  de  l’angle  kgf. 

( par  IX.  1 7.  ) Donc  les  angles  kcd  Sc  kgf  font 
égaux. 

On  prouvera  delà  meme  forte  l’égalité'  des  angles 
kdt&ckfg. 

Donc  les bafos/^& c d font  antiparallelcs.( 5 .fup. }. 

Donc  il/,  kd.  : : kg.  kc. 

T.p.  ::  T.  p. 

O N peut  au  iii  prouver  ce  Theore'mc  en  croilànt  les 
bafcs  > en  montrant  que  les  ba- 
ùsfdScgc  font  antiparallcles. 

Car  les  angles  vcrs/&vcrsg 
fontc'gaux,  étant  appuyez  for  le 
meme  arc  c d. 

Et  pour  les  angles  k c g & 
tdf,  ils  fout  égaux;  parce 
que  li  on  les  examine , on  trou- 
raqu’tls  ont  chacun  pour  mefu- 

O 7 
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rc  la  moicic  des  trois  arcs/c  > c d , d g.  (IXè- 

*5-  ) 

Donc  les  bafes  f d 8c  g c font  antiparalle- 
Ics. 

Donc  k/.  kg  ::  kd.  ke*. 

T.  T.  ::  /.p. 

IV.  THEO:a£MÉ, 

Corollaire, DU  TROisiÉMB.^  / 

X I X 1 1 1.  Si  l’une  de  ces  lignes  tirées  d’un  point  hors  I» 
Cercle  eft  une  tangente»  ' ‘ “ ‘ 

cette  tangente  eft  moyenne 
proportionclle  entre  cha- 
que toute.  & fa  partie  hors 
le  Cercle. 

Soit  tirée  k f qui  coupé 
le  Cercle  en  c > & la  -tan- 
gente k E ; je  dis' que  les  . 

&LCS  f E Oc  t E (bnr  anti- 
patalleles.  Car  ( par  IX. 

17.) ,J’angle  kfE-,z pour 
mefùre  la  moitié  de  l’arc 
ÿ E > qui  eft  audî  la  mefu- 
re  de  l’angle  k E c [ par 
IX.  12.  ) 

Et  l’angle  kEf,  (par  IX.  1 2.  ) a pour  mefùre 
la  moitié  des  deux  arcs  £ c & c f,  qui  eft  aulli  la 
mefuie  de  l’angle  itc  £,  par'IX.  1 5. 

Donc  les  baies  f E 8c  E e font  antiparallc- 
lés. 

Donc,  pario.yip. 

k f.  k E.  ::  k E.  k C, 

T.M.  : ; M.  p, 

i 
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avertissement. 

1/  nj!  a rien  jufqu' ici  qui  ne  foit  dans  toutes  les  xxxiy^ 
Ceometries  : fi  te  n'efi  qu'il  efi  prouvé  d'une  ma- 
niéré nouvelle. 

Mais  on  le  pourvoit  encore  faire  comprendre  d'une 
maniéré  plus  naturelle  çn  plut  fimple  fans  eonfide- 
rer  aucuns  angles,  faifant  feulement  attention  h la 
nature  du  Cercle  : ce  qui  fera  voir  aujfî  pourquoi 
on  a befoin  d'un  Cercle  pour  couper  des  lignes  Re- 
tiproquement. 

Soit  que  le  point  commun  foit  au  dedans  du  Cer- 
cle , ou  au  dehors  , on  peut  confiderer  entre  toutes 
les  lignes  qui  fe  coupent  dans  ce  point  ou  qui  par- 
tent de  ce  point , celle  qui  pajfe  par  le  centre  que 
nous  appellerons  la  centriquc  , ey  les  autres  ex- 
centriques. 

^and  le  point  efl au  dedans  du  Cercle,  la cerim 
trique  efi  un  atametre  , par  conjequent  ta  plut  — 

grande  ligne  qui  puijfe  paffir  par  le  point  commun 
que  nous  fiuppofons  n'être  pas  h centre  , mais  c'e^ 
aujfila  plias  inégalement  partagie.Car  comme  il  parole 
par  ni.  25.  /<t  plus  petite  partie  d'une exceiinique 
auelconque,  eft  plus  grande  que  la  tins  petite  partie  de 
la  centrique;  ta  plus  grande  par- 

tie de  /’cxccmrique  efl  plus  petite  que  la  grande 
partie  de  /rf  centriquc.  £t  l'uniformité  de  la  ligne 
circulaire  fait  que  cette  compenfation  efl  fi  jufle , 
qu'il  ne  faut  pas  s'étonner  (i  les  deux  parties  de  Ut 
centrique  font  réciproques  aux  deux  parties  de  tou- 
te excentrique , c’efl  h dire  fi  la  petite  partie  de  Ut 
» centrique  ejl  h la  plus  petite  partie  de  ['excentrique , 
tomme  la  plus  grande  de  l'excentrique  efl  à la  plus 

{rande  de  la  centrique.  D'oh  il  s'enfuit  Mjjt  que 
es  deux  parties  d'une  excentrique  quelconque  doi- 
vent être  réciproques  aux  deux  parties  de  toute  au. 

$re  excentrique. 

■U 
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Jl  en  tji  de  mime  quand  le  point  efi  hors  le  Cer- 
île.  Car  la  centrtqtie  eflaujji  la  plus  longue  de  tou- 
tes, ( VII.  2 5.  ) er  fa  partie  qui  e[l  hors  le  Cercle 
efi  au  contraire  plus  courte , que  la  partie  Je  toute 
etutre  qui  efi  aujft  hors  le  Cerclé.  Ce  qui  ftifant 
une  tompenfation  jufie  à caufe  de  l'uniformité  du 
Cercle  , on  juge  aifément  que  la  centrique  <j>*  fa 
partie  hors  le  Cercle  doivent  être  reciproqueshtou- 
te  excentrique  fsr  fa  partie  hors  le  Cercle-,  en  qu’il 
en  efi  de  même  des  excentriques  (emparées  les  unes 
aux  autres  ; crües  qui  approchent  le  plus  de  U cen- 
trique étant  toùjours  les  plus  longues  , ©•  ayant’ 
toujours  auffi  leurs  parties  de  dehors  plus  couse-  . 
tes. 


SECTION  IV- 

Troijiéme  voie  generale  pour'  trouver  def 
~ Kectproejiies  , quand  lë  potnf  com- 
mun dans  la  circonférence 
du  Cercle- 

XXXV.  7?  fro»  pat  que  ce  que  l'on  va  dire  fe  trouver 
nùUe  part. 

Kohs  avons  déjà  remarqué  ( 23.  fup.  J que  cetn 
derniere  voie  generale  Je  pouvoit  divifer  en  deux 
maniérés  : Dans  l’une  defquelles  le  point  commu» 
étoit  rcrminan^,  çp-  dans  l autre  de  feftion. 

j^’x7  lerminant , quand  la  ligne  droite  in^ 
definie,  dont  nous  allons  parler , ou  coupoit  le  Cer- 
cle , ou  le  toucheif , tu  étoit  au  deffous,  du  Cer- 
dft- 

Et  qu'il  étoit  de  fèftion,  c'efl  h dire  que  les  deux 
lignes  principales  s'y  coupaient  , quand  cet  te  ligne 
indefinie  étoit  au  dejfus  du  Cercle,  il  faut  dont 
traiter  feparément  ees  deux  maniérés. 
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PREMIERE  MANIERE  DE  LA 
IIL  VOIE  GENERALE  : 

OmyiÀ  l'indejîttie  ceupe  , eu  touche  , eu 
ejt  au  dejfous  du  Cercle, 

Une  feule  Vropoption  eemprendra  U mautert  de 
trouver  une  infinité  deKeâproques.  Et  il  efl  peut- 
être  difficile  de  s imapjner  rien  de  plut  general 
fur  U proportion  des  lignes  par  la  Ceomttrit  or- 
dinaire. 

PROPOSITION  GENERALE. 

Si  d'un  point  dans  h circonférence  on  tire  une  x z xvi. 
ligne  indéfiniment  par  le  centre,  & qu’on  en  tire 
une  autre  indéfinie  que  j’appclleray  jy  , qui  coupe 
perpendiculairement  celle  qui  paflc  par  le  centre 
eu  quelle  endroit  qu’elle  la  coupe , (bit  en  cou- 
pant auflî  le  Cercle , foit  en  le  touchant,  foie  tout 
à fait  hors  le  Cercle  & au  deflbus  : toutes  les  li- 
gnes tirces  du  point  dans  la  circonférence  qui  fe- 
rout  ou  coupées  par  ^ & termine'es  par  la  cir- 

cOB&tence:  ou  coupdes  par  la  circonférence  & ter- 
nmWes  pfir  j:  feront  telles.'^,  que  chaque  toute  & 
fi  partie  vers  le  point  commun  feront  réciproques 
à chaque  autre  tf?ute  & à fa  partie  } & chaque 
toute  & fa  partie  auront  pour  moyenne  proportio- 
nelle  celle  qui  fera  termincc  à un  point  commua 
à J & à la  circonfcrcncc.  . ' - - ‘ 

Cette  propofition  eft  fi  v^e  & comprend  xxxyir, ^ 
tantde  cas  ciu’onm’en  fçauroit  bien  voir  laveritd, 
qu'en  la  connderant  dans  ces  cas  particuliers  qui  font 
trois  principaux. 

Le  i-'^Quandlaligneycoupele  Cercle. 

Le  X.*  Quand  elle  le  touche. 
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Le  3 Quand  elle  eft  couc  à fait  hors  le  Cercle , Sc 
au  delTous. 

Ccft  ce  que  nous  traiterons  pat  diyers  Theord- 
mes. 

Premier  Cas. 

Le  i/f  Cas  eft  quand ^ coupe  le  Cercle.  Et 
alors  il  n’cft  point  neccflaire  de  dire  cjue  cette  ligne 
doit  être  perpendiculaire  à celle  qui  étant  tirée  dit 
point  K pafle  par  le  centre  : car  il  fuffit  de  dire , { cc 
qui  eft  la  même  chofe , ) qu’elle  doit  couper  le  Cer. 
de  en  deux  points,  que  j’appcUcray  E & E,  qui 
foient  également  diftans  de  K.  Cela  e'tant  vrai» 
voici  le  i.'f  Theordme  : 

V.  Theoréme,  ‘ 

s I la  lignc^j)  coupe  le  Cercle  en  deux  points  e'gafe- 
ment  diltans  de  K , toutes  les  tiréesdu  point  K qui 
feront  ou  coupées  par jr,  & terminées  par  Iacircon> 
fèrencc;  ou  coupées  par  la  circonférence , & termi- 
nées par  y : feront  telles  que  chaque  toute  & fà  par- 
tie vers  K feront  réciproques  à chaque  autre  toute  Sc 
àfà  partie  vers  K. 

On  peut  faire  fur  cela  trois  comparaifbns  t 

Lai."  De  deux  lignes  qui  font  toutes  deux  cou- 
^pées  par  J,  & terminées  pat  la  circonférence. 

La  a.*  De  deux  lignes  qui  font  toutes  deux  coupées 
par  la  circonférence , & terminées  par  jr; 

La  3. 'De  deux  lignés,  dont  l’une  eft  coupée  par 
j>,  & terminée  par  la  circonférence;  & l’autre  cou- 
pée pat  la  circonférence , & terminée  par  y. 

PREMIERE  Comparaison. 

Soient  tirées  Kf,  qui  coupe  y enc;  & 
qui  la  coupeen  d:  je  dis  quetesbaCes/g& cdfonc 
antiparalleles.  Donc  tour  le  refte  s’enfuit  , par 
lai.'*  Propofitiou  foiidamenulc , fup.  17. 


, cora- 
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Car  ( par  IX.  41.)  l’anglcK  f £ > a pour  mcfurc  la 
moitié  de  farc  K £ 
plus  la  moitié  de  l’arc 
& l’arc  K fêtant 
égal  à l’are  K E , cette 
mefurc  cft,  égale  à la 
moitié  des  deux  arcs 
K E & E /.  Or  la 
moitié  des  deux  arcs 

K E & E/  cft  la  mefurc  _ 

deraneleinfcritKg/", 

parce  (Jic  l’arc  K E/,  fur  lequel  il  eft  appuyé , 
prend  ces  deux- là.  ^ i 

Donc  l’angle  K cf  ( ou  K e d ) eft  égal  a 1 angle 
Kg/.  On  prouvera  la  même  chofe des anglesK oc 
& K.  /g.  Donc  CCS  deux  baies  font  antiparallcles. 

Donc  ( par  la  i.«  Propofition  fond.  Jup.  17.  ) ‘f 
toute  d’une  part  & (à  partie  • font  réciproques  a 
l’autre  toute  & à'ià  partie.  Ce  qu’il  falloit  démon- 
trer. 

K/  "•  K?-  Kc. 

T.p.  ::  T.p. 

Seconde  Comparaison. 

s O I E N T tirées  K / qui  coupe  b circonférence 
en  e , & TC  g qui  la  coupe 
en  d j je  dis  que  les  baies  K 

f g &c  e d font  antiparallc' 
les. 

Car  ( par IX.  45.)  l’angle  ^ 

K /g  a pour  mefurc  la  moi-  ^ ® 

dé  de  l’are  Kr,  qui  eftaulH  ^ 
la  mefurc  de  l’angle  inferit  ■'  . 

Kde.  Donc  les  angles -K  / g & 
égaux. 

On  prouvera  de  la  même  forte  que  les  angles  K g/ 
ScKcdfontégaux. 

Donc 
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Donc  les  bafcs/g  &ccd  l'ont  antiparalleles. 

Donc  K/.  Kd.  ::  Kg.  Kc. 

T.p.  ::  T.p. 

Troisième  Comparaison. 

tiii.  Soient  tirées  K/qui  coupe  la  circonférence  en* 
c>  &Kgquicoupe  ^cn 

Dans  cette  comparaifon  les  baies  fe  croifent.  Car 
il  faut  prendre  pour  les  deux  bafes/d  &g  c. 

Or  pour  prouver  qu’elles  font  antiparalleles  j it 
faut  montrer  que  les  angles 
K/d,  ouYifE}  ScKgc»  fÇ 

font  égaux.  Ce  qui  cft  faci- 
le, puifqu’ileft clair  (parce 
qui  vient  d’être  dit  41.  fup.  ) 
que  l’un  âc  Taurreapour  me- 
£urc  la  moitié  de  l’arc  K f ; & y 
pour  les  deux  autres  K dE&' 

Kcg>  cela  fe  prouve  aulfi  fa- 
cilement ( par  ce  qui  a été  dit  40  fup.  ) de  Tégalité 
entre  les  aqeles  K d/  ( ou  K d E > ) & K cg. 

Donc  les  ualès  fdôcgc  font  antiparalleles. 

Donc  K/  Kd.  ::  Kg  K*.  , ’ 

T.  p.  ::  T.  p. 

VI.  Théorème, 
Corollaire  du  Cinquième, 

Lin.'  La  ligne  tirée  de  K au  point  commun  à la  circon- 
férence & zy  ( c’eft  à dite  K E ou  K £ , ) cft  moyen- 
ne propottionelle  entre  chaque  toute  & fa  partie  > 
foit  qu’elle  foit  coupée  par jy  & «terminée  pat  la  cir- 
conférence, foit  qu’elle  foit  coupée  par  la  circon- 
férence & terminée  par  J. 


PRE- 


« 
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PREMIERE  Comparaison. 

Soit  rir^e  K /"qn!  coupe  y en  c > & K £ > ü uc  Êiac 
que  prouver  que  les  bafes 
fSSicE  font  antiparallclcs. 

Ce  qui  eft  facile. 

Car  les  angles  inferits  KfE 
& K£  c (ou  K£E.)  <onc 
^gaux-,  parce  que  (par  IX. 

17.  ) l'uneft  appuyé  fur  l’arc 
K £ , & l’autre  fur  l’arc  K E > 
qui  font  e'gaux. 

Et  pour  les  angles  K c£  y &K£/*>  leur  égalité  le 
prouve  de  la  meme  forte  que  l’e'galuc  des  angles  Kf  g 
UK,  de  J dans  le  5.*Theoréme,  i.‘*  Comparai- 
fou. 

Donc  ces  bafes  font  antiparallclcs  &dilpofées  ca 
la  5 .•  manière  expliquée  dans  le  4.'  Lemme. 

Donc  K/.  K.£- ::  K£  Kc. 

T.  M.  : : M.  p. 

Seconde  Comparaison. 

Soit  tirée  K /qui  coupe  la  circonfcrcncc  en  f ; xi.it. 
je  dis  que  les  baies  /£  & 
e E font  antiparalleles.  [ç 

Car  les  angles  K / £ & 

K £ c ont  pour  mefure  la 
moitié  de  l’arc  Kc,  Iclon 
cequiaété dit,  5.*  Théo- 
rème , 1.^’  Comparai- 

fon  ; & les  angles  inferits 

KEf  (ou  K£E,)  & Kc£,  font  égaux  auflî, 

.étant  appuyez  fut  les  arcs  égaux  K £ & K 

Dpnc  K/.  K£.  K£.  Kc. 

T.  M.  M.  p. 


-SE-, 


Digitized  by  Google 


3J4  NOUVEAUX  ELEMENS. 

Second  Cas. 

Le  2.»  Cas  de  la  Propofition  generale  (yi^.  37-) 
eft  quand  la  ligne touene  le  Cercle  en  un  point  dia- 
• mctralement  oppofë  à K î ce  qui  compraid  aufli 
deux  Théorèmes. 


VIL  Theorémê. 


Xt  VI. 


Q.U  A N D ^ touche  le  Cercle  en  un  point  diamé- 
tralement oppofd  à K:  toutes  les  lignes  tirées  de  K 
fui  cette  ligne,  (qui  ne  peuvent  pas  nette  point 
coupées  par  le  Cercle , ) font  telles  , que  chaque 
toute  & fa  partie  font  réciproques  à chaque  autre 
toute  & à fa  partie. 

^Si  les  deux  lignes  étoient  tirées  de  deux  diffèrens 
cotez,  il  n’y  auroit  rien  qui  n'cull  déjà  été  prouvé 
4i./j(p.  C’eft  pourquoy  nous  les  propoferons  du 
meme  côté.  Ce  qui  pourra  aufli  fervir  au  cas  fem- 
blabledu  5.*  Théorème. 

Soient  tirées  du  même  côté  K conpéc  par  la 
circonférence  en  c,  & coupée  par  iaeifeonforeu- 

ce  end  J il  faut  prouver  que  les  balcs/^  & c d font 
antiparallcles.  Or  il  y a fur  chacune  un  angle  aigu 
Kp/'(ouK^E,)  &Kcdi  & un  obtus 
Kde. 

Pour  les  aigus,  ils  font  égaux;  parce  qu’ils  ont 
chacun  pour  meflite  la  moitié  de  l’arc  K d.  { par 
IX.  17  & 45.) 

Et  pour  les  obtus , il  eft  aifé  de  prouver  qu’il  font 
égaux , par  leurs  comple- 
mcnscd^&K/E. 

' Car  par  IX.  1 5.  c dg , a 
pour  mcfiirc  la  moitié  des 
deux  arcs  K d&  de. 

Et  par  IX.  45.  K/E,  a 

four  mefiire  la  moitié  de 
arc  Kde,  qui  comprend 
CCS  deux-là. 


Donc 
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Donc  ces  angles  aigus  (ont  e'gaux. 

Donc  les  obtus  Kdeôc.Kfg,  dont  ces  aigus  font 
les  compiemens , (ôncdgauxaulli. 

Donc  les  bafcs  f g Sc  c d (ont  antipatalleles. 

Donc  K/.  K d Kg.  Kc. 

T.  P T.p. 

VIII.  Theorémb, 

Corollaire  du  Sixième^  . 

L E diamètre  tird  du  point  K f & par  coufe-  x L v 1 1, 
quent  tout  autre  ) eft  moyen  propottioncl  entre 
chaque  toute  & (a  partie. 

> Soit  tireeK/'quilôit 
coupée  en  e } les  baies  K 

/E  gc  c E font  antipa- 
lallclcs. 

Car  les  angles  K "Ef, 

&Kc£)  (bndrotts,gc 
par  confèqueiit  égaux. 

Et  les  aigus  K / E i 
& K E c,  ont  chacun 
pour  me(iire  la  moitié 
de  l’arc  K c ( par  IX.  45 , & 17. 

Donc  les  baies  /“E  & c E (ont  antiparallelcs,' 

Donc  K/  KE.  ::  KE.  Kc. 

T.  M.  ::  M.  p. 

Troisième  Cas, 

Le  3 Cas  e(l  quand  la 
ligne  y eft  tout  à rait  hors 
Je  Cercle  & au  ded'ous  ; 
mais  comme  il  n'a  aucu- 
ne difficulté  particulière , 

' nous  ne  nous  y arrête- 
rons point. 

Il  faut  feulement  remar- 
quer > qn’il  n’y  a point 


K 
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de  moyenne  proportionclle  dans  ce  3 Cas  ; parce 
qu’il  n’y  a aucun  point  qui  foit  commun  à'  la  li- 
gne y,  & à la  circonférence:'  la  ligne^  étant  tout 
a fait  hors  le  Cercle* 

SECONDE  MANIERE 

De  U troifiéme  voie  pour  trouver  dee  RecU 

■promues  : Quand  l’indefinie  efi  tout  a 
fait  hors  le  Cercle  fjj-  au  defus, 

Kout  âvont.veu  dantît  VUn,  (13.  S.)  que 
l'indefinie  eft  au  deffut  du  point  commun  , quand 
Je  Cercle  n tfi  pas  entre  ce  point  e?*  l’indefinie.  Et 
alors  le  point  commun  fera  de  fettion  , Cf  tout  je 
réduira  à ce  Theoréme: 

IX.  Theoréme. 

Qu  A N D la  ligne  sWe^ffte  qui  coupe  perpendicu- 
lairement le  diamètre  prolôngé , eft  au  dclTus  du 
Cercle  > c’eft  à dire  quand  le  Cercle  n’cft  poim 
entre  cette  ligne  indéfinie  6c  le  point  commun  : 
toutes  les  lignes  qui  le  couperont  dans  ce  point  * 
étant  terminées  d’une  part  par  l’ indefinie  , & de 
l’autre  par  le  Cercle , les  parties  de  l une  feront 
réciproques  aur  parties  de 
l’autre. 

Soit  l'indefiniey  ; le  diaJ 
mettre  prolongé  A E *,  le 
point  commun  K ; Tune 
des  lècantes  B c , & l'autre 
F G i & une  tangente  au  point 
K > qu’on  appelle  m ».  Si 
on  tire  la  ligner  G , je  dis  que 
les  angles  ÂBc  & cGK> 

(bnt  égaux.  Car  l’indefinie 


«c 
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& la  tangence  étant  parallèles  , les  angles  corre- 
Q>ondans  c]ue  chaque  Iccance  fait  fur  l’une  & l’autre 
font  égaux  : c’eft  à dire  que  l’angle  A B c eft  égal 
à l’angle  « K c.  (VlII.  59.)  Or  i»  K c > a pour 
fa  mefure  la  moitié  de  l’arcKc  ( par  IX.  ii.  ) qui 
eft  auflï  la  mtlùrc  de  l’angle  cGK  ( par  IX.  17.  ) 
Donc  les  angles  ABc  & c GK , font  égaux.  Et 
il  en  eft  de  même  des  deux  angles  AEG,  & G c K. 
Donc  les  bafes  B F & G c des  deux  angles  oppofez 
en  K font  antiparalleles , pat  9 
Donc  les  parties  de  la  ligne  B c font  réciproques  ir 
celles  de  la  ligneF  G , par  1 1 ./u^. 

SECTION  r. 

jiutres  Thfforémts , ou  qui  n’ entrent  pas 
dans  V analogie  des  precedens , ou 
qui  fe peuvent  rapporter  à plu- 
Jieurs  de  ces  trois  voies. 

X.  Theorémb. 

Les  deux  cotez  de  tout  angle  inforit  au  Cercle 
font  réciproques  à la  ligne  entière , qui  le  partageant 
par  la  moitié  Ce  termine  à la  circonrcrcncc  , & à la 

Fartic  de  cette  ligne  comprifo  entre  le  fommctdc 
angle  coupé  par  la  moitié  & fà  bafè. 

Soit  l’angle  inferit  E k E.  Soit  pris  le  point  K 
dans  le  fegmcnc  oppolé 
également  diftant  d’É  & 
d'E.  La  ligne  K qui  cou- 
pe la  bafe  en  c paruge  cet 
angle  inferit  par  la  moitié' > 
puifque  les  deux  angles  E 
Â K & £ Kj  étant  appuyez 
fur  des  arcs  'égaux,  font 
égaux , ( par  IX.  20.  ) 


K 


Or 
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Or  les  angles  E 4 c , ( qui  cft  le  même  qu’E  AK,) 
& £ A K , ne  (bnt  pas  (eulcment  ^gaux  , mais  ils 
Ibnt  aufli  femblables}  c'dt  àdire  auc  Icsanglcsrur 
labalè  de  l’un  font  égaux  aux  angles  Gu  laoafèdo 
l’autre  chacun , à chacun. 

Car  les  angles  inferits  vers  E&  vers  K font  égaux 
( par  IX.  lo.  ) parce  qu  ils  font  appuyez  fur  le  même 
arcA£. 

De  plus  l’angle  AcEa  pour  mefurc  la  moitié  de 
l’arc  A E fur  lequel  il  cft  appuyé,  plus  la  moitié  de 
l’arc  oppofé  £ K.  (IX.41.  ) Et  l’arc  EK  étant  égal 
à l’arc  £ K , cette  mefure  eft  égale  à la  moitié  des 
arcs  A E & E K , qui  cft  la  meforc  de  l’angle  inferit  A 
£K.  ( par  IX.  17. 

Donc  les  angles  A c E & A £ K font  égaux. 

Donc  les  angles  £ A c Sc  £ A K font  femblablcs. 

(X.7.) 

Donc{parX.  18.  ) 

A£.  AK.  ::  Ar.  A£. 

Ce  qu’il  âlloit  démontrer , puilque  A £ & A B 
font  les  deux  cotez  de  l’angle  partagé  par  la  moitié , 
Arniip  i K cft  la  ligne  entière  qui  le  partage,  &Ac 

Corollaire. 

s 1 l’angle  inferit  étoit  Ifofccle , chaque  côté  fo- 
toit  moyeu  proportioiiel  entre  la  toute  qui  le  divi- 
feroit  par  la  moitié,  & fa  partie. 

Car  le  cotez  de  l’angle  étant  égaux , les  prendre 
tous-deuY,  ou  en  prendre  un  deux  lois , c’eft  la  mê- 
me choie. 

Mais  quand  l’angle  inferit  eft  Ifolcele  , la  ligne 
qui  le  partage  par  Ta  moitié  cft  ncceflai rement  un 
diamètre.  Et  de  plus  les  deux  TOints  E £ étant 
alors  également  diftans  de  A aulfi  bien  quede  K , 
cela  revient  à ce  qui  a été  démontré  plus  haut  par  une 
autre  voie  > & à ce  qui  le  fera  encore  plus  bas. 


K que  A 
là^iartic. 
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XI.  Theoréme. 

Si  du  (bmniet  d’uu  angle  droit  on  tire  une  per- 
pendiculaire  fur  l’hypotenufe  > il  y aura  trois 
moyennes  proportionclles. 

1 . La  perpendiculaire , entre  les  deux  parties  de 
rhypotenufe. 

2.  Le  petit  côté  de  l’angle  droit , entre  la  plus  pe- 
tite partie  de  l’hypotcnutc  qui  y eft  jointe  > & l’hy- 
potenulè  entière. 

3.  Le  plus  grand  côte'  de  l'angle  droit,  entre  la 
plus  grande  partie  de  l'hypotenulè  qui  y e(l  jointe* 

5c  rhypotenufe  entière.  ' 

Tout  cela  le  peut  prouver  par  un  grand  nombre  de 
voies.  Mais  celle-cy  me  Icmble  bplus&cile&  U 
moinsenibarr.(Iee  : 

Soit  l’angle  droit  A E K,  & la  perpendiculaire  du 
Ibmmet  à l*hy  potenufe  £ c. 

Si  on  fait  un  Cercle  qui  ait  l’hypotenulè  il  K pour 
diamètre  , le  fommet  £ fc  • ^ 

trouvcradansla  circonf.rcn-  £ 

ce,  par IX.  52. 

Et  li  on  prolonge  £ ejuf- 
qucsàE , que  je  fuppolc  c- 
tre  le  point  oppofe  de  la  cir- 
conférence , la  corde  £ E 
fera  coupée  en  c par  la  moi- 
tié', 8c  les  points  £ E également  didans  tant  de  ^ 
quedeK. 

Doik  i.par  i9.yï{/r. 

-»  Ac.  £c.  ::  £c.  cK. 

Donez.  par  le  6.*  Theoréme 

Kc.  K£.  ::  K£.  Kü. 

Bonc  3 . par  le  meme  6.*  Tht  on'me 
kc.  k E,  : : kE.  k K. 


P t XII.  The- 
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XII  Theoréme. 


J J J Toute  lifenc  qui  coupant  pcrpcndicu/aircment 
l^hypotcnufc  d’un  Angle  droit  en  coupc  aulfi  un  cô- 
te, les  coupe  rteiproque- 
ment  ) c’cll  à dire  que 
l’hypotenulc  cniictc'& 
partie  vers  le  point  qui 
lui  eft  commun  avec  le 
<ôcd  coupe'  , font  réci- 
proques au  côte'  coupd 
entier  , & à fa  meme 
partie  vers  le  point  commun.  La  preuve  en  eft  fa- 
cile par  le  5.'  Theonfme  ( 39.  & ^o.'fup.)  en 
-de'crivant  un  Cercle  qui  ait  cette  hypocenufe 
pour  diamètre , & prolongeant  la  coupante  , q ui 
tiendra  lieu  d' Indéfinie  y i elle  fe  peut  faire  en- 
core par  d’autres  voies , que  je  laiHè  à trou- 
ver. 

Dernier  Théorème. 

1 1 V.  U **  Angle  ayant  deux  baies  , fi  les  côte?,  fé- 
lon une  baie  font  proportionnels  à fes  cotez  lèl  ou 
l’autre  bafe  , les  deux  angles  fur  une  bafe  font 
c'gaux  aux  deux  angles  fiir  l’autr»  bafe , chacun 
à chacun.  C’cH  la  converfe  de  la  plupart  des 
Fropolitions  de  ce  Livre  , qui  le  prouve  ain- 
fi  : 

Les  côte?  fur  une  bafe  ne  fçauroientétrepropor- 
^ ■ tioncls  aux  côte?  lùr  l’autre  baie  qu’en  deux  ma- 

niérés, 

La  1 eft , quand  la  toute  d’une  part  & là  par- 
tie lôut  propordonillcs  à l'autre  toute  Se  à ù 
partie. 


La 
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La  1.' quand  une  toute  & fa  partie  font  récipro- 
ques à l’au  etc  toute  & à ià  partie. 

Or  Je  premier  cas  ne  peut  être  , que  les  bafes 
ne  /oient  parallèles.  Et  le  fécond  , qu’elles  ne 
/oient  antiparalleles.  Et  en  l’un  & en  l’autre  les 
deux  angles  (iir  une  bafe  font  égaux  aux  deux  angles 
fur  l’autre  baie. 


Preuve  du  premier  Cas. 


Soit  l’Angle /"K  gj  dont  les  deux  bafes 
foient  f g &c  c d.  Je  dis  que  ces  baies  Ibnt  paral- 
lèles , ii  , ■ ! 

K/-.[Cc.  ::  Kg.Kd.  . ■ ■ 

Carlbitmence  dupornt  ; , . ■■  K, 

f une  paralklet à qui  : 

roupe  K^en  un  pointque  -yy 

j’appeikray  x'.  c d 

Il  eft  certain  (’parX  xa.)  f — g 

que  . 

K/ -K  f.  ::  Kx.  , . 

.„Oipari’Iiypôthefc,.  , . / 

■ " - K f.  Kf.  K Kd. 

DonçK.;g;.  K*.  :i  )^g.  Kd,  (II. ié.) 

Donc  K Dé  & K d font  égales , parlI.iS,  , 
Donc  les  ppints  x,&  d ne  fout  qu’un  mcau! 
foiiu.  , 

Donc  e X & c d ne  font  que  la  meme  ligne, 

' Ôrcxelb  parallèle  à/^.  Doncc  dluy  ell  audî  pa- 
rallèle. . -,  ^ 

''  Donc  les  angles  Ilir  la  baie  e d font  égauic 
aux  angles  fur  la  baie  fg.  Ce' qu'il  fallait  demeu- 


IV. 
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Preuve  du  Second  Cas. 

Soit  l’anglc/K  g , qui  ait  deux  bafes/^  6c  U, 
Jedis  que  ces  Mfeslbntantipa-  , 

rallclcs,  fi  fr 

K/.Kd.  ::  Kp.Kf. 

Car  foit  tirée  du  point  c une 
ligne  qui  coupant  K^j  proion, 
gecs'ilcft  beloin,  talIèfiirK|5 
un  angle  dgal  à ccluy  queg/faïc 
fur  K/,  & que  le  point  oü  cet- 
te ligne  coupera  K g Ibit  *. 

Cette  ligne  t x fera  une  bafe  de 
l'angle  K antiparallcle  à la  balè 
/g  ; & par  confequent  ( pat 
li.fMf.  ) 

Ky.  Kx.  ::  K^.  Kr. 

Orpar  l’hypothelê , 

K/.  Kd.  ::  K|.  K#. 

Donc'  K/iKx.  ::  K fi  Kd.  fll. 

• Donc,  parll.  z-8.  K x'cfte'galèà  K d.  ^ 

Donc  les  points  x6cd  e'tant  fur  la  même  ligne , ne 
font  qu’un  meme  point. 

Donc  ex&c  due  font  qu’ttncmêineligne.  ^ 

Or  f * eft  antiparallcle 

Donc  f d cft  auflî  antiparallcle  i'fg. 

Donc  les  angles  fur  la  balè  r d font  e'gaux  aux  * 
^ angles  fur  la  baie  f g.  Ce  qu’il  fàlloit  dememtrer. 

Corollaire, 

1.V  I r.  - s r deux  angles  dgaux  ont  leur  cotez  ptootwctio- 
nels,  ils  font  Icmblablcsj'c'eft  à dire  que  les  an- 
glcs  fur  la  bafè  de  l’un  font  égaux  aux  angles  fur  la 
bafe  de  l'autre  chacun  à chacun. 

Soient  les  angles  égaux  qui  ayent  leurs  côteZ 
proportioncls / K g > 8c  t k4t  eafortc  que  K/. 
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D’où  il  s'enfuie  que  fi  K /cft  plus  graud  que  k(j 
K? fera  plusgrand  que 


Ad.  Prenant  donc  dans  ir 

K/j  Kcc'galeàAc;  & ^ 

dans  K g,  Tk  d dgale  à 
Ad:  les  angles  cKd&  / N. 

cAdetantegaur  > &Ies  c L d 

cotez  de  l’un  dtanc  c l—  \ g 

égaux  à ceux  de  l’autre,  ' • 

leurs  bafes  feront  éga- 
les, (VllI.  67.1  & les  angles  fur 
la  bafe  de  l’un  égaux  aux  angles  . 

liir  la  bafe  de  l’autre , par  VllI.  ^ 

€6.  y\ 

Or  par  leprecedent  Théorème  ' / \ 

les  deux  bâtes  de  l’angle  K,  \ 

voirlabafecd&labafc/g,  font 
parallèles,  & les  angles  fur  l’uue 
font  égau  X aux  angte  fut  l’autre. 

Donc  dans  les  deux  angles  égaux  K & A les  angles 
fur  la  bafo  de  l’un  font  égaux  aux  angles  fur  la  baie  ^ 
l'autre.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Remarquez  que  ce  dernier  Theorc'mc  & fon  Co* 
rollaire  font  les  convertes  des  principaux  Theoré. 
mes  de  ce  Livre  & du  Livre  precedent , & qu’ils  fo» 
tout  de  grand  ufage  dans  la  uiitc. 

. SECTION  VL 
Problèmes. 

I.  Problemb* 

Trouver  la  moyenne 

proportionelle  entre  deux  li-  

gnes  données,  joindr^esli-  '"N. 

gnes  données.  Faire  un  de-  f \ 
my-cercle,  dontprifes  enfem-  ' L \ t . 

bic  elles  folent  le  diamètre.  La 

P ^ pet. 


Digitized  by  Google 


344  NOUVEAUX  ELEMENS 

f)crpcncUculaire  élevée  du  point  oü  fe  joignent  ces 
ignés  à la  circonférence  fera  la  moyenne  proportio- 
nelle  entre  ces  lignes  données  ( par  2 9 . fnf.  ) 

On  peut  employer  pour  trouver  la  méinechofè 
les  Théorèmes  6.*  Sc  fiip.  8c  d’antres  encorr» 
J'en  laiife  la  recherche  pour  exercer  l'Ecrit. 

I 

II.  PROBLEME. 

T R O a V e R toutes  les  réciproques  poffibks  ^ 
deux  lignes  données. 

Mettre  la  plus  petite  dan» 

Ja  plus  grande , comme  K • 
dans  K f.  Faire  un  Cercle 
qui  ait  la  plus  grande  pour 
dj^metre.  £t  du  point  e , 01} 
la  plus  petite  fe  termine  > ci* 
rer  fur  ce  diamètre  une  per- 
pendiculaire indcHnie  com> 
mey.  Cette  perpendiculaire 
£ihsfêra  au  Problème  » com- 
me on  le  peut  juger  , cnconliderantle  5. •Théorè- 
me ( 39.40.  4i.&c.y«p.  ) fans  qu’il  &it  bcfoiuquc 
)e  m'amul'e  à l’expliquer  davantage. 

„ III.  PROBLEME. 

Ayan  t tiré  àdiC- , 
cretion  d’un  meme 
point  tant  de  lignes  que 
l’on  voudra  lut  une  mê- 
me ligne  : les  divifer 
toutes  , enforte  que 
chaque  toute  & fa  par- 
tie vers  le  point  com- 

munfoient  réciproques  à chaque  autre  toute  & à là 
même  partie. 

■ ^ , Tou« 


K 
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Tout  Cercle  dont  la  circonférence  paflera  par 
le  point  commun,  Sc 
qui  aura  pour  diamc> 
tre  ‘ , I ou  la  perpen- 
4iculaire  entière  tirce 
de  ce  point  lùr  la  ligne  : 
ou  une  partie  de  cette 
perpendiculaire,  iàtis' 

&raau  Problème , p<u; 

le  7.®  Thcore'me  , & ce  qui  a dtc  dit  du  j,*  Cas 
f48./«p.; 


;iii 


IV.  PROBLEME. 


Ayant  les  trois  premières  lignes  d’une  Pro- 
grclfion  Géométri- 
que, trouver  toutes 
les  autres  à l’inâ- 
ni.  / 

Faire  que  la  a.* 
comprenne  la  i.", 
comme  K d com- 
prend K#.  Faire  un' 

Cercle  qui  ait  K d 
pour  diamètre.  De 
f élevet  la  perpendi- 
culaire cL  ; & puis 
tircruncligneindefiniedcKparL,  laquelle  l’appcf- 
leray  'x  ; & prolonger  auffi  indéfiniment  K d , la- 
quelle j’appclleray 

Tirant  L d perpendiculaire  lùr  je,  & dw  perpen- 
diculaire {ur  ti; , Sc  mf  perpendiculaire  fur  * , Sefs 
perpendiculaire  lur  ^ , & ainfi  à l’infini  : 

On  trouvera  facilement  (par  52.  fup.  ) la  fuite 
infinie  de  la  Progreffiq^îeometrique  •,  dont  les 
trois  premiers  termes  auront  été  K c.  KL.  K d. 
qui  (èto'ut  fiiivis  de  K ♦ K/.  K ».  K g.  &c. 


L 
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i 1 

V.  PROBLEME. 

D I V I s s If  une  ligne  donnée  en  moyenne  & CZ'^ 
treme  raifon . Ceft  à dire  en  ’teUc  force  que  faplùs 
grande  partie  foit  moyenne  proportioncUc  entre  la 

plus  petite  partie  & la  toute. 

Ce  qui  dt  aufli  la  meme  chofe  que  de  trouver  une 
ligne  quHbir  moyenne  entre  une  donnée  , &“ cette 
donnée  moins  cette  moyenne,  laquelle  pour  cette 
raifon  j’appellcray /rf  «fdw»e. 

Soit  la  ligne  donnée  appelleci.  ^ . . . / 

Sa  plus  grande  partie  que  r<Mi  cherche , *. 

Et  fa  plus  petite,  A — •' 

11  feue  trouver  une  ligne  qui  foit  telle , que 
moins  cette  ligne,  foit  à cette  ligne;  comme  cette 
lignceftàA. 

• A — X.  X.  X.  A.  . . ; -î  . 

Ceft  ce  qui  fc  peut  trou.  ^ ' .u: 

Tcr  par  une  voie  fort  facile, 

Décrire  un  Cercle  de  l’in-  f J . r ; 

tervalle  de  la  moiric'  de  V . ; ^ 

A , élevée  perpendiculaire- 
ment  fur  l’une  des  extre-  ^ • 

micczdeA.  . , , r 

Et  tirer  une  fecante  de  l’autre  extrémité  de  A , qui 
^allant  pat  le  centre  du  Cercle  fe  tcrmineàlacircon- 

La  partie  de  cette  fecante  qui  eft  hors  le  Cercle  fo- 
ra X.  C’en  à dire  moyenne  proportioncllc  emrc  A., 

& A— X.  « , 

Car  I..  par  la-  conftrutftion  A eft  tangente  de  ce 

Cercle. 

X.  te  diamètre  de  ce  Gcrcfe  eft  égal  a A. 

Et  par  confequent  la^focante  entière  eft  x~\^. 
Or  (par 3 3. /«/>.)  A uhgente  eft  moyenne  pro- 
portionelle  entre  la  rartie  de  ]§  fecante  qui  eft  hors  le 
Cercle , ( c’eft  à dire  x , ) & fccaïuc  entière  , 
(c’eftidirc»-+A. 

l V 
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Donc  X.  è.  ::  b. 

Doncpemitundo , b.  x.  ::  x-^b.  b. 

"DoncUvidenio , b — x.  x.  ::  x.  £. 

Ccqu’ii  £illoii  demontier. 

I.  Corollaire, 

Une  ligne  dtantdivifcfc  en  moyenne  & extrême 
xai{bn>  fl  on  y ajoute  fa  plus  grande  rattie,  (que 
nous  appellerons /4  medixne  : ) ils’cn  fera  une  nou. 
Telle  toute  qui  fera  encore  divifdc  en  moyenne  de 
extrême  railon , la  première  toute  étant  la  médiane, 

C’eft  ce  qui  fc  voit  par  la  voie  meme  dont  on  ^’eft 
lervipouraivifer  la  première  toute  en  moyenne  £c 
extrême  rai/ôn  ; cnfortc  qu’il  ne  faut  que  rcconi» 
pofer  y pour  parfer  ainlî , ce  que  l'on  a divii^. 

Car  fi  0 — X.  Xw'.i  X.  è. 

CompOHCndoy  b.x.  ::  x—ib.b. 

Donc permuUndo y x.b.  :z  b.x-\h. 

Donc  la  ligne  x-44ell  diviléc  par  i en  moyen- 
ne & extreme  raifon , puilque  b eu  moycmic  pio- 
poriionelle  entre  la  toute  x-\b,  & fon  autre  pari 
tic  X. 


II.  Corollaire. 

Une  ligne  c'tant  .divifife  en  moyenne  & extrê- 
me raifon  > fa  petite  partie  divife  la  médiane  C» 
moyenne  & extreme  raifon. 

Soit  b divifi/e  comme  defius  -,  & comme  fit  mes* 
diane  efl  appclléc  x , /bit  la  petite  partie  appellc'e 
J.  11  feut  prouver  que  x — ~y.y.  : : y.  x. 

Or  il  ne  faut  pour  cela  que  nommer  i par  fes- 
parties  y— *-x. 

Car  > par  la  divifion  de  b par  x en  moyenne  ^ 
extreme  raifon , y.  y-t'X. 

Donc  bermutandtr^y  x.y.  ::  y-^x.  X. 

Donc  dividendo  , x — y.  y.  y.  x.  Ce  qu’il  fcU 

loit  démontrer. 

P <J  ILCo^ 
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III.  Corollaire. 

Il  cA  aifc  de  conclure  de  ces  dcur  G>ronaiie9 
que  lorlqu  on  a une  ligne  divifée  en  moyenne  8c 
extreme  raifon  , on  en  peut  avoir  une  infinité 
d’autres  plus  grandes  & plus  petites  diviTe'cs  de  la, 

. «Jànc  forte.  - 

\ 

PREUVE  DES  PLUS 

GRANDES. 

tavi  ' on  Joint  la  médiane  à la  première  toute  , il 
* s’en  fait  une  féconde  route  qui  a la  première  pour 
& médiane , ( par  le  premier  Corollaire.  ) 

Donc  fi  on  joint  la  première  toute  à la  deuxiè- 
me > il  s’en  fait  une  troifième  qui  a la  deuxième 
pour  fa  médiane. 

Et  joignant  la  dcuxie'me  à la  troifième  ) il  s’en  ' 
•&it  une  quatric'me  qui  a la  troifième  pour  la  m«- 
dianc , & aiuli  à l'infini. 

PREUVE  DES  PLUS 

PETITES.' 

‘ S ï on  prend  la  médiane  de  la  première  toute  ^ 

ü s’en  fait  une  fécondé  toute  plus  petite  , qui  a 
pour  là  médiane  (par  le  deuxîe'me  Corollaire,) 
la  petite  partie  de  la.premiere  toute. 

Et  cette  mèdiaiie  de  la  deuxième  toute  e(l  une 
troifième  toute  qui  a pour  là  médiane  la  petite 

f>artie  de  la  deuxième  toute  & cette  médiane  de 
a troifième  toute  e(f  une  quatrième  toute,  quia' 
pour  là  médiane  la  petite  partie  de  la  troifième 
toute  , & ainfi  à l’infiuir^t  qui  peut-être  con- 
fiderè  comme  une  nouvelle  Sc* très-belle  preuve  de 
la  divifibilitè  d’uue  ligné  à l’infioi. 


YI.PKO. 
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VI.  PROBLEME. 

Ayant  la  grandeur  des  cotez  d’an  angle  qui  * ï» 
doive  éne  la  mohid  de  chacun  des  angles  lut  la 
bafè , en  trouver  la  balè. 

Soit  K A la  grandeur  de  ceseâtez  ; & (bit  dderi- 
te  une  ponion  de  Cercle  de  cdt  intervalle  & du  ceo* 
tre  K. 

SoitdivifdeKicnrj  en  moyenne  Seextreme  rai- 
ùm  i enlôrte  que 

hc.  cK.  ::  cK.  AK. 

La  corde  A d de  la  grandeur  de  cK  j qui  eft  la 
moyenne  entre  b ç 8c  b y lèra  la  balè  de  cdt  angle  > 

& K d en  (èia l’autre  côtd. 

Carlbit  tirde  la  lignecd:  jefiippofcquclesdcux 
angles  fur  la  ba&  d'un  angle  llbicele  (ont  dgauxr 
Et  aind  i’autay  prouvd  que  l’angle  K eft  la  moitid 
de  chacun  des  angles  (ùxla  bafe,  (î  jepuismonuci' 
deuxehofes: 

La  I.”  Que  l’angle  K eft  égal  à l’angle  A de. 

La  Z.*  Que  l’angle  A d c elt  la  moitié  de  l’angle 
AdK. 

PREUVE  DE  LA  PREMIERE. 

L’angle  Aa  deux  bafes , cd &K  d;  &(cs  côtez 
félon  une  baie  font  proportionnels  à fes  cotez  (Hod 
r autre bûTc , puifquc  par  la  confttudlion 
A c.  Ad.  : : A d.  AK. 

Donc  les  bafes  c d & K d (ont 
antiparalleles  ; & par  confe- 
quent  les  angles  (ùr  l’une  (ont 
égaux  aux  angles  (ùr  l’autre,  cha- 
cun à chacun . 

Donc  l’angle  K l’an-' 

gle  A de.  Ce  qui  cft  la  première 
(ho£c  qu’il  i^oit  démontrer. 

P 7 PREU- 
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PREUVE  DE  LA  SECONDE, 


Les  deux  parties  de^ K , bafè  de  l’angie de hdlü  , 
font  en  même  raifbn  que  les  deux  cotez  de  cêt  an.  ' 
gle:  puifque  d Ke'tant egaleà^K  , SitKiid, 
be.  cK.  ::  bd.  dK. 

Donc  l’angle  bd  Kelt  divifê  pat  la  moitis. 
(X.33-) 

Donc  l’anglc  K étant  égal  àl’angle  b^d  e > qui  efl 
la  moitié  de  l^ngle  bdK  , eft  aulTi  la  moitié  de  l'an- 
gle K.  Ce  qu’il  ftlloit  démontrer. 


Corollaire. 

Axyili.  Tout  angle  Ifofcclc  dont  la  baie  cft  moyenne 
proportionelle  entre  le  coté  entier  & le  côté  moins 
cette  bafe  J eft  de  36  degrez*,  & chacun  des  angles 
for  la  ba(c  cft  de  71.  Car  56 , plus  deux  fois  71 
■qui  cft  le  double  de  36 , vaut  180,  quieftccque 
valent  les  trois  angles  pris  eufemble. 


VII.  PROBLEME. 

txtx.  Ayant  la  bafe  d’un  angle  Ifoftelc  de  3^  dé- 
gtez,  en  trouver  le  côte'. 

• Soit  b la  bafè  donnée  divifôc,cn  moyenne  & extrê- 
me raifon , .&  x en  foit  la  plus  grande  partie  -,  x~+i 
(cra  le  côté  de  ect  angle.  C’eft  à dire  que  L’angle 
quifturax-f^pour  run  & l’autie  de  fos  côtez  ^ &cb 
pour  bafè,  fera  de  36  degrez.  < 

Car  puifque  par  la  divifîon  de  b en  moyenne  Si 
extrême  raifon  b^—^x.  x.  ::  x.  b. 
Cempor,e»do,  h.  x.  ::  x-*-,b.  b. 

‘ ^ Donc permutando , x.  b.  : : b.  x-+b. 

V Donc  la  baf^  cft  m^nne  proporrionellc  entre 
Ic  côté  x-^-b  Sc-x , qui  effZT  ' ^ moins  b. 

Donc,  par  le  precedent  Corollaire,  l’angle  qui 
a X-4A  pour  chaque  côté,  &&pour  bafe,.  cft  de  36 
degrez.  Ce  qu’il  falloic  démontrer. 

S£<> 
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SECTION  VU, 

Vei  Lignes  Incommenfurabhs, 

C E que  nous  avons  dit  dés  Grandeurs  Incom- 
tnenfurables  dans  le  IV . Livre  donne  une  fi  grande 
facilite  d’expliquer  les  Lignes  Incommcnfûrablesy  ' . ^ 

qu’il  ne  faut  pour  cela  qu’ajouter  à ce  Livre'  ttoi» 

«U  quatre  Propoficions..  • 

PROPOSITION 
G E N E R Al  L E. 

Lorique  trois  lignes  font  continuëmeut  propof-  ixx* 
tioncUcs  , la  raifon  de  la  première  à la  troifidrac- 
peut-être  détruis  (brtes  : ce  qui  & fait  en  troiscas. 

Premier  Cas»,. 

Si  la  raifon  de  la  première  à la  treifidmc  cft  une  , 

raifon  de  nombre  à nôttbtc  qui  ait  pour  fes  expo- 
fans  des  nombres  quarrel  ; la  moyenne  eft  à ena» 
cune  des  deux  autres  , comme  le  produit  des  ra- 
cines de  ces  nombres  quarrez,  eft  à chacun  de  ces 
nombres  quarrez  & par  confequent  la  moyenne  , 

clb  commenfurable  aux  deux  autres. 

* \ 

Second  Cas. 

Si  la  raifon  de  la  i.'*  à la  j.®  eft  une  raffon  de 
nombre  à nombre,  qui  n’ait  pas  pour  fes  eipofàns 
des  nombres  quarrez:  la  moyenne  eftincommen- 
forable  en  longueur  & commenfurable  en  puiûân- 
ce  à la  r J*  & a la  3 

Troij^^e  ch*. 

Si  la  raifon  delai  .'"à  la  3.*  eft  une  raifon  four^ 
de , & non  de  nombre  à nombre  ; la  moyenne  eft 
hicommenfurable  aux  deux  autres  * tant  en  lon- 
jj|tcur  qu’ea  puiffancc.  - Tou» 
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Tous  ces  3 Gis.fe  prouvent  des  lignes  , de  la 
même  forte  ™’on  les  a prouvez  des  grandeurs  en  ' 
general  dans  le  IV.  Livre,  C’eft  pourejuoi  ce  qui 
refte  ici'  eft  d’appliquer  cette  doftrinc  generale  à 
des  exemples  paniculiers  qui  foient  propres  aux 
lignes.  Ce  que  nous  fetoQs  par  les  Theoedmes 
fmvans. 

I.  Theorémb.'  . 

ü N angle  droit  étant  Ifofcele , le  côte'  & l’hyp<ï- 
tenufe  font  incommcnfuroblcs  en  longueur  , & 
commenfurables  en  puiflaiMÆ. 

Soit  un  angle  droit  Ilblcdé  j donc 
L’hypotenufe  foit  appcllec  h- 

Le  coté  . . , r ' 

Laipcrpendiculairc  du  fommet  a 
rhypotenufe  la  partagera  eu  deux 
également.'  Chaque  moitié 
toit  appclléc  - - 

Donc  h.  d.  m.  ( SZ-jHp.)  . ,vs 

■ Or  • ■ ht  iB.  ''i  2»  .1.  I • _ 

* Donc  2 & I n’étant  pas  deux  nombres  qua'rrcz  : 
par  le  i.*  Cas  d cft  incommenfiirablc  en  Ion«- 
gucur  à.  b Sc  à.  m. 

Mais  il  leur  eft  commenfiirable  en  puilTance  j 
parce  que  par  III.  34. 


hh,  d d 
dd. 


dd.l  . i 

mm,  S 


h,  m~ 
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II.  Theoréme, 

JJ  Q^ü  AND  rhypotenufe  eft  à l’un  des  cotez  d’un 
d’angle  droit,  comme  nombre  à nombre,  ileftaifé 
— de  juger  fi  l’autre  côté,  eft  commenfurable  ou  in- 

commenfuraS^  à Et  voici  corn- 


ment  : 

Soit  rhypotenufe  b. 
Un  des  cotez  , r, , 
...  L’autre  côté  ^ 
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üac  petpendiculaire  étant 
menée  du  fommet  à l’hy- 
potenufe , 4 

Soit  ÛL  ponion  vers  < ap- 
pclléc  k. 

Et  l’autre  vers  d appel- 
lée  i. 

„ . S~^h.c.k. 

Il  s’enfuit  que  J,/. 

Suppolànt  donc  que  A & f (oient  comme  les 
deux  nombres  * & q > c’eft  à dire  que 
h.  e,  : : x. 

Donc  la  raifon  de  h.  k.  dtant  doublée  delarai- 

(bn  de  b.  c.  ( lll.  X4-  ) \ 

h.  k.  ::  xx.  (III.  ji.) 

Donc  h.  h — k:  : : xx.  ( II.  48.  ) 

Ot  k Sel  étant  les  deux  portions  de», 

I Sm  h 'k. 


Donc  b.  /.  : : xx. 

Donc  fi  xx— qq  eft  un  nombre  quatre  : par  Iç 
premier  Cas  de  laPropoûtion  generale,  é efteom- 
liieofurablc  à d.  , « . 

Que  fi  au  contraire  «x— qq  n tll  p^  un  nom- 
bre quarré  ; par  le  deuxieme  Cas  h neft  point 
eommcnfurablc  à d en  longueur,  mais  feulcmcQt 
en  poiilàoce. 


/ 


III.  Theoréme. 

L O R s QJJ  ’ un  des  cotez  de  l’angle  droit  eft  une  1 x x 1 1 1. 
aliquote  de  l’hvpotenufe  , l’autre  côté  eft  incom- 
menfurablc  à l’hypotenufc  en  longueur  , Sc  cotn- 
menlurablc  feulement  en  puidance. 

Car  afin  que  c par  exemple  , foit  une  aliquote 
de  b , il  faut  que  h foit^.  comquipelque  nom- 
bre  à l’unité  que  j^gPlBeray  par  uni.  (Veyt^ 

U fig.  precedente.  ) 

, Soit  donc  h.  c.  .*  ; x.  i . 

Donc  i&.  k.  ::  xx.  11.  (III.31.) 

Donc 
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Donc  A.  h—k.  ::  xx.  **—11.  (IL 48.)' 

Or  / tr  A— Jt. 

Donc  h.  l.  : : xx.  x x—i i . 

Or  il  cft  impofllble  que  xx>~—i  1 foit  un  nonr> 
brc  quatié.  Car  ( 1 1 ) ne  fait  qo'une  unité  , Ce-  • 
Ion  ce  qui  a été  dit , IV.  9.  ' Et  deux  nombres 
quarrez  ne  peuvent  jamais  être  düferens  feulement 
d’une  unité. 

Donc  , par  le  fécond  Gis  de  la  Propolîtion  Ge-' 
nerale  » h 8c  d font  incommeuTurables  en  lon- 
^eur  , & commennirables  feulement  en  puiC- 
lance. 

Corollaire. 

XXIV.  s I la  baft  d’un  angle  Ilbfcele  eft  égale  au  côté  t 
la  perpendiculaire  du  Ibmmct  à 
la  balè  cil  incommenlùtable  en 
longueur , &commen(urablelèu- 
lemenc  en  puiâance  * avec  le 
côté. 

Oir  alors  cette  perpendiculaire 
fait  un  angle  droit  avec  la  mt»- 
tié  de  la  balè,  & l’un  ou  l’autre  des  cotez  e(U’hf>- 
potennlè  de  cét  angle  droit. 

Donc  l’un  des  cotez  de  cét  angle  droit , qui  cft 
la  moitié  de  la  balè  , eft  aulll  la  moitié  de  l’hj- 
potenulé. 

Donc  il  cft  une  aliquote  de  l’hypotcnulc. 

Donc , par  le  Theoréme  precedent , l’autre  côté 
€jui  eft  la  perpendiculaire  , eft  incommenlurablc 
en  longueur  , & commcnlùrable  ftulemeut  en 

{>uilTancc  , avec  l’hypotenuÊ  de  cét  angle  droit , 
aquellc  eft  le  côté  de  l’angle  ..dont  la  baw  cft  fup» 
poféc  égale  4^!îi3quc 


IV.Th»^ 
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IV.  Theoréme. 

Ayant  deux  lignes  incommcnfurablcs  en  Ion-  i.xxT» 
gueur , C ou  par  les  Théorèmes  prcccdcns  > ou  par 
4’autrcs  voies , ) & ayant  trouvé  1a  moyenne  pro- 
portionelle entre  ces  deux  lignes:  elle  leur  fera  in- 
commenfurablc  tant  en  longueur , qu’en  puiflànce. 

Cela  eft  clair  par  le  3.*  Cas  de  la  PropoGtioa 
generale. 

V.  Ti^eoréme. 

Quand  une  ligne  eft  divifee  en  moyenne  & i xxv  U 
extreme  raifon  , la  toute  3c  Ces  deux  parties  font 
incommenfurables  les  unes  aux  autres.  C eft  ce 
qui  a été  prouvé  dans  le  IV.  Livre  > Nomb.  36." 

Avertissement. 

Il  n'y  '*  à dire  de  quatre  lignes  continuinun* 
froportionelles  , que  te  qui  a iti  dit  dans  le  JV,  Li- 
vre de. quatre  grandeurs  tentinuittitnt  proportit- 
ttelUts.  , ) , 


NOV-  . 
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LIVRE  DOUZIE’ME. 


-rDES  FIGURES  EN  <!îBNERAL 
CONSIDEREES  SELON  .LEURS'^' 
ANGLES 


et'  LEURS  'CÔTE^. 


N appelle  Figurt  dan?  les  élcmèns  de 
Géométrie  ,,  une  {ùriàcc  plate  termi- 
née de  tous  cotez. 

Ce  qui  comprend  deux  chofes  : la 
première  , les  extremitez  de  cette 
furficc  : la  fg^ide  , l’efpace  qu’elle  comprend  j 
ce  qui  s’appc^  t’rf/Ve 

Nouf  les  confiderons  ddns  ce  Livre  Cf*  It  fuivanp 
félon  le  premier  rapport  j dans  d’antres  Livrer 
nous  les  çonfidererons  félon  le  dernier. 
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Division. 

T O U T 1 figure  coofidctée  félon  (es  extremi.  j ^ 
tez,  cft,  ' 

Ou  redtiligne; 

Ou  curviligne  ; 

Ou  mixte. 

PREMIERE 

DEFINITION. 

O N appelle  rcdHlignc  celle  qui  eft^  terminée  j j 
par  des  lignes  droites,  qui  ne  peuvent  être  moins 
de  trois;  étant  clair  que  deuxlignesdroitesncpeu. 
vent  pas  terminer  un  efpace  de  tous  cotez , puif- 
qu’elles  ne  peuvent  fc  rencontrer  ^u’en  un  point , 
ce  qui  laifle  l’cfpace  ouvert  du  coté  oppolé  à ce 
point.  . . - 

11  eft  clair  aulïi  par  là , que  les  lignes  droites  ne 
peuvent  terminer  un  efpace  , qu’en  faifant  autant 
d’angles  qu’il  y a de  lignes  droites  qui  tenninent 
l’eipace.  Car  fi  un  angle  demande  deux  lignes , 
une  ligne  fert  à deux  angles. 

■ Et  ainfi  l’on  peut  confiderer  trois  choies  dans 
l’extremité  d’une  figure reftiligne.  i. Les  angles,  i. 

Les  cotez.  3.  Le  circuit,  qu’on  appelle  auill  peri- 
metre,  qui  n’ell  autre  chofe  que  la  fomme  des  co- 
tez J c’eft  à dire  tous  les  cotez  pris  cnlcmble. 


Seconde  Définition. 

On  appelle  curviligne  celle  quiefttermine’epar 
une  ou  piulieurs  lignes  courbes.  Et  une  feule  ligne 
eourbe  pouvant  rentr^^j|A|W»*^BÉpeut  termi- 
ner un  elpace. 

Mais  on  ne  confiderc  icy  des  figures  curvili- 
gnes que  le  feul  Cercle;  parce  que  de  toutes  les  li- 
gnes courbes  on  ne  conlidcre  que  la  circulaire. 


IT. 
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Troisième  Définition. 

O N appelle  figure  mixte  celle  qui  eft  terminée 
en  partie  par  des  lignes  droites & en  partie  par 
des  courbes  $ dont  on  ne  confidere  ici  que  les  por- 
tions de  Cercle , qui  font  celles  qui  (ont  terminées 

{>arune  corde  & une  portion  dedreonference:  ou 
esfeâeurs  du  Cercle»  qui  (but  termütcz  par  deux 
rayons  & une  portion  de  la  circonférence  j tclqu’efl; 
un  quart  de  Cercle. 

DES  FIGURES 
RECTILIGNES. 

O N peut  divifer  les  figures  re- 
éfilignes  en  celles  qui  ont  quelque 
angle  r’entrant  » & celles  donc  tous 
les  angles  (bnt  faillans  i c'eAàdire 
tels  que  leur  pointe  regarde  tou- 
jours le  dehors  de  la  figure. 

Les  Geometres  (c  font'  re-  ’ 
ftraints  à confiderer  les  der- 
nières , parce  qu’on  y peut  fà- 
cilcmeiu  rcduuc  les  premie-  . 
rcs. 

ESPECES  DES  FIGURES 
RECTILIGNES. 

Toute  figure  reûiligne  ayant  autant  d’angles 
que  de  cotez,  on  les  divife  indifFctemmcnt  par 
le  nombre  “sqj^^de  leurs  cotez  , & 

on  les  nomme  félon  l'un  uu  lélon  l’autre. 

Ainfi  on  appelle  T riangle  , une  figure  de  trois 
angles  & de  trois  cotez  ; & SMdriUttre  , celle 
de  quatre  angles  & de  quatre  cotez. 


Les 
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Les  noms  Grecs  des  figures  font  pris  du  nombre 
des  angles  : comme 
• Tentagone , de  cinq. 

Hexagone,  de  fix.  ' 

Hmagone,  de  lèpt. 

Oaogone  , de  huit. 

Enneagone , de  neuf. 

Décagone , de  dix. 

Et  Volygont , de  plufieucs  angles  indéterminé» 
ment. 

} Ces  noms  font  fi  communs , qu’il  efl:  bon  de  ne 
les  pas  ignorer  ; mais  on  peut  le  pafl'er  d’en  (cavoic 
\ d autres  qui  font  moins  communs;  & appellerles 
I fibres  du  nombre  de  leurs  cotez  ou  de  leurs  an- 
gles , une  figure  de  quinze  cotez  > de  trente  > de 
fcuti  de  mille  &c. 


I.  Thîoréme. 

Tout  Polygone  peut-être  refolu  en  autant  de  y 1 1 r. 
Triangles»  qu’il  a de  cotez,  moins 
dcux,&  il  ne  le  peut-être  en  moins. 

C’efl;  à dire  , que  s'il  a 4 co- 
tez , tl  peut-être  refolu  en  deux 
Triangles  ; fi  5 , en  trois  -,  ü 6 , 
en  quatre } fi  7 , en  cinq  j fi  8 , 
en  fix  &e. 

Car  d'  'un  angle  quelconque  tirant  deux  lignes 
de  part  & d'autre,  qui  foûtiennent  chacune  l’an-- 
gic  qui  le  fuit  de  part  & d'autre,  il  s’en  fait  deux 
Triangles  qui  comprennent  4 cotez  de  la  figure. 

Mais  de  ce  même  angle  menant  des  lignes  à cha- 
cun des  autres  angles , il  s’en  fait  autant  de  Trian- 
gles qu’il  y a de  cotez  outre  ces  4.  Donc  il  y 
aura  autant  de  Triai^^|gpjiÉi^lri3|||l|ptcz  outre 
Ces  4.  Donc  il  y aiiflPiUMnt  de  Triangles  que  de 
cotez  , moins  ceux  5 puilqu’il  y a necellâiremcnt 
deux  de  ces  Triafigles  qui  comprennent  4 de  ces 
cotez. 

II.Thec- 


\ 
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IL  Theoréme. 

Tous  les  angles  d’un  Polygone  quelconque  fout 
dgaux  à autant  de  droits  > que  le  double  de  ces  co- 
tez moins  quatre. 

Car  nous  avons  déjà  veu  qu’un  an^le  plus  les  deux 
angles  que  font  fes  cotez  for  la  baie , font  égaux  â 
deux  droits.  (VIII.  62.)  Oc  un  angle  avec  la bafe 
n’cft  point  different  d’un  T riangle.  Et  par  conlè- 
quent  les  trois  angles  d’un  Triangle  valent  deux  an- 
gles droits , qui  font  fix  moins  quatre. 

Or  par  le  precedent  Theoréme  tout  autre  Polygo- 
ne peut  être  refolu  en  autant  de  Triangles,  moins 
deux,  qu’il  a de  cotez  ; & les  angles  de  ces  Trian- 
gles comprendront  ceux  du  Polygone.  Donc  (I  le 
Polygone  a 7 cotez  : étant  refolu  en  5 T rianglcs , 
les  angles  de  ces  5 Triangles  en  vaudront  dix  droits , 
qui  font  1 4 moins  4. 

On  le  peut  encore  démontrer  d’une  autre  force, 
en  prenant  un  point  quelconque  au  dedans  du  Po- 
lygone, &dece  point  menant  des  lignes  à tous  les 
angles.  Car  alors  l’Heptagone  fera  partagé  en  7 
Triangles,  qui  tous  auront  deux  de  leurs  angles  au- 
tour de  la  figure,  & le  î.'  au  dedans.  Or  tous  les 
Il  angles  de  ces  7 Triangles  en  valent  ladcoits  ; & 
les  7 du  dedans  de  la  figure  valent  4 droits  j ( 6c 
quand  il  y en  auroit  mille,  ou  tant  que  l’on  vou- 
dra, ils  ne  vaudront  jamais  que  4droits , par  VIII. 
18.)  Donc  les  1 4 autres , qui  font  égaux  à ceux  de 
l’Heptagone  , valent  14  droits  moins  4 -,  c’eft  à 
dire  10  droits. 

O N. 

Les  figures  cfpeces  fe  peuvent 

confidcrer  ou  chacune  à part,  ou  en  les  comparant 
dcuxenfcmble. 


FIGU- 
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FIGURES  CONSIDEREES 
'A  PART. 

Définitions. 

1.  Celles  dont  tous  les  angles  font  é^au)f y 3t. 
s’apcllcnt  £^K/<r«^/er. 

2.  Celles  dont  tous  les  côtex  font  dgaux  , s’a- 
pdlent  £^Kf7«erex. 

Celles  qui  font  tout-enremblc  c'quianglcs  3c 
«^quilateres  , s’apeIlentXf^«/ierex. 

Et  on  met  aulH  le  Cercle  entrelesrc^licres>  à . 
caulc  de  fa  parfaite  uniformité , & qu’on  îcpeut  con  J 
fiderer-comme  un  Polygone  régulier  d’une  infinité 
de  cotez. 

4.  CeHcs  dont  les  angles  ou  les  côtex  foroient 
alternativcnoent  égaux -,  c’eftàdire  le  premier  égal 
au  3.®  5.*  7.*  9.*  8c  le  fécond  égal  au  4.'  6.'  8.» 
lo.®  fc  peuvent  apellcr  alternativement  équian- 
%les  ou  êqtfilateret.  > 

Mais  il  faut  remarquer  que  cela  ne  peut-être  que 
quand  le  nombre  des  angles  ou  des  côtex  efl  pair. 

Car  s’il  étoit  impair  ■,  le  dernier  & le  premier  le 
trouveroient  égaux  ; & par  confequent  le  pénul- 
tième 8t  le  pre^mier  feroient  inégaux:  & par  con- 
lequent  ils  ne  feroient  pas  tous  alternativement 
égaux. 


FIGURES  COMPAREES. 
DEFINITIONS. 


igures 


le  meme,  x r. 


Qu  AND  on  com,  J., 

genre,  c’elt  à dire  d’un  nombre  égal  de  cotez: 

I.  Si  les  angles  de  l’une  font  égaux  aux  angles 
l’autre  , on  les  apcllc  Eqnian^es  ; & ce  mot 
Q ac 
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ne  marque  pas  alors  que  les  angles  de  chique  fî. 
pire  fout  égaux  entr’eux  } mais  feulement  que 
ceux  de  Tune  (bnt  égaux  à ceux  de  l'autre  , cha> 
£UD  à chacun. 

X.  Si  les  cotez  de  l’une  font  égaux  aux  cotez  de 
l'autre , on  les  apelle  EquiUlem  > ou  Equilattrtt 
tntrtUtt. 

3.  Si  ellesfonttout-cnîcmblecquiangles&cqui- 
latcres  entr 'elles  , on  les  peut  apcilet  ToM-igaUs  -, 
ce  qu’il  faut  bien  diftinguer  de  celles  qu’on  apelle 
(Implemcnt  Egales. 

4.  Si  clics  (ont  équiangles  > & que  les  cotez  de 
l'une  Ibient  proportionels  aux  cotez  de  l'autre  > 
011  les  a(>elle  StmbUbUt. 

Ce  qui  fait  voir  que  les  tout-égales  (ont  toujours 
fcmbUblts  , puifqu’il  y a même  railôn  entre  les 
cotez  de  l’une  & de  l’autre , qui  eft  la  railbn  d’é- 
galité. Au  lieu  que  les  femUables  ne  Ibnt  pas  toâ- 
jours  ioM-égalts  : puifqu'il  peut  y avoir  une 
antre  railbn  que  celle  d'e^ité , qui  (bit  la  même 
entre  les  cotez  de  l'une  & de  l'autre. 

Les  cotez  des  figures  femblables  , entre  lefquels 
il  y a même  railbn  , s’apellent  les  cotez  Homole- 
fjffts,  qui  font  toujours  le  plus  grand  côté  de  l’une 
ta  de  l'autre':  & toujours  ain£  £t  c’cli:  ce  qui 
produit  ce  Théorème  ; 


I.  Theoréme, 


Les  circuits  de  deux  figures 
femblables  fbnt  en  meme  rai- 
lbn que  leurs  cotez  homolo- 
gucs. 

Car  fbj£|i|As[L,tCQib^  de 
l’uac  de^n|i!rêsyi.>^,i 
& de  l’autre  6,  c,  d. 

Puiique  B eft  à-b  , comme 
C àc)  &Dàd; 


Les 
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Les  trois  d'une  part  , ( qui  font  le  arcuit  de  la 
première  figure  , ) font  aur  trois  dei'autre  part , 

( qui  font  le  circuit  de  la  fécondé , ) en  même  rai- 
îbh  que  chacun  d'une  part  à chacun  de  l’autre. 

Ccd  ce  qui  a été  démontré'  II.  51. 

Autres  Depinitions. 

■Quand  on  compare  deux  ügures  de  même  xnu 
ou  ^ difEèrentes  efpeces  : 

5.  Si  le  circuit  de  l'une  eft  e'gal  au  circuit  de 
Tautre , on  les  apelle  Jfoftrimetres. 

6.  Si  l’elpace  que  comprend  l’une  eft  égal  à l’e* 
fpacc  que  comprend  l'autre  , on  les  appelle  ég*- 
W.  Ce  qui  appartient  au  Livre  où  l'on  traitera 
des  figures  conliderccs  lèlon  l’aire.  Et  ce  qu’il 
ne  faut  pas  confondre  , comme  il  a déjà  etc  dit  « 
avec  «elles  qu’on  appelle  tout-égalet. 

DES  FIGURES 
INSCRITES 
OU  CIRCONSCRITES 
AU  CERCLE. 


Des  Inscrites. 


_On  dit  qu’une  figure  rediligne  eft  inferite  ak 
Cerrle  , quand  les  lommets  de  fes  angles  le  trou- 
vent dans  la  circonférence  de  ce  Cercle.  D’où  il 
s’enfiiit  , 

1.  Que  les  angles  de  cette  figure  inferite  fo  doi- 
vent alors  confiderer  comra^fojjjp-i^^fo  au 

Cercle,  dont  il  a étiU-^  le  t 

2.  Qu’ainfi  les  angles  d'une  figure  inferite -ne 
fcauroient  être  égaux,  que  quand  les  deux  arcs  que 
foûticnnent  les  deux  cotez  de  chaque  angle  font 
egaux,  prisenlèinble , aux  deux  arcs  que  founennent 

Q.  a les 
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Jcs  deux  côccz  de  chaque  autre  angle  : par  :c  que  cha*.' 
cun  de  CCS  angles  a pour  tnefure  la  demi-circon- 
fcTcncc  , moins  la  moitié  des  deux  arcs  que  foû- 
rienncntfcscQtcz.  IX.  J 9.  D’oùs‘cn{uitcci;Jico- 
lémc: 


II.  Theoréme. 

Uni  Hgure  inferite  au  Cercle  ne  Içauroit  être 
tfquiangle  , qu’elle  ne  foit  équilatérale  , ou  abiô- 
lumcnr,  ou  alternativement  ; & ^ 

en  ce  dernier  cas  , il  faut  que  le 
nombre  de  les  coter  (bit  pair.  > 

•'  Car  afin  que  les  angles  d’une 
figure  inferite  au  Cercle  , ( qui 
(ont  des  angles  inferits  , ) (oient 
tou  s égaux:  il  fâutSc  il  fiiffitque 
les  deux  arcs  que  foûtiennent  les 
cotez  de  chaque  angle  pris  cn- 
icmble  fbient  égaux  aux  arcs  que 
(bûtiennent  aum  les  côccz  de  tout 
autre  angle  , comme  il  yient 
d’être  dit. 

Or  cela  eft  quand  tous  ces  ates 
font  égaux  : ce  qui  arrive  quand  la  figure  cft  ab- 
folumait  équilatérale,-  parce. ciuc  tous  fès  cour 
étant  égaux  , tous  les  arcs  qu  ils  ionticnnent  le 
foiKauffi.  , y 

.'  Mais  cela  arrive  «ncoxe  quand  ces  ares  ne. -font 
iqu’altcrnativcmcntégaux , poutveu  qu’ilsfoieiuen 
nombre  pair  ; parce  qu’alors  la  moitié  de  ces  arcs 
xtant  petits  & tous  égaux  entr’eux  , & l’autre 
anottie  ^ap«|duspra^  & tous  égaux  au  (Il  en> 
y”  ÎL  . . 7**^âîpurs  fiilvi  d'un  grand: 
jes  deux  ares  foûtenus  pat  jcs  côtezd’un  angle  in- 
icrit  pris  cnfèmWc,  feront  toujours  égaux  à deux 
.aunes  arcs  foùteous  par  les  cotez  de  tout  autre  an. 
^Ic.  JEtiÛQfi  «es  angles  feronc  égaux.  Or  pour 
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cda  il  l'ùffic  que  les  cotez  de  la  figure  foient  alter- 
nativement égaux  j parce  qu’alorsils  (bûciendronc 
des  arcs  alrcriiarivcmcnt  égaux. 

Mais  il  cfl:  bien  vifibk  qu’il  faut  en  ce  cas-îi 
que  le' nombre  des  cotez  foit  pair.  Car  s'il  e'toic 
impair , comme  de  9 ; il  y auroit  nccefTairement 
deux  côrci  , fijavoir  le  i ."  & le  9.'  qui  {croient 
de  fuite  tous- deux  grands  > ou  tous-deux  petits  ; 

Sc  ainlî  l’angle  compris  entre  le  1 & le  9.*  côté 
feroit  ou  plus  grand  > ou  plus  petit , que  les  au- 
'tres. 

Donc" une  figure  inlcritc  en  tm  Cercle  ne  {^au- 
roit  étrt  équiàngle  , fi  elle  n efi:  ou  abfolumcnc 
équilater-âle  ou  alternativement  ; & en  ce  dernier  • 
cas  il  faut  q^ue  le  nombre  de  fes  cotez  foie  pair. 

Des  Circonscrites 

A U ' C E R C L E. 

On  dit  qu’une  figure  cft  ûreonferite  à unCer-  xYr, 
ele  , quand  tous  les  cotez  de  la  figure  touchent 
le  Cercic.  Et  de. là  il  s’enfuit, 

I.  Qiie  les  argks  de  la  figure  font  des  angles 
circonferits  ; & pat  confcqucot  il  cft  bon  de  les 
confiderer  comme  des  angles  compris  entre  deux 
tang£i:tcs  , que  l’on  doit  prendre  comme  fi  cha- 
cune l'toit  terminée  au  point  de  ractouchemenr. 

D’où  il  s’enfuit  encore  > 

i.  Que  ces  angles  circonlcrits  {ont  toujours 
Ifolcelcs  parce  que  les  tangentes  menées  d’ua 
même  point  l'ont  égales,  VII.  59. 

5.  Que  les  angles  circonlcrits  font  égaux,  quand 
les  tangentes  dcT’un-  font  égales  aux  tangentes  de 
l’autre.  IX.  57... 

compolc  de  deux  tarl^l^fî'^'q^rvÏcnnem 
difFcrens  angles. 

Et  dtlâ  s’enfuit  ce  Théorème  ; 

0.5  lIETHwi 
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IIL  Theoréme. 

VII.  Une  figure  circonfcrite  au  Cercle  uc  {çauroic 
être  équilatérale  , qu’elle  ne  foit  c'quianglc  , ou 
abfolunicut  ou  altcrnativemeut  j & en  cé  dernier 
cas  il  faut  que  le  nombre  de  fès  angles  foit 
pair. 

Car  afin  qu’une  figure  circonfcrite  au  Cercle  foit 
c'quilater  le  , il  faut  & il  fufïir  que  les  deux  tau» 
genres,  dont  eft  compofé  chaque  côte  de  cette  fi- 
gure circonfcrite  prifes  cnfcmble  , foient  égales 
aux  deux  autres  tangentes  dont  fera  compofétouc 
autre  côté. 

Or  cela  cfl  quand  toutes  ces  tangentes  font  égal 
les  , ce  qui  . arrive  quand  tous  les  .angles  de  cette 
figure  font  égaux  ; car  ^ors" 
toutes  les  tangentes  font  égales 
aufîi.  , • , 

Mais  cela  arrive  encore  quand 
les  angles  de  la  figure  ne  font 
qu’alternativement^aur,  poui- 
veu  qu’ils  foient  en  nombre  pair, 
çn  forte  que  la  moitié  des  an- 
gles u'air  que  deux  petites  tan- 
gentes , ( ce  qui  fait  neanmoins  les  plus  grands 
angles , ) & l’autre  moitié  deux  plus  grandes  tan. 
genres  , Sc  que  toutes  les  petites  foient  égalcs.cn- 
tr’eilcs  , & les,  grandes  aufli , & qu’un  petit  angle 
foi:  ccûjours  fuivi  d’un  grand. 

Car  alors  chaque  côté  fera  compofé  d’une  peti- . 
te  & d’uue  grande  tangente , ( parce  que  chaque 
côte  , comme  il  a été  dit  , eft  compofô  de  deuap 
«lc.<^eux  difterens  angles.  ) 
nous  les,  cotez  ler«j...  ^am.  , 

Donc  une  figure  circonfcrite  au  Cercle  ne  peut-: 
être  équilatérale,  fi.  elle  n’cft  éqniangle,.  ou  abfb- 

lument 


* 


DE  GEOMETRIE.  Liv,  Xn.  %Cf 

himent  ou  altcrijariycmciit  -,  & en  ce  dernier  cas 
U faut  que  le  nombre  des  angles  foit  pair.  Ce 
qu’il  âlloit  démontrer. 

Des  Figures  Regulieres. 

Le  meilleur  moyen  de  bien  concevoir  les  figu-  xviït. 
Ks  régulières  > eft  de  les  conlîdeter  comme  inlcri- 
tes  en  un  Cercle  -,  parce  qu’elles  peuvent  toutes  y 
être  infcritcs,  félon  ce  Theoreme  % 


IV.  Theoréme. 

Toute  figure  régulière  peut-être  inferite  & xix, 
circonfcrice  au  Cercle  i parce  qu’il  y a toujours  dans 
ces  figures  un  point  qui  en  efl:  le  centre  > dont 
toutes  les  lignes  menées  à tous  les  angles , ( qu’on 
apelle  rajout , ) font  égales  j & dont  toutes  les 
perpendiculaires  menées  au  côté  > (qu’on  peut 
apeller  Us  rayons  droits  , ) font  auifi  égales  en- 
u’ellcs. 

Soit  une  figure  reguIiere  de  tant  de  cotez  & 
d’angles  que  l’on  voudra  ; 
il  fuffira  d’en  oonfidercr  -4 
ou  5 angles , dont  j’appcl' 
leray  les  fommets^,  d, 
g,  h.  • 

Si  de  t milieu  du  côté 
è d,  & fie  f milieu  du  côté 

en  élève  deux  perpendicuraires , elles  fc  rei»- 
contreront  étant  prolongées,  par  VI.  34. 

Et  le  point  c ou  elles  fe  rencontrent  fera  le  cen- 
tre de  la  figure  : 

Car  du  point  e , intervalle  cA.  décrivant  une 
circonférence  , clie_aaP— gf^^imninr s ft 

fi  y d.  vii.  3.  ^ 

Donc  les  trois  rayons  cJ,  c é,  & cd,  ferouc 
égaux. 

Q4 
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Donc  les  4 angles  ch  b,  c b h , c b d,  c d b, 
fcront  <^gaux  , par  VIII.  66. 

Donc  chacun  de  ces  trois  rayons  eh  , cb , ci, 
partage  par  la  moitié  l’angle  de  la  figure. 

Donc Vangle  c h g,  étant  égal  à l’angle  c b 6y 
t g bafe  de  l’angle  c h g , doit  être  égale  à t b , 
balê  de  l’angle  c h b,  par  VIII.  67. 

Donc  ce  4.*  rayon  c g cft  égal  aux  trois  au- 
tres. 

Et  il  eft  clair  que  quand  cette  figure  reguliert 
auroit  cent  mille  ai  glcs  , on  prouveroit  la  même 
choie  de  toutes  les  lignes  menées  de  e aux  angles  > 
qui  font  les  rayons. 

Donc  fi  de  ce  point  f , & de  rintervallc  d’un 
rayon  > on  décrit  un  Cercle  > la  figure  fera  inlcri- 
te  en  ce  Cercle,  puifque  tous  les  rayon»  étant 
égaux  , les  fommets  de  tous  les  angles  le  trouve- 
ront dans  la  circonfiirence  de  ce  Cercle. 

Et  delà  il  s’enfuit  que  tous  les  cotez  de  cette 
^gurc  lcront  des  cordes  é^es  du  ineme  Cer- 
cle. 

Donc  les  perpendiculaires  du  centre  aux  eôtez 
font  égales,  par  VU.  10. 

Ot  ces  perpendiculaires  en  font  les  rayons 
droits. 

Doik  fi  on  décrit  un  autre  ^rcle  de  l’interval- 
le d’un  rayon  droit  , c’eft  à otc  d’une  perpendi- 
culaire à un  côté:  cette  figure  fera  cireonferite  à 
ce  Cercle  ; puilque  tous  ces  rayons  droits  étant 
égaux  , il  n’y  aura  aucun  côté  qui  ne  touche  le 
Cercle. 


Corollaire. 

iner  trois  cholés 
de  figure  régu- 
lière. 

ta  première  | de  combien  de  degrez  cft  l’arc 

que 
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que  foûticnr  le  côcé  de  la  figure,  que  j’appcllcray 
fimplcmcnt  l’are  de  la  figare. 

La  féconde  , de  combien  de  degrez  cft  l’angle 
de  la  figure , c’eft  à dire  l’angle  compris  entre  le» 
deux  cotez  de  la  figure. 

La  troifi^mc  , quel  cft  auffi  l’angle  que  fait  un 
xiyon  fur  un  côte'.  C’eft  ce  qui  £c  verra  par  ces 
trois  Problèmes  : 


) 

I.  PROBLEME. 


D 1 T E*  M 1 N E R la  grandeur  de  l’are  de  toute  * x i,’ 
cfpece  de  figure  rcgulicre. 

La  circonférence  étant  divifée  en  560  degrez  , 
ou  Î.1600  minutes,  ou  1x96000  fécondes  : fi  orr 
divift  ce  nombre  pâr  celui  des  cotez  de  la  figure, 
le  quotient  feta  voir  dd  combien  de  degrez  , 00 
de  minutes  , ou  de  fécondes' , cft  l’are  dt  fa  fi« 
gurc. 

Ainfi  l’are  d’une  figure  de  1 5 cotez  cft  de  14 
degrez  ; purcc  que  15"  divifant  360,  le  quotient 
cft  14. 

L’àrc  d’uiic  figure  dfe  3600  cotez  cft  de  6 mi- 
nutes ; parce  que  21600  minutes  e'tant  divife'cs 
par  36(33,  le  quotient  eft  ^ 


II.  Problème. 

* * 

t » r 

Dîterminer  la  grandeur  de  Tangle  de  totr-  x x i 
te  efpccc  de  figure  régulière. 

Ayant  trouve  l’anr  par  le  premier  Problème  , 
ôter  les  degrez  de  cét  arc  de  i8o  v qui  cftlademi- 

• circonférence  ; ce  qur  ' ieftcra  feta  la  mefurc  de 
Pa;igle  de  la  figure. 

Car  tout  angle  d**^^  Q'uie“icgv..iC?î 
eenfideré  comme  un  angle  Ifofccle  inftrit  dansD^ 
Cercle,  qui  a pour  mefurc  la  dcmi-circonfefencc, 

• moins  l’arc  quefoûtientun  de  fès  côtei.  IX.  19.. 

Q.S  Et 


* 
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Et  aiiili  pour  avoir  la  grandeur  de  l’angle  d'une , 
figure  de  15  cotez,  il  ne  fiiut  qu’ôter  de  180  les 
14  degrez  de  l’arc  que  foûtienc  le  côté  de  cette  fi> 
gurc;  & ce  qui  reliera , qui  ell  156  > lëra  la  me> 
l'urc  de  l'angle  d’une  figure  de  1 5 côtez. 

Et  pour  avoir  l'angle  d’une  figure  de  ^600  cô- 
tez  , il  faut  ôter  6 minutes  de  180  degrez  , & 
ce  qui  reliera  , qui  eft  179  d.  54’.  Icta  Ijtmclùie 
de  l’angle  de  cette  figure. 

III.  PROBLEME. 

Det£R.miner  la  grandeur  de  l’angîe  que 
fait  le  rayon  lùr  le  côte'  de  toute  figure  regu- 
îierc. 

Il  ne  faut  pour  cela  que  prendre  la  moitié'  du 
nombre  des  degrez  que  vaut  l’angle  de  la  figure, 
parce  que  tout  rayon  partage  par  la  moitié  l’an- 
gle de  la  figure. 

Ainfi  l’angle  du.  rayon  fur  le  côté  dans  une  fi- 
gure de  15  côtez,  eft  de  78  degrez,  qui  eft  la 
moitié  de  15^.  Et  l’angle  du  rayon  fur  le  côté 
d’une  figure  de  3<oo  côtez,  eft  de  89.  d.  57’. 

CONSIDERATION 
SUR  LE  CERCLE. 

1 1 s Geometres  confiderenc  Ibuvent  le  Cercle 
comme  un  Polygone  d’une  infinité  de  côtez  : & 
félon  cela  , voicy  de  quelle  forte  on  devroic 
, marquer  les^  trois  chofes  que  nous  venons  de  dé- 
terminer dans  tout  autre  Polygone.  ' 

’ Puifque  l’arc  d’un  Polygone  régulier  'eft  dau- 
^ tant  plusng»^^  mic  l^r.mhrp  dc.fcs  côtez  eft 
' Polygone  d’une  in- 

*^niré  de  cotez  toit  infiniment  petit  , & qu’ainfi 
H ne  puiile  être  marqué  que  par  un  zéro. 

• . ■ Or 
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Or  fl  l’on  ôte  zéro  de  i8o  degrez  , il  rcltcra 
i8o  pour  l’angle  de  ce  Polygone  inHni. 

? Et  fî  l’on  prend  la  moitié  de  i8o  degrez,  il 
Tiendra  90  degrez  • ( qui  eft  la  mefute  d’un  an- 
gle droit , ) pour  l’angle  du  rayon  fur  le  côté  de 
ce  Polygone  infini. 

Aum  il  ell  vray  que  l’angle  du  rayon  fût  la  cir' 
conférence  d’un  Cercle  eu  droit  en  fà  manière  » 
puifque  le  rayon  coupe  perpendiculairement  fà  cir. 
conférence  ; & que  u cét  angle  eff  plus  petit 
qu*un  angle  droit  redhligne  > ce  n'eff  que  de  l’eC- 
pace.qui  eft  entre  la  circonférence  & la  tangente  r 
qui  eu  plus  petit  que  tout  angle  aigu  ; quoy  qu’il 
n’y  air  point  d’angle  aigu  qui  ne  puiflè  être  aivi' 
fé  en  une  infinité  de  plus  petits. 

Et  on  peut  dire  ai^  que  tout  point  de  la  cir* 
conférence  eft  comme  le  fbmmet  d’un  angle  de 
1-80  degrez  puis  qu’étant  partage'  par  le  rayotv 
en  deux  angles  égaux  , chacun  de  les  angles  de 
part  8c  d’autre  eft  droit  ai  fà  maniéré  j & qu’aio- 
fi  chacun  eft  de  90  degrez.  . 

DES  FIGURES 
REGULIERES 
COMPAREES  ENSEMBLE^ 

V.  THFaRÉME, 

Lis  figures  régulières  de  même  cfpece  » c’eft 
â.  dire  dautant  de  côtez  , font  toujours  fembla- 
bles  } 8c  les  circuits  fout  en  même  raifon  que  les 
côrcz. 

Car,  par  ce  qui  vienr  d’êrrr»  rür  . les  angles  dô 
deux  figures 

cellairrmcnt  égaux  ; leur  grandeur  étanT  v..  ^ 
minée  par  les  arcs  des  figures  , & ces  arcs  rétanr 
par  le  nombre  des  côtez  de  la  figure^ 

0^6  Eirl 
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Et  pour  ce  qui  eft  des  cotez  > ceux  de  chaque 
figure  étant  égaux  , on  peut  apcllcr  les  uns  b-y 
fit  les  autres  c. 

Or  il  eft  bien  clair  que  b.  c.  ■:  b.  e. 

Et  il  cft  clair  aufTi  que  i efi  à e,  comme  ro  b 
à la  c , ou  IOO&  à loo  c>  ou  looo  b à looo  c. 

(H- 15) 

Donc  les  circuits  ne  f^uroient  manqttcc  d'étte 
en  meme  raiTon  que  les  cotez. 

VI.  THEOREME. 

Deux  figures  régulières  e'tant  de  meme  e(pc- 
ce  , ces  4 chofes  de  l’une , rajon  , rayon  droit  , 
tâté } circHtt , font  en  même  raifon  avec  ces  4 au- 
tres memes  chofes  de  l’autre  ; c’eft  à dire  que  le 
rayon  de  l’une  eft  au  rayon  de  l’autre  , comme  le 
rayon  droit  au  rayon  droit , le  côtd  au  côtd  , le 
•circuit  au  circuit. 

Ces  deux  derniers  viennent  d'être  prouvez 
mais  ils  ne  laüTeront  pas  d’entrer  dans  la  preuve 
generale  des  autres. 

Il  ne  faut  pour  cela  que  conlîderer  dans  chacune 
de  ces  figures  un  angle  compris  entre  un  rayon  » 
fie  un  rayon  droit , qui  a pour  balè  la  moitié 
du  côté. 

Ces  deux  angles  (ont  fcmblables  en  toutes  les 
figures  régulières  de  même  efpecey  c’eft  à dire 
que  l’angfc  eft  égal  à l’angle  , & que  les  angles 
fur  la  ha!e  de  l’un  (ont  égaux  aux  angles  lut  la  baie 
de  l’autre. 

, Car  chacun  de  ces  angles  a pour  mefiire  la  moi- 
tié de  l’arc  de  la  figure  , puifque  là  balè  eft  la 
■jnoiiié  du  liirVÎ  les  figures  de  mé- 

^ ^'^■L^utant  de  degrez 
C , iiéqu  en  l’autre. 

Pour  les  angles  fur  chacune  des  baies,  cela  eft 
encore  plus  clair,  puifque  l'ua  cft  droit  en  l’un  fie 
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en  l’autre  , lavoir  celui  qui  cil  fait  par  le  rayon 
droit  5 & que  l’autre  dt  la  moitid  de  l’angle  delà 
figure , qui  cft  égal  en  toutes  les  figures  de  me-  • 
me  clpccc. 

Or  puilque  ces  angles  (bntlcmblables  j les  cotez 
font  proportionels  aux  cotez , & U bafe  à la  balè. 

(X.  i8.  ) Cdl  à dire  que 

Le  rayon  cft  au  rayon , comme  le  rayon  droit 
an  rayon  droit , & la  moitié  du  côté  à la  moitié 
du  côté  , & par  confequent  comme  le  côté  au 
côté , & le  dreuit  au  circuit. 

I.  Corollaire. 

Les  cotez  & les  dreuits  de  deux  figures  re<ni-  xxvrr. 
liercs  de  même  efpece  font  en  même  railon , que 
les  diamètres  des  Cercles  dans  lelqucis  elles  font 
inforites. 

Car  ces  diamètres  font  le  double  des  rayons  de 
ces  figures.  Donc  &c. 


ir.  Corollaire. 

Les  circonférences  des  Cercles  font  en  même  rai.  r 1 1 î, 

fon  que  leurs  diamètres. 

Car  les  Cercles  font  comme  des  Polygones  d’une 
infinité  de  côtez  ; & leur  circonfcrencè  eft comme 
le  circuit  comprenant  cette  infinité  de  côtez.  Donc, 
par  le  precedent  Corollaire,  ce  dreuit  d’une  infini-  - 
té  de  côtez  d’une  part,  eft  au  circuit  d’une  infini- 
té de  côtez  de  l’autre , comme  le  diamètre  au 
diamètre. 

C’eft  la  foule  voye  dont  on  peut  prouver  la  pro- 
portion des  circonférences  & des  diamètres.  Car 
n’y  en  ayant  point  pou 
immédiatement  , 


l’analogie  des  Polygones  (cmblables  d’un  fi  grand 
nombre  de  côtez  que  l’on  voudra  , qu’on  peut 
concevoir  être  inferits  dans  l’un  & l’autre  Cercle: 
Q.  7 comme 
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comme  de  cent  mille  cotez,  de  cent  millions,  d« 
sent  mille  millions,  &ain&  jufqu’â  l’infini. 

' Girplus  ces  Polygones  ont  de  cotez,  moins  ür 
y a de  différence  entre  la  circonférence  du  Cercle 
& leur  circuit,  VIL  xt.  Et  ainfi  quelque  petite 
eue  foit  une  ligne  donnée,  quand,  ce  ne  îèroic  que 
a cent  millième  partie  de  l’epaiflèur  d’une  fcüille 
de  papier;  on  peut  concevoir  un  Polygone  de  tant 
de  cotez  infirit  dans  l’un  & dans  l’autre  Cercle , 
que  la  différence  de  fbn  circuit  d’avec  la  citconfe. 
tcnce  de  ces  Cercles  fera  imorndie  que  (xtte 
ligne  donnée. 

Oc  de  quelque  grand  nombre  de  cotez  que 
Ibient  ces  Polygones  , leurs  circuits  feront  toû> 
jours  en  même  caifbn  que  les  diamètres , par  le 
Corollaire  precedent. 

Donc  on  doit  conclure  par  une  analc^ie  ttés- 
certaine  , que  les  circonférences  font  aumenmè' 
me  raifbn  que  les  diamètres. 

• } 

III.  Corollaire. 

Z XI Z.  Si  deux  figures  regulieres  de  même  elpece  ont 
‘ de  régalité  en  l’une  de  ces  quatre  chofès , rayon, 

rayon  droit,  côté,  circuit  :.!elles  l’ont  en  tout , & 
font  tout-égales. 

' C’elt  une  fuite  évidente  du  lîxiéme  Théorème, 
x6.  SKp. 

IV.  Corollaire. 

L’uni  de  ces  quatre  cho'cs  étant  donnée  , la 
grandeur  de  la  figure  régulière  eft  déterminée  : 

* e que  d’une  forte, 
facile  de  là  décrire  ; 

^ ^ , aifé  ou  de  trouver 

le  côté  d’une  figure  régulière  en  ayant  le  rayon,, 
ce  qui  eft  la  meme  chofè  que  de  l’infcrireen  un 
Cercle  donné  r ou  d'en  trouver  le  rayon  en  ayant 

le 
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le  côté  s ce  qui  efl  la  même  choie  que  de  trouver 
le  Cercle  dans  lequel  une  figure  dont  le  côté  cft 
donné  puifle  être  inferite.  C’eft  det^uoy  nous  al> 
Ions  traiter.. 


VE  VINSCRIPTION 

ou  CIRCOSSCRITTlOlf 

^ une  figttre  regnliere  , dt  uÜe  effece 
qttQ»  voudrai  dans  un  Cercle 
donné. 

Il  cft  bien  facile  par  ce  qui  aéré  dit,  nnefiga-  ixxi* 
rc  reguliere  étant  décrite  , d’en  trouver  le  rayon 
pour  l’infcrire  dans  un  Cercle  r mais  il  n’eft  pas 
audi  facile  d'inferire  dans  un  Cercle  donné,  telle 
figure  reguliere  que  l’on  voudra.  Et  (buvent  mê> 
mes  on  ne  le  peut  que  mecbaniquement  T & noO' 
Géométriquement  , au  moins  par  la  Geometrie 
ordinaire  ; parce  qu’elle  ne  donne  pas  le  moyen  de 
divifer  un  arc  donné,  en  3,  en  5,  en7&c.cequi 
(croit  fouvent  ncceflaire  pour  infetire  en  un  Cercle 
donné  telle  figure  que  l’on  voudroit. 

Ainfi  je  penfe  que  tout  ce  que  l’on  peut  faire  de 
mieux  fc  réduit  à ces  deux  règles  generales,  & à. 
quelques  Problèmes  particuliers  : 


PREMIERE  REGLE' 

, GENERALE. 

Lors  ou’  on  fçait  infetire  en  un  Cercle  don-ixxif^ 
né  une  ccnainc 

moins  de  côteX)  félon  la progrcflion  double. 

C’eft  à dire  qui  en  ont  deux  fois  moins,  4 foi» 
moins  » 8 fois  moins  &c.  jufquesàce  qu’on  foie 
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arrivé  ou  à 4,  ou  à un  nomlre  iqipair  j cjuinefè 
puilTe  plus  divifer  parla  moitié.- 
Ou  qui  en  ont  d.-ux  fois  plus  > 4 fois  plus  , 8 
fois  plus  &c.  jufqu’à  l’inHni, 

Suppolôns,  par  exemple,  q\i on  fçacfic  inlcrirc 
dans  un  Cercle  donné  une  figure  de  côrez. 
La  corde  qui  foûtiendra  deux  arcs  de  cette  figu- 
re , fera  le  côté  d’une  figure  de  16.  Et  celle  qui 
foûtiendra  deux  arcs  de  la  figure  de  16  c&tez  / 
fetale  côté  d’une  figure  de  8.  Etainû  de  fuite. 

Et  au  contraire  la  corde  qui  foûtiendra  la  moi- 
tié de  l’arc  de  cette  figure  de  ji  côtez  , fera  le 
côté  d’une  figure  de  64..  Et  celle  qui  foûtiendra- 
la  moitié  de  Tare  d’une  figure  de  64  côtez  , fe- 
ra le  côté  d’une  figure  de  iz8  côtez.  Et  aiofi 
à l’infini. 

SECONDE  REGLE 

GENERALE. 

Lorsque  l’on  fçaft  inferire  une  certaine  cf- 

{'  >ecc  de  figure  régulière  en  un  Cercle  donné  , on 
a fçait  auni  circonfccirc. 

Caravane  les  points  de  tous  les  fbmmetsdes  an- 
gles dei’infcrite,  les  nngentes  au  Cercle  à ces  mê- 
mes points  étant  prolongées  jufqucs  à cc  qu’elles 
ft  rencontrent , font  une  figure  lemblable  circon- 
ferite  au  meme  Cercle  j pui/que  d’une  part  touS' 
les  angles  circonfcrics  de  cetre  figure  font  ^aux,. 
étant  appuyez  fur  des  arcs  convexes  égaux  ; &quc 
de  l’autre  chacun  de  ces  angles  eft  égal  à l’angle 
de  la.  figure  infcriie.  IX.  5 j & 54, 
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P ROBLEMES 
PARTICULIERS. 


I.  Problemê. 

Inscrire  un  Quadrilatère  régulier  (qui  xxiiT. 
•'apclle  QMarri  ) dans  un  Cercle  donné. 

Deux  diamètres  qui  fc  coupent  perpendiculaire- 
ment , partagent  la  circonférence  en  4 parties  , 
dont  chacune  eft  l'arc  du  Quarré  iufciit  dans  Le 
Cercle.  , 


• Corollaire. 

Incrire  dans  un  Cercle  donné  une  figure  xxxv. 
de  8 côtez  , de  16  y de  32  > & ainfî  ariunni. 

I."  Réglé  generale. 

IL  PROBLEME,  * 

Inscrire  en  un  Cercle  donne  un  Hexago-  xxxvr. 
ne  régulier. 

Le  demi  diamètre  ou  rayon  cft  lè  côté  de  l’He- 
xagone. Car  ayant  fait  un 
angle  compris  par  deux 
rayons  , & ayant  pour  bafe 
une  ligne  égale  au  rayon  r cét 
angle  e(t  de  60  degrez  > 
puiftju’il  cft  égal  à chacun 
des  angles  fur  la  bafe  , & 
que  les  trois  emfcmble  valent  180  degrez.  ( VIII. 
fil.  ) Donc  chacc 
degrez  cft  l’arc  de 
di^eue  cft  le  côté 


LCo- 
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I.  Corollaire. 

Xxxvii.  iNscRiRscnuD  Cercle  donné  un  Triangle 
régulier. 

Doubler  l’arc  de  l’Hexagone  , pat  la  r.™  Rè- 
gle generale. 

• II.  Corollaire. 

XXXTiil.  Inscrirb  en  un  Cercle  donné  une  figure dçr 
n c6tcz  , de  24)  de  48  t & aiull  â l’infini» 
r.’*  Réglé  generale. 


III.  PROBLEME. 


XXXIX.  iNScRiREenun  Cercle  donné  on  Décagone  I 
ou  figure  de  dix  côtez. 

Ayant  divifé  le  demy  diamètre  en  moyenne 
& extrême  raifon,  (par  XI.62. ] la  plus  Àande 
é partie  de  cette  I^c  amfi  divifée  ^ le  côté  au  Dé- 
cagone. Car  êlfc  foûÿcnt  un  arc  d«  } « degeez  x 
par  XI.  68. 


I.  Corollaire. 

jti.  In  s CR  iRB  en  un  Cercle  donné  xm  Pentagol 
ne  ou  figure  de  cinq  côtez. 

Doubler  l’arc  du  Décagone  , par  la  i.”  Réglé 
generale. 


IL  Corollaire. 


xtr.  Inscrire  en  un  Cercle  donné  une 'figure  de 
lo  côtez , de  40  > de  80 } & ainû  à l'infini,  i."  Rc- 


ROBLEME. 

XIII.  In  SC  R 1RS  en  on  Cercle  donné  une  figure  de 

t S côtez.  De 
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De  l’arc  de  l’Hexagone , qui  eft  de  éodegrez» 
ôter  l’arc  du  Décagone , qui  eft  de  3 ^ : il  reliera- 
un  arc  de  14  degrez , qui  eft  l’are  d’une  figure  de 
15  côccz}  parce  que  24  fois  15  font  3^0. 

Corollaire. 

IHSCIUI3S  en  un  Cercle  donné  une  figure  de  * 
30  cotez  T de  60  , de  120  j & aiuü  à l’infini. 
*•!*  Règle  generale. 
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DES  TRIANGLES 
E T CLU  ADRILATE'RES 
CONSIDEREZ  SELON 
LEURS  COTEZ 

ET  LEURS  ANGLES^ 


'P  R E'  S ce  qui  a éié  dît  det  figures  en 
refie  plus  que  d'expli- 
^^^H/ttfM^^/gticulier  aux  Tria»' 

gles,  ^ aux  ^^udrilateres. 


PRE- 
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PREMIERE  SECTION. 


. . Des  Triangles. 

I.  Lemme. 

■U  N Angle  avec  fa  bafe  , cft  la  m5me  cbofc  s, 
Qu’un  Triangle.  Et  ainfi  tout  cc  cjui  a ét<f  dit 
toans  les  Livres  des  Angles  , des  ProportioncIIcs , 
des  Réciproques.  , & des  Angles  coiifiderez  avec 
leur  bafe,  fcpcüt  fans  peine  afphqueraux  Trian- 
gles- . 

II.  Lemme. 

Tout  Triangle  le  peut  infcriic  en  un  Cercle. 

Car  il  nc.faut'quc  trouver  la  circonférence  qui 
pade  par  les  trois  foiumets  des  trots  angles  , 
par  Y1Ij  4. 

III.  Lemme. 

Définition. 

L E côté  quelconque  d’un  Triangle  en  peut  être 
apcllé  U baji  -,  & les  deux  autres,  fts  côter^  ; fc 
alors  l’angle  foûtenu  par  la  bafe  efl:  apellé  t angle 
'Ah  fommet  ; & la  diftancc  de  cc  fommct.à  la  b^Ic 
Cil  apcllce  la  hauteur  du  Triangle. 


triangles 

CONSIDEREZ  *A  PART. 


Tout  Triangle  a fes  trois  angles  égaux' 
deux  dr^ts.  YlU.  64. 


I,  Co« 


1 


1 

1 


1 


« 


L 


\ 
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' Tons  les  trois  angles  d’un  Triangle  peuvent 
être  aigus  j mais  il  n y en  peut  avoir  qu’un  droit 
ou  obtus. 

IL  Corollaire, 

s I l’un  des  angles  d’un  Triangle  elt  droit > les 
deux  autres  valent  un  droit.  . * ’ 

III.  Corollaire,'.!  'J, 

Qui  connoît  la  grandeur  de  deux  angles  d^oo 
Triangle , connoît  h grandeur  du  3.®  Car  ôtant  de 
la  demy- circonférence  fes 'deux'  dont  on  connoît 
la  grandeur , ce  oui  refte  eft  la  grandeur  du  3*. 

Qui  connoît  de  combien  de  degrez  &nt  les 
deux , fçait  de  combien  de  degrez  eft  le  3 Car  ôtant 
de  180  le  nombre  des  degrez  que  valtnt  les  deux, 
ce  qui  refte  eft  le  nombre  des  degrez  queYaulf  le  3.» 
Si  les  deux  valent  108  degrez  , le  3*.  en  vaut  71. 

IL  Theoréme. 

E N tout  T riangle  le  plus  grand  côté  (ôûtient  le 
plus  grand  angle  , & le  plus  grand  angle  elt  fbû- 
tenu  par  le  plus  grand  cote.  Car  par  Te  z®.  Lem- 
me,  tout  Triangle  peut  être  inferit  dans  un  Ccr- 
de , & alors  la  circonlércuce  du  Cercle  eft  parta- 
gée en  trois  arcs  , lùr  chicun  ddquels  eft  apuyd 
chacun  des  angles  du  Triangle.  — 

Or  ces  trois  arcs  font: 

« tr  A c ^*^11 


I.  Corollaire, 


Iflînacs  angles  du  Trian- 
gle eft  aigu.  ( IX.  26.)  Et  il 
eft  clair  que  le  plus  grand  au- 
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^le  (ftant  apuyc  fur  le  plus  grand  arc  > elt  aulU 
ioûccnu  par  le  plus  grand  côte'.  VU.  ii. 

1.*  Cas,  Ou  l’un  de  ces 
arcs  cil  une  demy-circonferen- 
ce , & les  autres  moindres  ; & 
alors  l’angle  apuyc  fut  la  de. 
my-circonfercnce  eft  droit  • 

( IX.  i6.  ) & par  coulèquenc 
je  plus  grand  de  tous  ; comme 
aulli  le  côté  qui  le  foûtient  , 
qui  cil  un  diamètre  > eft  plus 
grand  qu’aucun  des  deux  au- 
tres. VII.  lo. 

3.*  Cas.  Ou  l’un  de  ces  arcs 
■eft  plus  grand  que  la  demy-ctr- 
cotuètence  -,  & alors  l^angle  appuyé  ftir  cét  arc  eft 
obtus  ) ( IX.  x6.  ) & par  conlcquent  le  plus 
grand  de  tous  : comme  aufll  le  côté  qui  le  fou- 
tient  terminant  le  legmcnt  dans  lequel  eft  cét  an- 
»gle  obtus  , eft  plus  prés' du  centre  qu’aucun  des 
deux  cotez  qui  le  cot&prennenc  , 8c  ainG  plus 
grand.  VU.  10. 

I.  Corollaire. 


T ous  les  côtez  d’un  Triangle  étant  égaux» 
tous  les  angles  le  Ibntaulfi;  8c  au  contraire  tous 
les  angles  étant  égaux  , les  côtezle  font  aullî. 

Car  étant  inlcrit  dans  un  Cercle  , les  cotez 
égaux  foüticnnent  des  arcs  égaux.  (V.  z6.  ) Or 
les  angles  apuyez  fur  des  arcs  égaux  , font 
égaux.  IX.  20. 

Que  fi  au  contraire  on  fiipo.oit  .les  trois  angles 
égaux  j ou  prouveroi^^ll^lpiMip^Pi^l^i^^ 
les  côtez  font  égauli^^sncs  angics^^Pi||H| 
sont  apurez  lût  des  arcs  égaux.  IX.- 10..  Or  les 
arcs  égaux  fout  foùtenus  par  des  cotez  égaux. 
V., 

II.  Co” 
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IL  Corollaire. 

En  tout  Triangle  qui  a deux  cotez  ^gaur  / 
les  deux  angles  foutenus  par  ces  cotez  égaux  font 
audî  égaux  ; & au  contraire.  Euinîcrivant  ce 
Triangrc  dans  le  Cercle  , on  prouvera  ce  Corol- 
laire de  la  même  forte  que  le  precedent. 

On  laide  à trouver  beaucoup  d'autres  manières 
don  c on  le  peut  démontrer. 

* III.  THEOREME. 


Lbs  lignes  qui  divilènt  par  la  moitié  chacun 
des  anglcs'd’un  Triangle  , fe  pcncontrenc  eu  un  mê- 
me point  au  dedans  du  Triangle. 

Soit  le  Triangle  6cd. 

Soit  l’angle  a divife  par 
la  moitié  par  df,  8c  c di- 
vifé  par  la  moitié  par  cp , 

& que  d f & c P (e  coupent 
en  r ; je  dis  que  la  ligne  ^ r 
divilèra  audi  l’angle  i par  la 
moitié. 

Car  (par  X.  32.  ] L’angle  d étant  divifé  parla 
moitié  J 

d&.  i>q.  ::  de.  c q. 

Et  par  la  même  raifoii  confîderant  dq  com- 
me la  bafe  de  l’angle  edivifépar  la  moitié  par  cr  : 
c d.  c q : ; dr.  q r. 

Donedé.  bqi:  dr.  q r.  {ÏL^6.) 

Donc  ( pat  X-  33.  ) la  ligne  è r divifo  l’angle 
b par  la  moitié.  Ce  qu'il  falluit  démontrée. 


j^IRE. 

"^gnes  coupant  paï'î^^.ioitié  les  angles  d’un 
Triangle  font  plulieurs  proportions.  On  Its  peut  ré- 
duire à 9 , en  commcuçaiu  la  compataifon  par  les 
portions  des  fecantes. 

Ppur 
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Pour  Panglc  b. 

, S bd.  dr. 

Donc  bd.  dt.  ::  bc^  cs» 

Pour  l’anelc  e. 

ç ed.  dp. 
cr.  rp.  ::  \ 

Donc  cd.  dp.  ::  bp. 

Pour  l’angle  d.  _ '*> 

, Ç db.  b (f. 

*'■  ’t-  l de.  Cf. 

Donc  db.  bq.  ::  de.  cq. 

I.  PROBLEME. 

Faire  un  Triangle  de  trois  lignes  donutlcs. 
U faut  que  deux  quelconques 
pii£ès  eiilcmble  foient  plus 
grandes  que  la  j.* 

De  chacune  des  deux  extre- 
tnitez  de  l'une  des  donne'cs  dé- 
crire un  Cercle  de  l’intervalle 
de  chacune  des  deux  autres  ; 
où  ces  deux  Cercles  fe  rencontreront , ce  lèra  le 

Îoint  où  il  faudra  tirer  les  deux  côtex  du 
rianglc; 

II.  PROBLEME.  • 

Faire  le  Triangle  dont  on 
a un  angle  , & la  grandeur  des 
cotez  qui  le  comprennent. 

Ayant  mis  ces  deux  côtez 
en  forte  qu’ils  folTei . 
donné:  b ligne  qui  ci^bïhdra 
les  cxtrcmitez  achèvera  le 
Triangle. 


KllXt 


UI.Pr«- 
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III.  PROBLEME. 


F A I R ï le  T riangle  dont  on 
a un  côte  , & les  deux  an- 
gles lùr  ce  côté. 

Tirant  des  lignes  fur  les  er- 
tremitex  du  coté  donné  qui 
faflent  les  angles  donnez  ; où 
elles  fc  rencontreront  elles 
achèveront  le  Triangle. 


A 


* X 

* V 

Z_\ 


IV.  PROBLEME. 


Faire  le  Triangle  dont  on  a un  angle  , un 
des  côtez  qui  le  comprennent , & la  grandeur  du  cô- 
té qui  le  foûtient.  , , • 

Soit  A c le  côté  donné  comprenant  l’angle  dori- 
né  > & c d la  grandeur  du  coté  c^ui  doit  (bûtenir 
l’angle  donné.  Tirant  de  b une  ligne  indéfinie 
qui  te  fur  b e l’angle  donné  , & décrivant  un 
Cercle  de  c , intervalle  ci: 

I « C A s.  Ou  ce  Cercle  ne  coupera  rindehme 

qu’au  point  d ; 


ce  qui  arrivera 
toujours  quand  le 
côté  qui  doit  fbû- 
teuit  l’angle  don- 
né eft  plus  grand 
que  celui  qui  le 
comprend:&  alors 
le  Triangle  fera  A c d. 

2.*  Cas.  Qu  le  Cercle  coupera  l’indefime  en 
eart , comme  en  f & en 
ou 


b Cf. 


ix  alors  le  Triangi».  ^ouria  être  b c d 


Et  pour  fçavoir  lequel  des  deux  c’eft  preeifé- 
mem  : il  Audroit  avou  déterminé  fi  A f doit  foû- 
. _ teuir 
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tenir  un  angle  aigu  , ou  s’il  doit  dbüteniE  un  an* 

^e  obtus. 

Car  (\  h c doit  foCiteoit  un  angle  aigu , le  Trian* 

frie  eA  b c dy  & s’il  doit  £bûcemr  uu  angle-pbtus* 
e Triangle  çAb<f. 

TRIANGLES  COMPAREZ. 

, I:,  XHEORÉtlf, 

Deux  Triangles  font  tout-dgaux/  quand  les  xvi, 
cotez  ale.. l’un  font  égaux  aux  cotez  de  l’autre  , 
chacun  à chacun.  Qu:  alors  les  angles’ de  l’un 
font  aufo  égaux  aux  angles  de  l'autre  > par 

Vm.  66.'  ^ ^ 


IL  Theoréme.  . 

* D E U X Triangles  font  tout-dgaux  quand  ils  ont  x v 1 1, 
un  angle  dgal  , & que  les  cotez  qui  comprennerit 
dans  1 un  cdt  angle  égal , font  dgaux  à ceux  qui  le 
comprennent  dans  Vautte  , chacun  à chacun. 

Car  alors  la  bâfo  e(l  aufll  dgale  à la  baie  , par 

vm.  67. 


III.  ThEORÉ ME.  • ‘ 


Deux  Triangles  font  tout-dganx  (juand  ils  ont  x > 
un  côté  égal  , & que  les  angles  fur  ce  côté  égal 
font  égaux  chacun  à chacun. 

Car  ces  deux  angles  étant  égaux  chacun  à cha- 
cun, le  troifiême  qui  eft  ccluy  que  foûtient  le 
_ côté  égal,  fera  égalaufo.  ('VllI. ^4.  ) 

Si  donc  l’on  s’imagin^^^^||jfai|||Triang^ 
font  inferits  chacurafllB^ 
feront  égaux,  (parX.iyt  ) parce  que  le  côte 
foûtiendra  dans  ces  deux  Cercles  des  arcs  d’autant 
de  degtez.  • • - 

‘ R i ‘ Donc 


ti  I. 


I 


I 

I 


4 
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Donc  les  detix  autres  angles  étant  égaux  chacun 
à chacun  , feront  appuyez  fur  des  arcs  égaux  ; 

3ui  étant  de  Cercles  é^x  , feront  {bûteous  par 
CS  cAtez  égaux  chacun  â chacun.  V.  i6. 

Donc  les  trois  cotez  de  ces  deux  Triangles  G>at 
égaux  chacun  à chacun  , auflt  bicoque  les  angles. 
Donc  üslbDt  tout.égaux. 

IV.  Theoréme. 


£ 

PM*  M M • ^.*4  ••  r 


f à 


xjx,  Si  deux  Triangles  ont  ces  trois  cholèségales  » 
Un  angle  > comme  celui  dont  le  {bmmet  eft 
en  3. 

Un  descAtez  qui  comprennent  cét  angle,  com* 
me  A c. 

' £t  le  côté  qui  le  ibûtiait , comme  c d , ou  c/: 

Il  £tut  outre  cela  ahn  qu'ils  foient  tout-égaux  ^ 
ou  que  l'angle  que  Ibûtient  A c»  ne  {bit  obtus  ny 
dans  l'un  ny  dans  l'autre,  ou  qu'il  foit  obtus  dans 
côus-les  deux.  < 

Car  fuppolânt  qu’on  eût  mené  par  rune  parallè- 
le à A .d: 

Ces  deux  Triangles  feroient  enfermez  entre  deux 
efpaces  parallèles  égaux  ( pat  VIII.  58.  ) parce  que 
^ c ell  ^le  fie  fût  le  même  angle  c A d dans  l'un 
■fie  dans  Pautre. 

Donc  le  côté  ed  . tm  r f.  étant  égal  par  Phy- 

: s’il  cft  oblique 
tbus-les  deux  vers  u üiême  endroit , il  fait 
le  meme  angle  aigu  dans  Pun  & dans  l'autre , lor{^ 
que  c'eft  vers  le  dedahs  du  Triangle  qu'il  cft  incli- 
né, conunc  quand  c’eft  cd  en  Pun  & en  l’autre  -, 
- ~ ou 


• ! 


t 
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ou  le  même  angle  obtus  , quand  c'ed  vers  le  de., 
hors  > comme  fi  c'elt  ef  ca  t’un  & en  l'autre, 

yill.  55. 

Donc  les  deux  Triangles  qui  avoient  déjà  deux 
côrez  égaux  par  l’hypochcfè  f lè  ^trouvant  encore 
avoir  deux,  angles -égaux  % flc'par  confequenc 
trois  , { Vm.  64.  ) uronc  tout-égaux  pat  le  z.* 
Thcoréme. 

Mais  fi  le  côté  qui  foûtient  TAngte  B éioït 
verfcmcnt  incliné  dans  ces  deux  Triantes,  com* 
me  fi  c'étoit  c d dans  l’un  8c  c f dans  l'autre  : 
ces  Triangles  n’auroient  garde  d’être  tout-^ux 
puifciue  cd  fèroic  dans  l’un  un  angle  aigu»  & Cj 
dans  l’autre  un  angle  obtus. 


i 

Cf 


Corollaire. 


Dans  l’hypothefe  du  precedent.  Theoréme  , 

• lorfquc  des  deux  cotez  fuppofcz  égaux  dans  les 
deux  Triangles  > celui  qui  foûtient  l'angle  fuppofé 
égal  eft  plus  grand  que  celuy  qui  le  comprend  , 
les  deux  Triangles  font  certainement  tout-égaux. 

Car  alors  dans  l'un  & dans  l’autre , l’angle  c d ô 
dl  neccflaircmcnt  aigu , par  8.  S. 


« y 


'.V.  Theoréme, 

* 

D aux  Triangles  équiangles  entr’eux  (bnrfcm- 
blables.  Ceft  à dire  que  les  côsez  de  l’un  font  pro- 
portioucls  aux  cotez  dé  Tautre.  C’eft  ce  q^ui  a . 
été  prouvé  en  diverfes  manières  dans  les 
.{ivres  des Proportionelles.  Voyez  X.  18 • 


Avertissement 

• ET  DhJ 


comparant  deux  Triangles  (émblables 
raut  toujours  cortiparetic  plus  grand  cWde  l|’unî' 
»u  plus  grand  coté  de ^ l’autre  , le  moyen 'au 
■R'i"'  ‘ ihoyeM 


1; 


■ A 

V 


1 

■*v. 
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moyen , & le  plus  petit  au  plus  petit.  Ainfi  en  deux 
Triangles  fcmblabics  le  plus  grand  côté  étant  ap- 
pelle b.h.  ' 

Le  moyen  d.d. 

Et  le  plus  petit  A.  h. 

b.  b.  ; ; d.  *d.  : : é.  h. 

Et  ces  cotez  que  l’on  doit  compatei  colcmble 
s'appellent  homologHts. 

’ , I.  Corollaire. 

XXII.  cotez  qui  foûticnnent  les  angles  égaux, 

font  botnplogues.  Car  dans  l'un  & dans  l'autie 
te  plus  grana  côté  foûtient  le  plus  grand  angle  ^ 
le  moyen  côté  le  moyen  angle  ; le  plus  petit  côté 
le  plus  petit  angle.  Cela  £è  ptoQve  encore  par 
X.  i8.  , . . • * 

II.  Corollaire. 

1 , D BU  X Triangles  font  équjangles  , fi  deux  an- 
^ * gles  de  l'un  lont  égaux  à deux  angles  de  l’autre > 

chacun  â chacun^  Car  il  s’culiiit  de -là  que  le  5.* 
ell:  aulli  égal  au  ^ ‘ 

VI.  Theorîêmb. 

X X X ^ ^ ^ ^ Triangles  ont  un  angle  égal  j 

& les  cotez  qui  comprennent  ces  angles  , p'ropor- 
^ ,tioneIs,  ils  font  lèmblables.  ,Car  a£>rs  la  bafè  ell 
aulfi  proportionejle  à labalè  , ik  les  deux  angles 
fur  cette  baie  égaux,  par  XI.  57.  . . 


•i  VII.  Theoréme, 

âmêrae  hautéur  , les 
^ diftantes  de  la  ba(è 

dans  l’un  & dans  l’aiTtre  font  eotc'ellcs  comme 
ces  baies,  ^ ' r. 

Cela  eft  dcihontréX.  xo.  ^ 

ym.THso- 


€ 


2 * 


& 
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VIII.  Theoréme. 

Deux  Po- 
lygones quel- 
conques étant 
femblables  , 
peuvent  être 
partagez  cha- 
cun en  autant 
de  Triangles 
l’un  que  l'autre;  qui  feront  tels  > que  ceux  d'une 
part  font  femblables  â ceux  de  l’autre  part , cha. 
cun  à chacun  ; & les  cotez  homologues  de  deux 
de  ces  Triangles  femblables  , font  en  même  raî- 
Ton  que  ceux  de  deux  autres  femblables. 

Soient  deux  Hexagones  irréguliers  femblables 
BC  D F G H , b c i f ^b.  Soient  menées  dans 
le  grand  des  lignes  de  2 a D > à ^ , à G.  Et  de 
m^edans  le  petit. 

L'un  & l’autre  Hexagone  fera  partagé  en  4 
Triangles, 

B C D.  BDF.  B F G.  B G H. 


/ 


XXT  1. 


Sçavoir 


bcd.  b if.  bfg.  bgh. 

Qui  font  femblables  deux  à deux  , B C U i 
Itd  &c. 

Car  les  angles  CSc  t font  égaux  , par  l’hypo- 
thele  que  les  Hexagones  font  femblables  ; & les 
côtez  C B 8c  C D font  proportioncis  aux  cotez 
c b 8c  c d,  par  la  même  hypothefe. 

Donc  les  bafès  B D 8c  b i font  auflî  proportio- 
nelles  aux  côtez  ; & les  Triangles  font  lembla- 
bles,  parlcô.' Thcore'me. 

BD  F 8cb  df  font^  1 H H Cai 

D F 8c  c 


angles  C 


.atic  égaux  pat 


fe , fi  on  en  ôte  les  angles  B D C 8c  b d c 
font  égaux  aufli , ( comme  on  le  vient  de  voir  ; ) 
les  angles  B F 8c  b d J demeureront  égaux. 

' R 4 Or 


- V. 
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Or  les  côtcz  de  ces  angles  BD  8c  D F d'une 
parr>  8c  bd  8c  if  de  l’autre,  font  propoitionels. 

Donc  les  bafes  B F 8c  h f font  proportionellcsaux 
cotez  , & les  T rianglcs  BD  F 8c  bdf  femblables. 

On  prouvera  la  meme  choie  , & de  la  meme  ma- 
niéré , des  autres  Triangles.  Donc  les  Triangles  . 
d'une  part  font  lemblablesà  ceuxde  l’autre.  < 

11  refte  à prouver  que  les  cotez  homologues  de  I 

deux  de  CCS  Triangles  femblables  font  en  même  i 

taifon  que  ceux  de  deux  autres  femblables  ; ce  qui 
cft  aife.  Car  prenant 'dans  les  deux  Hexagones  tes 
points  B 8c  b pour  fommet  commun  des  quatre 
Triangles  : ils  auront  chacun  pour  bafc  un  des 
.c6tezdc  l’Hexagone  : les  deux  premiers  C D 8c 
C(f,  les  deux  féconds  DF8cdf8cc. 

Or  par  l’hvpothcfc  C D.c  d.  : : D F.if.  • j 

Donc  les  bafes  des  deux  premiers  Triangles  font 
proportionclles  aux  baies  des  deux  (cconds.  £c  i 

aiulides  autres. 

, Avertissement. 

( 

On  bmtt  diverfes  chofes  qui  pourreient  être  iittt  \ 
dt  s Triangle  s femblablet  i parce  qu’il  n’y  a rien  en 
tint  cela  qui  ne  fe  trouve  facilement  par  ce  qui  a 
été  dit  des  Jongles  cenfidere\  avec  leurs  bafes  dans  \ 
les  deux  Livres  des  TroportioneUeS’ 

’ ' I 

DIVISION  DU  TRIANGLE  . 

EN  SES  ESPECES. 


fedivife  félon  les  cotez  & félon  fes 
ils’ap-  ' 


dgaui , 
Tous-trois  égaux 


Scaidne. 
Ifofcc'le. 
Equilàtcral 


Les 


\ 
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L f Tous,  trois  aigus,  Oxygonc 

-S  Deux  aigus  & C obtus,  Amblygonc. 
glcsfontj  i droit,  Reitaiglc. 

Le  Scalcneà  fes  trois  angles  int'gaur. 

L'Ilblcclc  en  a deux  égaux . 

L’Equilaceral  les  a tous.trois  e'gaux. 

r Oxygonc. 

L’Equilateral  ne  f^auioit  être  qu’Oxygone.  « 

DES  TRIANGLES- 
OXYGONES. 
Theorémb. 

s t de  tous  les  angles  d’un 
Triangle  Oxygonc  on  tire  ' u : 
des  perpendiculaires  aux  co- 
tez , elles  le  couperont  en  atv 
même  point  au  dedans  du 
Triangle. 

, Soit  le  Triangle  bvi  3 & 
deux  perpendiculaires  au» 
cotez  dm  3 en  i je  dis  que  p 

A menée  par  le  point  0,  qui  cft 
ccluy  où  a m 8c  en  Te  coupent , lèra  aullî perpen« 
diculairc  À e d. 

Car  les  Triangles  cj>  n 8cdb  m font  équianglcs, 
ayant  cliacun  un  angle  droit  & un  angle  corn- 
mun  j & par  conlèqucut  les  angles  ben  8c  b dm 
font  égaux. 

£t  par  conlèqucnt  audî  les  Triangles  bdm  8cc 
c wfont  équianglcs , ayan^haçumu^nglc  drqi^ 
& l’angle  m c 0 ( 
étant  égal  à l’angle  B d m. 

Donc  dm.  me.:i  m b.m  o-,8c alternando , d m^. 
mb.’.me.mo. 

. R f Donc 


/ 
i f 

\ 
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Donc  les  Triat^lcs  bm  o ôc  dm e font  {cmbla- 
blés  , pat  14.  /up.  puifque  dans  le  Triangle  d 
me  les  cotez  d m 8im  c , qui  comprennent  un 
angle  droit  , font  proportioncls  i,m  b Sc.  m 9 
qui  comprennent  aufl!  un  angle  droit. 

Donc  l'angle  m b a foûtenu  par  m o>  cfl  égal  k 
l’angle  m d c foucenu  par  m t. 

Or  les  angles  mo  b 8c  po  d font' égaux  > parce 
qu'ils  font  oppolèz  au  fotnmet.  Donc  les  Trian. 
glcs  m 0 b 8c  P 9 d font  cquiangles. 

Or  l’angle  0 mb  tü  droit,  par  lacondruAion. 

Donc  l’angle  opd  efï  droit  auHl.  ' Ce  qu’il  fàl- 
loit  démontrer. 


Corollaire. 

Ces  perpendiculaires  coupant  les  angles  d’an 
Triangle,  font  1 2 T rianglcs reélangles : 6 grands» 
qui  ont  pour  hypotenufe  l'un, des  côtez  <m  Tri- 
angle total , & qui  enferment  tous  quelque  choie 
les  uns  des  autres  : ,8c  6 petits  entièrement  fepa- 
rez  , & qui  ont  chacun  pour  hypotenufe  la  por. 
tion  d'une  perpendiculaire  la  plus  proche  de  l’aty 
glc  qu’elle  coupe  5 & ces  ii  'Triangles  redangles 
Ibnt  cquiangles  424,  deux  grands  & deux  pe- 
tits. C’ed  un  exercice  d’Elptit  de  les  trouver,  ôc 
il  'vaut  mieux  le  laiûcr  àceux  qui  commencent, 
je  diray  feulement  qu’entre  les  diverfes  propor- 
tions qui  fc  font  par  tous  res  Triangles,  il  y en  a 
de  deux  fortes  fort  confideraGlcs. 

: La  première  ed  » que  l’un  des  côtez  d’un  an- 
gle & là  première  ponion  font  réciproques  àl’au- 
' tre  côté  ôc  là  première  portion  ; c’ed  à dite  que 
îrand  enté  ed  a»  nerit  , comme  la  première 
, ^ ponion  du  grand, 

i.pie  dans  l’angle  6: 

grand,  petit.::  i."port.  du  petit.  i/*port.  du  grand. 
bd,  bc,  ::  ' bm,  bo, 

U 


r—  ..  • ,m. 
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La  (ècondtf  > que  les  portioiu  d'un  côce  du 
Triangle  total  font  réciproques  à la  perpendicu- 
laire entière  ) & Ùl  portion  qui  &it  l’angle  droit  -, 
c’eft  à direqu’une  portion  du  côte  eftà  la  perpen- 
diculaire > comme  la  portion  de  la  perpendicu- 
laire qui  &it  l’angle  droit  , ell  à l’autre  portion 
du  côte'.  Exemple  ; 

port.ducôte'.perp.  :: port,  delà  perp. port,  du  côtd.-  • 
m c.  m d.  ::  ma'  m b. 


DES  TRIANGLES 
RECTANGLES. 


Theoréme. 

Si  l’un  des  angles  aigus  d’un  Triangle  rt£Iangle 
efl:  double  de  l’autre  , (ce  qui  ne  peut  être  qu’il 
ne  vaille  les  deux-tiers  d’un  angle  droit  , & l’au- 
tre le  tiers  , c’eft  à dire  qu’il  ne  foit  de  6o  de- 
grez  , & l’autre  de  30:)  le  petit  côte  qui  foû. 
tient  l’angle  de  30  degrez  & qui  en  efl:  le  finus, 
cft  la  moitié'  de  l’hypotcnulc  de  l’angle  droit, 
qui  cft  auffi  le  rayon  de  cdt  angle  de  50  degrez.  ^ 

Soit  le  Triangle  b d c conforme  à riiypcy- 
thefe. 

Tirant  d f égale  à d i fur  i cprolonge'c,  l'aiv 
gle  dfb  fera  égal  à l’angle 
dbf,  ( lo.yip.  ) & par  con- 
fequent  l’un  & l’autre  fera  de 
<îo  degrez.  Donc  l’angle  A d/" 
fera  auffi  de  60  degrez,  puif- 
que  tous  les  trois  enftmble 
valent  deux  droits,  c’eft  à di- 
re 180  degrez.  ( 4./»^ 

Donc  le  Triaiij^ic  b d f 

(9-  /«A  ) 

Donc  b t^d  b, 

K 6 
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Or  i c C:  f /,  les  deux  Triangles  d-he&dc/ 
dtam  tout'dgaux  , par  i8.  fu^. 

Donc  £ c c(l  la  moitié  de  d b.  Ce  qu’il  £tl> 
loir  demootrer. 


PROBLEME. 

XXI.  T *t  O U V E R le  Triangle  reâangle  dont  on  a 

1.  Ou  les  deux  cotez  comprenans  l’angCc 
droit. 

2,  Ou  rhypotenulc,.  & un  des  cotez.' 

î . Ou  l’hypotenulc , & la  perpcjxliculairc  du  Ibm- 
met  de  l’angle  droit  à cette  hypetenulè. 

4.  Ou  l’hypotenulè  , Si  la  moyenne  proportio- 
nclle  entre  l’hypoteoulè  donnée  Si  un  des  co> 
tcz. 

J.  Gu  l’un  des  cotez  , & la  moyenne  propor- 
tionelle  entre  le  côté  donné  & l’hypotenufe. 

6.  Ou  l’un  des  cotez  > & la  moyenne  propor' 
tionelle  entre  ce  côté  donné  & l’autre  côte 


Premier  Cas. 

« 

Mettant  en  angle  droit  les  deux  cotez  doiF- 
nez  : la  ligue  qui  en  joint  Its  extiemitez  eft  l’hy- 
pocenufe. 

ti 

Second  Cas. 

Décrivant  la  demy  - circonférence  dont  l’Hy* 
potenufe  donnée  eft  le  diamètre  : le  point  de 
cette  demy-circonfcreuce  où  fe  terminera  le  côté 
donné  i fera  le  point  du  fbmtnet  de  l’angle 
droit  ; ce  qui  déterminera  l’autre  côté  non  don* 
ne.  (IX.  16.) 


TroiSiI] 

Voyez  IX.  3 5. 


Cas* 


Q«a-" 
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Quatrième,  Cinquième 
ET  Sixième  Cas. 

Trois  lignes  ^tant  continuëment  proporrroner* 
les , ayant  la  première  & la  tcconde  , qui  eft  la 
moyenne  , on  a la par  X.  Et  parconlc-  j 
quent  le  4.®  & le  5.®  Cas  lè  rapportent  au2.®  5c 
le  tf.e  au  1." 

% 

DES  TRIANGLES 
ISOSCELES. 

I.  Theor^mb 

L O R s Q.U  E l’angle  du  lômmet  d’un  Triangle  x x x 1*17. 
Ilblcele  eft  de  56  degrez  , chacun  des  angles  iur 
la  baie  eft  de  72  ; & la  bafe  eft  moyenne  propro- 
rionelle  entre  le  côté  entier  , Si  le  côte  moins 
cette  baft  , (c’en  d dire  que  la  bafe  divife  le  côté 
en  moyenne  & extreme  raifon , y & la  baft  c'tanr 
ajoutée  au  côté  , il  s'en  fait  une  ligne  divifée  en 
moyenne  & extreme  raifon.  Voyez  XL  é8. 69. 


II.  Théorème. 

Deux  Triangles Ifolcries  étant femblablcs& in*  xxxix. 
égaux  , n la  meme 
ligne  eft  la  bafè  de  b 

l’un  & le  côté  de 
l’autre  r cette  ligne 
fera  moyenne  pro- 
portionelle  entre  le 
coté  du  Triat^lc 
dont  elle  eft  baie  , 

& la  bafe  de  celui  dont  elle  eft  côté,. 

Soit  l’un,  des  Triangles  Koftclcs  b c d,  Sc  l’autre'' 
r/d,  de  forte  que  ç d foit  la  bafe  b c d-t  Sc 
* R7  le 
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Ic  côté  de  cfd.  je  dis  que  c d fera  moyenne  pro- 
portionclle  entre  i c côte  du  premier  Triangle,  & 
fd  bafe  du  fécond.  Car  ces  Triangles  étant  fem- 
blablcs , & f ( côté  du  i.*')  cft  à f d ( côté  du  i.e  ) 
comme  le  même  f d entant  que  balè  du  premier  , 
eft  if  d ba(c  du  fécond.  (X.  18.] 

Donc  b c.  cd.  f d.  Ce  qu'il  Ëtlloit  demon- 

trer. 

SECONDÉ  SECTION. 

Des  Quadrilatères. 


Définitions. 


zxxv.  C^adrilaterc  eft  une  figure  de  4 cotez  qui 

ne  fe  joignent  qu’aux  extremitez  : & par  confe- 
quent  de  4 angles  qui  tous  cnfemblc  valent  qua- 
tre droits.  Xll.  9. 

Les  côtez  qui’ comprennent  un  meme  angle  s’ap- 
pellent côie-i^  angulaires. 

Ceux  qui  ne  comprennent  point  le  même  a»- 
glc , ccier  oppofe\. 

Les  angles  de  meme  font  proches  ou  oppofe\. 


XXX y ï. 


Thepréme. 

Tout  Quadrilatère  qui  a les  angles  oppolcz 
égaux  à deux  droits  , peut  être  inferit  au  Cercle , 
ic  nul  autre  n’vpcut  être  inferit. 

Soit  le  Quadrilatère f df,  dont  les  angles  i&d 
foient  égaux  à deux  droits  , 

& par  confequent  aulTi  les  an- 
glesfl  r. 

^^oit  tro^|kCj|rcIe^nt  la, 

^Kimtsfb  c.  par  Vl*.  4.  je 
dis  qu’elle  paflcra  aullî  par  le 
4.*  qui  eft  d, 

_ Car 


I 


I 


. 'v'-: 
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Car  tout  angle  qui  a fc  pour  bafe  , & qui  cft 
infcrit  dans  ce  Cercle  du  côte  de  d,  comme  fgc, 
plus  l’angle  A,  vaut  deux  droits.  IX.  i8.  Donc 
I angle eft  dgal  à l’angle  d,  qui  avec  l’angle  t 
h J vaut  aufli  deux  droits  > par  l’hypothelc.  Donc 
l’angle  d efl  auffi  infcrit  dans  ce  Cercle  par 
IX.  )i. 

Division  et  Définitions. 

Lors  qu  e les  cotez  oppoicz  d’un  Quadrilate'  zxxvn» 
rc  font  parallèles  , le  i.'-'  au  3,«  & le  i.«  au  4.* 
on  l’appelle  Taralltlogramme  -,  linon  on  l'appelle 
Trape\e,  quand  même  deux  des  cotez  oppofez, 
comme  le  i . & le  j .•  feroient  parallèles  > ü le 
&le  4.*  UC  le  font  pas. 

" DES  PARALLELO- 
GRAMMES. ' 

L Theoréme. 

S I les  cotez  oppofez  d’un  Quadrilatère  font  xxxTiir. 
'égaux , ils  font  parallèles  j & s’ils  font  parallèles , 
ils  font  c'gaux.  VJ.  & zy. 

II.  Theoréme. 

Si  tous  les  4 angles  d’un  Quadrilatère  font  ixxix. 
droits,  il  cft  Parallélogramme.  VI.  13. 

III.  Theoréme. 

Si  deux  cotez  oppofez  d’un  Quadrilatère  font 
dgaux  & paralleUs , les 
& parallèles.  VI,  18. 


« -m, 
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IV.  Thboriême. 

Les  deux  angles  oppofez  d’un  Parallblogram^'* 
tnc  font  égaux,  & les  proches  foncé^tuz  à deux 
droits. 

Soit  le  Parallélogramme  , 

hzdf.^  Soit  prolongé  f d , ^ 

iufoues  ig.  L’angle  e dg,  cft  / / 

^ à l’angle  c , par  VIII.  / 

H- & à l’angle/,  par  VIII.  r ^ g 

5 5.  Donc  les  aigus  oppofez  ^ 
c Se  f font  égaux.  - 

Or  les  deux  angles  vers  d , l’un  extérieur  & 
l’autre  intérieur , lionc  égaux  à deux  droits.  > < 

(VIII.  14.  ) Donc  les  angles  intericuts  versd  & 
vers  f font  audl  égaux  à deux  droits. 

Donc  les  deux  antres  vers  b>  & vers  «font  au/fi 
égaux  à deux  droits  , puilejue  les  quatre  valent 
4 droits.  ( XII.  4.  ) 

Otant  donc  de  part  & d’autre  les  deux  aigus 
ff  & / qui  font  égaux  , les.  obtus  oppofez  b Sl  df 
lêxonc  égaux. 

L Corollaire. 

S’  1 1 y a mi  angle  droit  dans  un  Parallelbgranrl 
inc , tous  les  autres  le  font  aulfi  , & alors  il  cft 
appellé  Ktàangle. 

Car  l’oppolc  cft  droit,  puifqu'il  cft  égal  àcc- 
luydà  5 & les  proches  ne  peuvent  valoir  deux 
droits , que  l'un  jftant  droit  , l’autre  ne  le  foit 
aiffi. 

VC.U  I connoift  un  angle  d’un  Parallelograînme 
les  connoift  tous..  Car  ce  qui  manque  ^ la  de- 
py-^confercncc  à l’arc  qui  xnefuw  l’angle  don.^ 
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né,  eft  la  mcfùrc  de  Tangle  proche  de  celoy-Iâ  , 
& les  deux  ancres  font  égaux  chacun  à l'un  de  ces 
deux-là. 


III.  Corollaire. 

Deux  Parallélogrammes  qui  ont  un  angle  xiiT. 
égal , fout  équiaug^. 

IV.  Corollaire. 

Si  deux  côtex  anguIaTres  d’un  Parallelogram- 
me  font  égaux,  tous  les  quatre  font  égaux cn- 
tr’eux.  Car  chacun  des  angulaires  eft  égal  à fon 
oppofé.  ( ^i.fup.) 

V.  COROLLAIRR. 

Qu  I connoift  d'un  Parallélogramme  deux  cô-  x l T x . 
tez  angulaires  & un  angle,  connolt  tout  le  Paral- 
lélogramme. 

Car  qui  connoift  un  angle  , les  connoift  tous  j 
& qui  connoift  deux  cotez  angulaires  connoift 
les  deux  autres  , clucua  étant  égal  à fon  op- 
pofe. 


PROBLEME. 


Achever  un  Parallélogramme  dont  on  axi.Yil, 
deux  cotez  angulaires  avec  l’angle  qu’ils  com- 


prennent. 

De  l’extremité  de  l’un  des  côtez,  & dcl’inter- 
Talle  de  l’autre  , décrire  un  Cercle.  De  l’cxtre. 


mité  de  cét  autre  côté,  & de  l’intervalle  du  pre 
inier , d’écrire  un  autre  Cercle.  Les  lignes  me- 
nées de  ces  extremitca 

couperont , achèveront^ u deficnpii(ùi^H^^ 
logrammc._  • ^ 
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V.  Theoriéme. 

XLTiii.  Deux  Parallélogrammes  font  (cmblables  » 
quand  ils  ont  un  angle  cfgal  > & les  cotez  angu- 
laires proportionnels. 

Car  l égalité  d’un  angle  donne  celle  des  autres , 
( 44.  S.  ) & deux  cotez  angulaires  ne  (çauroiciit 
être  proportionels  > que  les  deux  autres  ne  le 
Ibicnt  auin. 


DEFINITION. 

XI  IX.  La  ligne  qui  joint  deux 
angles  oppolèz  s'appelle 
Diagonale, ' &’ellc  divift  le 
Parallélogramme  en  deux 
Triangles  tout  égaux.  Car 
les  deux  angles  non  divi- 
Icz  font  égaux  parce  qu’ils 
font  oppolra  ( 41.  S.,)  & les  parties  des  divifez 
font  alternativement  égales,  par  VllI.  54. 

VI.  Theoréme. 

t.  Si  on, rire  des  parallèles  aux 
cotez  angulaires  qui  palTent  par 
un  même  point  de  la  diagona- 
le , les  parties  de  ces  nouvel'.es 
lignes  font  proportionelles. 

Démontré  X.  17. 


Définition. 


►ramme  efo  décrit autout 


leles  aux  deux  cotez  angulaires  du*ParaÜelogram- 

mc> 
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me  > qui  fe  terminant  chacune  à l’un  de  ces  cotez 
falTent  un  nouveau  Parallélogramme , dont  une  par> 
tic  de  cette  diagoiule  ell  encore,  diagonale. 


' VIL  Theoréme. 


Tout  Parallélogramme  décrit  autour  dcladia-  HT* 
gonale  d'un  autre,  lui  e(l  femblabie. 

i c d / eft  lèmblablc  à tu  no  f.  Car  d'une  parc 
les  angles  f d e 8c  f on  (ont  égaux  ; parce  que  c i 
& n 0 font  parallèles.  (VIII.  59.  ) 

Et  par  la  même  rai- 
fon  Tes  angles  /cJ,  8c 
f no  font  égaux  au/Tî. 

Donc  fi.  f 0 : ; de. 

0 n.  ( to.fup.  ) 

Donc  ces  Parallclo- 
geammes  font  équian-  . . 

fies  , & ont  les  cotez*  ang|al»res  prôportionelsr 
>onc  ils  Gant  fembbdales  , par  le- $.*Th«>téffie 
48•/*^  , . 

DIVISION  DU 
PARALLELOGRAMME. 

EN  SES  ESPECES., 


Selon  I 
fes 


r 


Côt.  aogul. . 


r Quarté, 

■‘"i 


1 


Angl. 


.incg. 


’ dr.  rcdl' 


'flondr. 


Angles  droits,  init 
Rhouibe.  Angles  non  di. 

Ç Oblong.  Angles  droits. 

Q Rhomboïde.  Angles  non  dr. 

i Oblong. 

C Rhombe.  Cotez  tous  eg. 

Q Rhomboïde.  Côt.  non  tous  ég. 

AU- 
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‘ reâai^lc 


>tral- 

Iclogr. 


AUTREMENT 

Tous  les  cotez  ég.  <J[nanré. 

Les  feuU  oppof.  ég.  Obloi^. 
Tous  les  cotez  ég.  XLhombe. 
Les  feuls  oppoU  ég.  Rhomboïde. 


. non  leâa 


DU  PENTAGONE,  r 

T H E O R É M E. 

L O R S Qji  E deux  lignes  qui  foûûennent  chacune 
tin  angle  d’un  Pentagone  régul  er  fe  coupent , el- 
les fc  coupent  irmtucilemenc  en  moyenne  & excrc- 
me  raifon  ; & la  plus  grande  partie  de  chacune  de 
CCS  lignes  cft  égale  au  côte  du  Pentagone.  - , 

Soi:  le  Pentagone  inlcrit  dans  un  Cercle. 

' Chaque  côté  roûtient  un  atc  de  yz  degeez. 
XII.  ai. 

Donc  les  angles  inferits  au  meme  Cercle  qui 
{ont  foûtenus  par  un  de  ces  arcs , ( tels  <]|ue  font 
cid,  cd^y  dtfy  dfcy]  font  chacun  de  ^6  de- 
grez,  IX.  17.  ' 

£t  ceux  qui  font  foûtenus  pat  deux  de  ces  cd- 
icz,  ( comme Pangle  h c f y)  font  de  71.  jBid.  , 
Et  les  angles  oppofez  au  fommet  ( ig  c$cfg  d ) 
font  chacun  aum  de  72  degrez,  par  IX.  42.  Et 
par  conlèquent  h g eft  égde,à  B c côté  du  .Penta- 
gone, par  10.  fnp. 

Donc  l’angle  c i g eft  tel 
par  h bafo 

r*  ’uiic  ligne  divilè'c  en 
moyenne  & extccrae raifon. 

Orgdeft égale  à labafege, 
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par  10  y«p.  ou  par  IX.  34. Donc  la  routent/  dfc 
divifi^e  en  moyenne  & extreme  raifon.  C’cll-à-dirc 
que, 

b d.  h g.  ::  h gé  gi. 

Corollaire. 

Un  Hexagone  & un  Dec^one  étant  in(crits 
dans  ie  même  Cercle  , le  côté  de  l'un  ajouté  au 
côte  de  rautre£dt  une  ligne  diviféeen  moyenne  & 
extreme  raifon. 

Car  l’angle  compris  entre  deux  demy-diame- 
tres^  oui  a pour  baie  le  côté  du  Décagone  > cft 
ua  angle  de  36  degrez  ( XII.  ti.  ) Donc  ajoutant 
le  côté  à la  baie , il  s’en  fait  une  ligne  diviféc 
en  moyenne  & extrême  raifon.  ptp. 

Or  le  côté  de  cét  angle  ^ qui  dt  le  demy-dia- 
metre  > eft  aolli  le  coxé  de  THcx^onc  lofcric 
dans  ceCexdc-lÀ.,XlI.  jé. 
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■ DES  FIGVRES  FLÂNES 

conftderées  félon  Uwr  aire  .*  c’çfi  a 1 
dire  fçlon  la  grandeur  des  furfaces 
qu*elles  contiennent. 

Et  premieréntent  des  ReElàngles.  ' • 

IDEE  GENERALE  ^ ^ 

DE  LA  MESURE 

DES  SURFACES. 


% 


Urgent. 


{ffate  étant  une  Etendue  de  deux 
longueur  largueur  : 
neceffaire  pour  en  connaître  U 
grandeur  . de  fçavoir  aueffe  en  ejl 
la  longueur  , quelle  en  efi  U 


Id 
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Ltt  longueur  fe  mtfure  par  une  ligne  droite  qui 
donne  la  difiance  d'un  point  à un  point.  C'efl 
pourquqy  ou  ne  peut  connaître  la  longueur  des 
' lignes  courbes  que  par  rapport  à des  Itgnes 
droites. 

La  largeur  confifle  dans  l*  ^ ^ 

diflance  entre  deux  lignes  y com- 
me entre  b c e>*  » qtti  fe 

mefure  aufp  par  une  ligne  droite. 

C'efi  pourquoy  les  furfaces  cour- 
bes ne  fe  peuvent  mefurer  que 
par  rapport  à des  furfaces  pla- 
nes. 

De  plus  toute  ligne  droite  nejl  pat  propre  à me- 
furer la  dijlance  d une  ligne  h une  ligne.  Car  fi  elle 
tombait  d'un  point  d'une  ligne  obliquement  fur  l'au- 
tre, elle  n en  mefurer  oit  pas  ladiflance-,  mais  tom- 
bant Sun  point  d une  ligne  perpendiculairement 
fur  l'aittre  , elle  mefure  Ta  dijlance  de  ce  point  k 
cette  ligne. 

Mais  il  ne  s'enfuit  pas  aue  pour  avoir  mefure  la 
diflance  d un  des  points  delà  lignehc  à la  ligne  d f > 
elle  ait  mefuré  la  diflance  de  tous  les  autres  points 
delalignehc , à moins  ^ue  tous  les  autres  points  de 
la  ligne  bc  «f  fujfent  egalement  diflans  de  la  ligne 
d f ; c'efl  h dire  quelle  ne  lui  fufl  parallèle. 

D'oùil  s’enfuit  que  fi  bc  n' était  pas  parallèle  k 
d f , il faudroit  autant  de  differentes  mefures  pour 
connaître  la  diflance  de  bc  àdf,  qu'il  ji  aurait  de 
différent  points  dans  bc.  Ce  qui  étant  impojflble  , il 
paraît  par  Ih  qu'afin  qu’on  puifle  avoir  diflinHement 
la  diflance  d une  ligne  à une  autre  y ( ce  qui  fait  la 
largeur , ) il  faut  que  ces  lignes  fiaient  parallè- 
les. 

De  plus  y fi  ces  lignes  ffirt’T.Û.ga 
fait  plus  grande  que  d f , on  ne  fçaurott 
prendre  pour  la  longueur,  parce  que  cette  ju 

. f*' 
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ferait  plut  longue  d’un  tdt{  que  de  l’autre.  Et 
ainfi  afin  qu'on  pui^e  avoir  exaHement  la  tutfure 
d'une  furfate , il  faut  que  les  lignes  dont  la  di- 
fiance  en  fait  la  largeur  , foient  non  feulement 
parallèles  , mais  aufi  égales.  D’où  il  arrivera 

Îjue  les  autres  lignes  feront  auff  égales  ey  paral- 
elet  entr’elles.  (VI.  it.) 

Et  par  (onfequent  afin  qu'une  furfate  frit  en 
état  d’être  exaSement  mefurée  , il  faut  qu’elle 
fou  terminée  par  4 lignes  parallèles  i cejl  h dire 
que  ee  fait  un  Parallélogramme. 

Mais  fi  les  deux  lignes  égales  <y  parallèles  qu’on 
prend  pour  mefute  de  la  longueur  ne  font  pas 
direSement  oppofées  > en  forte  que  de  tous  les 
points  de  l'une  on  ne  puiffè  tirer  des  perpendicu- 
laires fur  l’autre  -,  (’efl  à dire  fi  ce  ParaUe. 
logramme  neft  pat  reBangle  , ^ mais  oHiqu’an. 
gle  : on  aura  bien  alors  dans  la  figure  dequoi  en 
mefurer  la  longueur , fçavoir  lequel  on  voudra  de 
deux  c6te‘:{  oppofe\.  Mais  l'autre  cSté  angulaire 
étant  oblique  fur  cette  longueur,  ne  fera  pas  pro- 
pre h mefurer  la  difiance  entre  les  deux  lignes 
qui  fins  la  longueur.  D’où  H s'enfuit  qu'il  ny 
a que  le  Reétangle  qui  ait  en  foi  la  mefute  de 
fa  longueur  ty  de  fa  largeur. 

Car  fi  d f efi  prife  pour  la  Ion-  f 
tueur,  b d qui  efi  la  mefure  de  - 
de  la  disante  de  tout  les  points 
de  b c h d f , en  mefurera  la 

largeur.  ' U 

C’efi  pourquoi  nulle  furfate  ne  « * 

fe  mefure  proprement  par  foi- 
même  , que  le  Rellangle.  Et  dans  tout  ReSangl* 


tmdav^  ù thoifir , fe  peut  appel" 
(à  largeur  > oupourt’ac- 


là  largeur  > ou  pour  t'ac- 
^^mmoder  davantage  aux  tendes  communs,  l'un  (à 
haie,  (P*  /'((«rrrfanauteur. 

Mais  comme  la  mefute  efi  d'autant  plus  parfaüa 

qu’el» 
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eft  plus  (impie  , cv  que  le  C^arrt*  qui  «’<c 

Îk'une  même  mefure  pour  Ja  longueur  ey  pour  f* 
trgeur , e(l  plus  (impie que  l'oblong  qui  en~t  deuxr 
H e(l  trrivé  de  Ih  que  les  Hommes  prennent  le 
j^arré  de  quelque  ligne  connue  , comme  d une  toi- 
fe , d'un  pied  , d'un  pouce  ^c.  pour  la  me(ure 
commune  de  toutes  les  furfaces  ; qu'alors  feule~ 
ment  ils  en  croient  eonnoître  parfaitement  la  gran- 
deur-, quand  ils  peuvent  dire  quelle  ejl  de  tant  de 
toifes  quarrées , ou  de  tant  de  pieds  quarre-r^ , on- 
de tant  de  pouces  quarte-^  tyc.  Et  ain(i  ce  qu'on 
entend  ordinairement  par  cet  mots  , {avoir  l'aire 
d'un  Plan  , ) c'ejl  fçavoir  combien  ce  Plan  , de 
quelque  (tgure  qu'il  foit  , contient  ou  de  toifes 
quarrées,  ou  de  pieds  quarre-)^,  ou  de  pouces  quar- 
re\  ; quand  on  parle  de  fur  ace , on  fous  entend 
le  mot  de  quarri  fans  l exprimer  : comme  quand  0» 
dit  que  la  place  d un  logis  e(l  de  tant  de  toifes-, 
cela  s' entend  de  toifes  quarrées,  dont  chacune  vaut 
pieds  quatre^. 

Neanmoins  comme  cela  ne  fe  peut  pas  toujours 
eonnoître  à c-ufe  des  grandeurs  incommenfurables  , 
on  fe  contente  fouvent  en  comparant  des  furfaces 
enjemble  , de  Jçavoir  que  (i  l'une  contient  tant  de 
petits  KeBangles  , comme  i6  (ois  b f,  l autre  e» 
contient  tant  aujp-,  comme  2<^jois  lemêmeb£. 

Tout  cela  nous  fait  voir  , i.®  ^.e  la  premiè- 
re l<t  plus  parfaite  mefure  e(i  le  Quarri  , es* 
que  c’ejl  par^e  ÏJuarré  qu'on  mefure  les  PeBan- 
gles  pour  en^nnoître  exaclemfnt  la  grandeur. 

2 * C«f  la  plus  parfaite  apres  le  ^arré  , 'e^ 
ni  e{i  mêmes  parfaite  en  fon  genre  , parce  qu  el- 
'e  contient  en  fot  la  mefure  de  la  longueur  de  la  lar- 
geur, ejl  le  ReBangle  oblong-,  Cf  ciutc(  ejl  par  Ihqu^ 
l'on  mefure  les  autres  Paru..jl^ramT,^(f^ff,0^0^ 
3°.  ^e  celle  d' apres qui  ef  imparfaite , c« 
tenant  pat  en  foi  la  mefure  de  la  longueur  de  la  lar- 

upu.ef  le  Parallélogramme  no»  reUaugle:  cy  que  c'efi 

S d’or- 
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d'ordinaire  par  tes  Tarallelogrammes  l'onmt^ 
fure  les  Triangles,  en  ce  qu'on  les  conftiere- com- 
me les  moitié^  de  ces  Parallélogrammes. 

- 40.  Que  le  Triangle  fuit  après,  ct-  queeeflpar 
lui  qu'on  mefure  d'ordinaire  les  autres  Polygones 
««  les  reduifant  en  Triangles , comme  ils  s'y  peu- 
vent tous  réduire. 

5°.  Qu'enfin  les  autres  Polygones  font  mefure^ 
ne  fervent  point  de  mefure  , comme  le  Q^iarri 
fert  de  mefure  ey  n.'ejl  point  mefure  fi  ce  nef  par 
d autres  Quarre':^  plus  petits  i comme  quand  on  dit  ' 
' que  la  toife  quarrée  contient  pieds  quarre\. 

J'oilh  en  abrégé  tout  te  qu'apù  faire  l art  des  hom- 
mes pour  mejurer  les  furjaces  reSilignes  , fans 
parler  des  curvilignes  qui  ne  fe  peuvent  mefurer 
que  par  rapport  h des  reS'tlignes. 

.Mais  tomme  toutes  nos  connoijfantes  qui  dépen- 
dent de  l'./4rt , en  fuppofent  de  naturelles  qu'on 
mpfelle  Axiomes  : voici  ceux  fur  lefquels  eft  fon- 
dée toute  la  fcience  de  la  dimenfion  des  figures 
planes. 

I.  Axiome. 

. T O U s les  Quarrez  de  racine  dgalc  font  égaux. 
C’eft  à dire  que  les  elpaccs  compris  dansIeQuar- 
I té  de  la  ligne  b,  & dans  celui  de  la  ligne  m ega- 

/ le  à ^ & de  quelque  aytre  ligne  que  ce  (bit  égale 

à b , fpnt  ^dux.  Cela  eft  clair  par  la  notion  mê- 
me de  la  uirfhce , qui  n'ayant  que  deux  diraen- 
fions', longueur  & largeur,  il  n'efl||N>s  plus  clair- 
<]ue  deux  lignes  dfoites  d’une  même  longueur 
ibnt  égales  , qu’il  eft  clair  que  deux  furfacés  de 
même  longueur  & de  m^e  largeur  font  égales. 
Or  deux  Quarrez  font  de  même  longueur  & de 
ta|ûiieJgg|P^r  , ligne  qui  mefure  dans  l'un 
i*^^^?Iqngucur  que  la  largeur  , eft  cg.de  à celle 
'<]ui  mefure  dans  l’autre  tant  la  bngucur  que 
lu  largeur. 

O’cft  pourquoi  auilî  partout  où  une  ligne  dHllic 

ccc- 
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certaine  longueur  le  trouve  , comme  de  la  lon- 
gueur de  i , elle  peut  erre  marquée  par  le  même 
caradlcrc  & appcllêc  i.  Car  il  ne  peut  y avoir  de 
dilfcreiKe  que  de  Heuation  , ce  qui  n'y  faic  rien.- 
£t  ainfi  il  ue  &ur  pas  s'dionner  il  M cH  partout 
égal  i U. 

IL  Axiome.- 

Si  les  cotez  wgulaires  d’uh  Reêhmgle  Ibnt 
égaux  aux  cotez  angulaires  d'aurres  Rectangles  , 
chacun  à chacun , tous  ces  Reêlangles  font  égaux; 
Ou  ce  quieftla  mêmechofe , tous  ceux  dont  labafo 
eft  égale  à la  bafe',  & la  hauteur  à la  hauteur» 
font  égaux. 

C’tft  la  meme  chofo  que  le  precedent.  Car  les  co- 
tez angulaires  d'un  ReClangle  en  mcfiirent  la  lon- 
gueur & la  largeur;  & on  peut  meme , comme  nous 
avons  dit,  cnappelkr  l'un  fa' longueur , & l'autre  (à 
largeur  iudifforemincnt..v£cp3zcoDlcqucni  tous  les 
Rec"langles  dont  les  côtez  angulaires  font  dgMtx,  cha- 
cun à chacun,  ont  même  longueur  & même  largéur. 

On  peut  encore  dire  que  les  forez  angulaires 
d'un  RcClangle  pouvant  être  marquez  par  les  mc- 
piescara(3:crcs  partout  ou  ils  fo  rencontrent  égaux, 
comme  par  i £c  pat  c:  tous  IcsReélangJcs  qui  ont  leurs 
côtez  angulaires  égauA  l'un  à A & l'autre  à c,  font 
égaux  ; c'dï  à dire  e^ue  £ c cfo  égal  à é-c. 

Avertissement. 

Ctr  ifux  Axiomes  nous  font  voir  que  tout  ce  que 
nous  avons  dit  dans  le  premier  Livre  de  U multi- 
plication des  grandeurs  inccmplexes  csf  complexes t 
ey  dans  le  3 de  la  raifort  entre  les  grande,  rs  pU. 
nés , je  peut  appliquer  aux  ([uarre^  ai^^uxKfi^ 
tangles  ; qu’il  n’y  a qu’à  fuhfiitucru^^  ^ 
mu  tien  des  fniples  caraStrer.  ' 

■ Ce({  eeque  nous  verrons  en  peu  de  mots  CH  fOn$m 
mentant  par  U puijfanct  des  lignes- 
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Définition. 

On  apcilc  puifiàncc  d'une  ligne  le  Quarrd  de 
cette  ligue  , comme  t>Aell  la  puiifance  de  ou 
bien  le  Kcâangle  de  deux  lignes  quand  il  s'agit 
de  deux  lignes,  comme  la  puiHàncc  de  i parc  cD; 
lcRc£tan^e  6 

D£  LA  PVISSANCE 

D'U  NE  LIGNE 


cotpparét  avtc  U pmjfancede  fis 
parties. 

J T O U T ce  qu'on  enfeigne  de  la  pui/Tance  d'une 
' ligne  comparée  avec  la  puillâncc  de  les  parties, 
n'eit  que  la  meme  choie  que  ce  que  nous  avons 
dit  dans  le  premier  Livre  de  Li  multiplication  des 
<.  grandeurs  complexes  , & fe  peut  réduire  à ccx,  | 

Axiome;  / » , 

III.  Axiome.  j 

C’eft  la  même  chofe  de  multiplier  le  tout  par  1 
le  tout , & de  multiplier  le  tout  par  chacune  de  I 
les  parties  , ou  de  multiplier  chaque  partie  par  | 
toiles  les  parties , en  fàilànt  autant  de  multiplica-  i 
dons  partiales  qu'il  y a d'unitez  dans  le  produit 
des  deux  nombres  des  parties  qu'oir  multiplie  U& 
unes  par  les  autres. 


Avertissement. 


V I II. 


.^in/t  U plus  grand  tnyflere  pour  ne  fe  point 
brouiller  efl  de  nommer  chaque  ligne  autant  que 
l'on  peut  par  un  feul  caraSere , afin  que  deux  ca- 
ra^eres  joints  enjemble  puijfent  marquer  une  mul^ 

, c'ejl  h dire  un  KeSangle  i de  mar- 
par  un  mime  caraHere  les  lignes  égales. 
Exemple  : La  ligne  b fois  divifie  en  trois  por» 
f iofls  inégales  que  'fappelieray  c.  d.  £ Il  ejlvijf- 
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ile  que  c’eft  la  même  cbofe  de  multiplier  b 
par  b , ce  qui  donne  b b , 
que  de  multiplier  b par 
toutes  fes  parties  , c’efl 
i dire  par  c , par  d , 
par  f , Cf  qui  donne  b 
c.  b d.  b (icf  par  con- 
fequent  b b btf  -+ 
b d -4-  b f. 

^infi  prefque  toutef 
les  Tropofttions  du  fé- 
cond Livre  d'Euclide  ne 
font  que  des  CoroUaires 

de  cét  Axiome  csf  de  céfy^vertiffement.  Je  ne  prV- 
pofetdy  que  les  principales  qui  font  d'ufage. 

Je  fuppofe  totijours  qu'on  mette  à angles  droîff 
les  lignes  qui  doivent  faire  les  c6te\  angulaires  det 
Jê.eUangles  , fans  que  je  m'amufe  plus  a en  avertie. 

Et  quand  je  parle  d une  ligne  couple  en  pîufeurf 
parties  ,fentens  toù  jours  égales  ou  inégales , h tnoint 
que  je  n exprime  qu'on  les  doit  prendre  égales. 

I.  Theoréme. 

A Y A N T deux  lignes, 

, fune  non  coupce*  & 
l’autre  coupdc  en  tanc 
de  parties  qucl'on  vou- 
dra ; le  Reftanglc  des 
deux  entières  elt  égal 
d tous  les  Reâranglcs  de 
la  non-coupdc  par  cha- 
que partie  de  la  cou- 
^e.  C’eft  à dire  qu’un 

Tout  à toutes  les  parties  prifes  cnfcmblc.i. 

Soit  P la  non-coupe'e  , & T la  cou^jpK^^ 
ties  i , c , d,  f.,  g.  Il  cft  bien  vifible  qu’èn uiî?4 
des  lignes  parallèles  , ( & par  confequent  qui  ' 
uilbnt  égales,),  par  cous  les  points  de  divilîon-dç 
* S 5 ’ T ^ elles- 


rpl>:pc 


C’cftiâ  mèmccho- 
fc  que  le  precedent  j 
cxccptd  que  la  meme 
ligne  faifcnt  les  deux 
cotez  du  Reftanglc  to- 
talqui  cil  alors  Quar- 
te' > on  la  prend  une 
fois  pour  la  non-cou- 
pee , & une  autre  fois 


22iîïi7? 


pour  la  coupde. 

11  efi;  donc  clair'  que  T dtanc  côupdc  en  h, 

d,f,g: 

T r doit  être dgal  iTh,  Te,  Ti,  TfyTg^ 

ni.  Theoréme. 

Une  ligne  e'tant  cou- 
pde  en  rapt  de  parties  ^ 

que  l'on  voudra  > le  Rec- 
tangle de  quelque  par- 
tie que  ce  (bit  par  la 
toufe , cft  égal  au  Qum- 

■Igyjp  rpffrn:ir±»p'pln<  les 

cette  par- 

l^par  'chacune  des  autres. 

, Soit  T comme  auparavant  divifde  en  5 parties 
g-  Il  cft  clair  par  le  premier  Theordme, 

que 
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«jue  le  Rcdanele  ce  b par  la  toute  dl  égal  aux  5 
Rectangles  de  b par  chaque  partie  de  T.'  Or  b clt 
l’une  de  ces  parties,  & par  conlcquent  l’un  de  ces 
5 Redangles  fera  b b,  c’eft  à dire  le  Quarrtf  de 
cette  pâme  ; & les  autres  4 Rcdanglcs  feront  les 
Redaiiglcs  de  b par  chacune  des  autres  parties» 
Ifavoir  bc.bd.bj.bg. 

IV.  Theorémb. 

Uni  ligne  dtant  divifc'e  en  unt  de  parties  que 
Ton  voudra  , le  Quarrd  de  la  toute  ell  dgal  aux 
Qiiarrez  de  chaque  partie  , plus  deux  fois  autant 
de  Redar.gles  , dont  il  y en  a toujours  deux  qiii 
, font  les  Redangles  des  mêmes  deux  parties. 


h 

c 

d 

f 

g 

i 

bb 

bc 

bd 

H 

bg 

€ 

cb 

ce 

cd 

^g 

d 

Tb 

d c 

7d 

h 

f 

7b 

7 

ff 

fg 

S 

gb\ 

gf 

gg 

- Ce  Thcorc'rae  n’cft  que  raflcmblagc  du  2.*  Sc 
du  3.* 

Soit  T comme  auparavant  divifde  enb  ,t  ,d,  f,g. 
Par  le  i.'  Theorême  ayant  fait  le  Quarte  TT,  X 
n’ayant  divilc  qu’un  feulde  fes  cotez  par  b,  c,  d,  f,g, 
& tiré  les  parallèles  à l’autre  côté,  011  a 3 bandes, 
dont  on  peut  appcllcr  chacune  du  i:-»«>>je  Ij^aa» 
tie,  (cavoir  T b , Te,  T d , T f,  1'' g.  <aii 
divifant  encore  l’autre  côté  par  les  memes  e . 
f t g.1  divifc  chacune  des  5 bandes  en  5 ccl-. 

S 4 Iules  ^ 
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Iules  , ce  c]iu  en  taie  15  ; & dans  chaque  bande 
ainfi  divifee  le  trouve  un  Quarrd  de  la  partie  dont 
elle  eft  bande,  ("dansTi,  h b-,  dans  Te,  ce-,) 

Se  quatre  Rcdanglcs  des  autres  parties  par  celle- 
là.  Et  il  tft  aifé  de  voir  que  dans  chaque  bandt 
le  tiouvc  toujours  un  Reâangle  de  deux  parties  , 
qui  fe  trouve  encore  d.ans  une  autre  bande,  conv- 
mc  dans  T b Ce  trouve  te,  qui  ic  trouve  auflidans 
JTc  -,  Se  ainli  tout  le  Quarrd  contient  j 

5 Quarrez,  bl>.  ce.  dd.  ff.  , 

.a.0  Rcdangles,  ibc.  2 bd.  ibf.  ibg,  \ 

icd.%cf.itg.  I 

idf.  idg. 

g- 

Corollaire. 

I 

L*  plus  grand  ufàgc  de  ces  Théorèmes  eft  I 
qu.and  la  ligne  cfl  coupc'c  en  deux.  C’eft  pour- 
quoy  il  faut  bien  retenir  ces  trois  Propofitions; 

I . Le  Quarré  de  la  toute  cft  égal  aux  deux  Re-  i 

£;angles  de  chaque  partie  par  la  route.  1 

Z.  Le  Rcdtangle  d’une  partie  par  la  toute  eô 
cgal  au  Quarrd  de  cette  partie , plus  le  Reiflanglc 
des  dcuxpartics. 

LeQuarre'  delà  toute  eft  e'gal  au*  1 Quar- 
rez de  chaque  partie,  plus  deux  fois  le  Re^angle  , 
des  deux  pteies,  j 

DE  LA  PROPORTION 
entre  les  Re^an^es, 

Proposition 
ondamintaleJ 

L s s Reiîlangles  qui  ont  un  côtd  égal  à un  cô- 
te', & l’autre  indgal,  font  entr’euz  comme  l’ind- 
gaU  Ou, 
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Ou  J les  Redbanglcs  de  même  hauteur  (ôiic  com- 
ble leurs  bafes. 

D’c'gale  bafe  font  comme  leurs  liauteurs. 

Ou,  dVgalc  longueur  fout  comme  leurs  lar- 
geurs. 

D’cgale  largeur  font  comme  leurs  longueurs. 

Tout  cela  n’cft  que  la  même  chofo,  & peut 
palier  pour  prouvé  dans  It  i.*  LÎYre. 

Neanmoins  en  voicy  encore  la  preuTe.  L» 
thefe  eft 


hc.  bi.  r:  e.  t. 

L’aliquote  quelconque  do  c foit  appeirc'c  te. 
Si  par  tous 

’ ' r 

B b 


1 — 

c 

bc 

^LJi_ 

Its  points  de  la- 
divilîon  on  tire 
des  parallèles  àr 
b,  il  cil  clair 
que  ix  fera  au-- 
tant  de^  fois 

dans  b c , qu’*  dans  e.  C’eft  à dire  que  b » & 
fcront  roûjours  les  aliquofcs  pareilles , l’une  de  A c-, 
& l’autre  de  c.  Car  il  cil  bien  clair,  que  toute» 
les  X étant  égalas,  tons  les  b x feront  égaux. 

Que  fi  on  applique  < à d , Sc  qu’on  tire  aiifli 
par  tous  les  points  de  la  divilîon-  des  parallèles 
^ b:  il  e(l  clair  que  b x fera  autant  de  fois  dan^ 
î d,  qu’x  dans  d;  & que  fi  x eft  précilcmenc 
tant  de  fois  dans  d , bx  fera  aulTî  ptecirément  tant 
de  fois  dans  bd.  Et  fi  x n'cft  pas  precilémont' 
tant  dé  fois  dans  d,  mais  avec  quelque  relie,  b’x 
de  meme  ne  fera  pas  precilément  tant  de  fois  dans 
bd,  mais  avec  un  Redangle  de  refte  plus  petit 
que  bx. 

Donc  Tes  alîqaotcs  pareilles  de  h c &dé  c fonj 
également  contenues,  celles  de  c 
celles  de  c dans  d. 

Donc,  par  la  définition  de  l’égalité  desraifonsv 
k (•  Sc  b d-  font  en  même  raifoii  que  c Sctf)  puif- 
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c^ue  les  aliquotes  pareilles  des  antecedens  b c 8c 
(ont  également  contenues  dans  les  conlèquois  b 4 
& d.  Donc  b c.  bd.  i:  c.d. 

I.  COROLLAIRI, 

LEsReûan- 
glcs  (ont  en 
taifon  compo- 
fde  de  la  Ion-  f 
gueur  à la  lon- 
gueur , & de 
la  largeur  â la 
largeur.  C'eft  la  defînirion  même  de  la  raifÔR 
^mpofe'e.  III.  15  & 

f e.  m ff.  ::  b.  m.  -+  c.  ». 

II.  COROILAIRR, 

xTr.  Les  Reftangles  - ' 

fcmblablcs  font  en  b 

raifon  doublée  de 
leurs  cotez  (homo-  f 
logucs. 

Car  les  Redlan- 
gks  font  fembla- 
blcs  , quand  la  longueur  eflà  la  longueur]  cou# 
me  la  largeur  d la  largeur. 

b f Sc  c g font  (êmbTables , fi  5.  c.  : ; f.  g. 

Donc  la  raifon  de  ces  deux  Rcftangles  elt  com- 
pofe'e  de  deux  raifons  égales  , par  le  premier 
Corollaire. 

Donc  cette  railbn  eft  doublée  de  chacune  > par. 
la  définition  de  la  railbn  doublée.  III.  Z4. 


tir, 
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III.  COROLLAIRI. 

Lïs  Quarrcx  font  ^ 

«1  raifon  doublée  de 
-feurs  racines.  C’eftja 
mêmechofequele  pre- 
cèdent. 

Et  ainfi  (ï  freft  double 
de  d , bB  cA  quadruple 

de  dd. 

IV.  COROLLAiREr 

' LfisRcftanglcs 
réciproques  lont 
égaux.  Car  on  ap- 
pelle les  Redan-  g 
gles  reciprbqucs 
quand  la  lon- 
gueur du  premier 

cft  à la  longueur  du  Iccond  , comme  la  largeur 
du  fécond  cft  à la  largeur  du  premier.  III.  57. 

Ainfi  b g 8c  c/font  fcciproquts,  li 
b.  c.  : :/.  g. 

Or  la  grandeur  plane  des  deux  exrrcmes  d'une’ 
Proportion  cft, égale  à la  grandeur  plane  des  mo- 
yens. 

Donc  bg^  c II.?}- 


MESMES  COROLLAUIES 

AUTREMENT.  PROPOSEZ. 

. ’ . ‘i . . - i 

Si  4 lignes  font  proportioncllcs> 

J.  Le  Reiftanglc  bf  des  antcccdcns  , c’IiTt^  iîec- 
tangle  cg  des  confeq^ens^  en  raifbn doublée  de  la 
railon  b.  c.  ou/,  g.  de  cette  Propqrtioa.  III.  19. 

• S 6 X.  Le 
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t.  Le  Rcdaiigie  b c des  deux  premiers  termes  • 
eft  au  Rcûanglc  fg  des  deux  derniers  en  railbn 
doublée  de  la  raiibn  alterne  b.  f.  ou  c.  g,  de  cet- 
te Proportion.  ( »6.  S.  ) ' 

3.  LeReilangle  des  deux  extremes  eft  égal' au 
Rcftangle  des  ^ux  moyens,  b g ^ c /.  II.  73. 

4.  Les  Quarrez  de  ces  quatre  lignes  Ibnt  pro- 
portioncls , bb.  ce.  : : ff.  gg.  par  III.  3 z. 

3.  Si  trois  ligues  Ion:  continüementptoponio- 
Mclles , le  Quarre  de  celte  du  milieu  eft  égal  au 
Rciftangle  des  extrêmes. 

Si  -fr  b.  c.  4.  ccZ3  b 4-  IL  75  &8r.  ' 

6.  Les  Quarrez  des  deux  premiers  bb  & ee  font 
en  même  raifon  que  la  première  & la  troidàne. 
bb.  et  b.  i.  par  III.  34.. 


V.  COROLLAlRf. 


Une  ligne  étant  divifee  en  deux  parties,  lîdéiix 
autres  lignjjs  fout  moyennes  ptoportionelles , l’une 
entre  la  toute  & fa  plus  grande  partie  , & l’autre 
‘ entre  la  meme  toute  & fa  plus  petite  partie  ; les 
deux  Quarrez  de  ces  deux  lignes  font  égaux  au 
Quarré  de  cette  toute. 

Soit  h divifée  en  m Sc  n. 

m< 


' Et  pui/que  'V.  h,  d.n.  44,  ^ y 
Donc  bb-^dd 

Or  hfn-+hn  b.  [10.  fitp'.] 
Donc  dd  tzAA- 


Soit  b.  moyenne  entre  k-BC 

Et  d entre  h & m 
Puifque-lr  h.h.m.  bb 


û 


B 


VERTISSEMENT.- 


On  pfvt  rapporter  ici-  tout  ce  a été  démontré 
des  Crar.dfnrt  pUttis  en  geifenl  dans  le  JI.  cr  le 

lll. 


S 
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III.  Lirre.  Car  le  ReSangle  ejl  une  grandeur  fl*- 
ne  en  matière  d Etendue  ou  d'Efface. 

APPLlCATIOISr 

DE  CETTE  DOCTRINE 

générait  a ejuelquet  lignes  particu^ 

Itérés  qu^on  a fait  ‘voir  ci-devant 
être  proportionelles. 

I.  Theoréme. 

Si  deux  lignes  fe  conpent  dans  un  Cercle  , lè  xxit.. 
RcftAigle  des  portions  de  l’une  cft  égal  au  Redlau- 

fle  des  portions  de  l’autre.  Voyez  XI.  ij.  & 

:iV.  i8. 


IL  Theoréme. 

Lr  Quarte  de  la  perpendiculaire  d’un  point  dcxxiU.- 
la  circonférence  au  diamètre  > eft  égal  au  Redlan. 
gle  des  portions  du  diamètre.  Voyez  XI.  29.  & 

XIV.  19.  5.. 

III.  Theorémt. 

s 1 d‘un  point  hors  le  Cercle  deux  lignç?  font  xxiri 
menées  julqu’à  la  concavité  du  Cercle:  le  Reftan- 
gle  d'une  toute  & de  là  portion  qui  eft  hors  le 
Cercle  , cft  égal  au  Rciftangle  de  l’autre  toute  8c 
de  là  portion  qui  eft  aulfi  hors  le  Cercle.  Voyez. 

XI.  31.  & XIV.  18. 


IV.  Theoréme. 

Si  d’un  point  hors  le  Cercle  on  mène  une  ligne 
cjui  touche  le  Cercle  , & l’autre  qui  K?'CG2j''^jul- 
qu’à  laconcavité  : le  Quatre  de  la  tangcnteeftéga^ 
au  Rcftanglc  de  l’autre  toute  , & de  fà  portion 

S 7 quL 
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qui  cil  hors  le -Cercle.  XI.  33.  & XIV.- 

^rt.  5. 

Et  fi  on  appelle  la  tangente 
P t la  lècante  entière  t , la  par- 
tie qui  cft  hors  le  Cercle  B > & 
celle  qui.  cH  au  dedans  d,  on  aura 
tontes  ces  égahtez  par  ce  qui 
ae'td  dit  cy.devant: 

/P  =S  fi  t. 

P P ÎSÎ  fi  fi  4“  fi  d, 

hh  zSi  P P -h  hd. 

(10.  s.) 

tt  z:ipp  dt. 

« 

V.  Theor^mb. 

s r du  fommct  d’un  Angle  droit  on  tire  an» 
perpendiculaire  fur  l’hypotenufe  > 

I.  Le  Quatre  de  cette  pcrpendi-^ 
culaire  cft  égal  au  Reélangle  des 
deux  portions  de  l’hypotcnufe.- 

pp.Zimn.  f»  b n 

i.  Le  Quarte'  du  grand  côté  de  , 

l’angle  droit  eft  égal  au  Reélanglc  de  l’hypotcnufc 
entière  & de  fa  grande  portion  , IB  b tn. 

3 . Le  Quatre  du  petit  côté  eft  égal  au  Rcélan- 
glc  de  rhypotenufe  entière  & de  la  petite  portion  r 
id  hn. 

4.  Le  Quarré  de  toute  l’hypotcnufe  cft  é^al 
aux  Quarrez  des  deux  côtez , fifi:z;  fifi  ~-\-dd'.  ° 

Les  3.  premiers  points  fout  clairs,  par  XI.^  tz. 
&par  19. S. 

Eric  4.' par  le  5.*  Corollaire  S. 


I.  Corollaire. 

La  diagonale  d’un  Reélangle  peut  autant  quele9- 
Quarrez  des  deux  côtez. 

Il, 
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II.  Corollaire. 

L A diagonale  d’un  Quand  peut  z fois  le  Quartd  x xy  r 1 1 
du  côte'. 

III.  Corollaire. 


L A diagonale  d’un  Quarré  cft  incommcnfura-  x x l z. 
Me  en  longueui  au  cûtd , Sc  commenüiiablc  en  poiT- 
ûnce.  XI.  71. 

IV.  Corollaire» 


L A hauteur  d’un  Triangle  équilatéral  > ( c’eft  i 
dire  la  perpendiculaire  du  Ibmmet  à labafc,)  ed;  in. 
commenfurable  en  longueur  au  côté , & commen- 
fiirablc  en  puilTance  ; le  Quarre'  du  côte'  étant  au 
Quarte'  de  cette  pcrpendicmaire  comme  4 à }. 

La  première  partie  cit 
claire, pat XI. 75 . . ^ 

La  féconde  fc  prouve 
ainlî  : pd  edh  moitié  de 
b d.  Donc  le  Quarré  àcbd 
cft  au  Quarré  de  p d com-  < 

me4à  I.  [ij.Sup.)  Or  ce 
même  Quarré  de  p d,  plus 
ecluy  debp , eft  égal  au  quarré  de  W.  ( z6.Sup.  ) 
Donc  le  Quarré  de  £ d eft  à celuy  d&bp  com> 
BiC4à3. 


P 


d 


z z z» 


VI.  Theoréme. 


L B Quatre  de  la  balè  d’nn  angle  aigu , cft  égal 
aux  Quarrez  des  côtezquile  comprennent,  moins 
deux  foirle  Rcftangle  du  côté  fur  lequel  on  i>éne 
une  perpendiculaire  derextremité  oppofée  de  la  ba- 
ie, & de  la  ligne  comprife  entre  lelommet  de 
angle  aigu  & cette  pcrpeudiculaire. 


xxzî; 


Soie 
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Soit  la  bafe  de  l’angle  aigu 
^ommtfe  p. 

Lecètd  vers  lequel' on  ne  mdnc 
point  la  perpendiculaire  >■  c. 

Celuy  fur  lequel  on  la  mène,  i. 

ta  perpendiculaire)  /. 

La  ligne  comprift  entre  la 
perpendiculaire  & le  Ibmmet  de 
ràngtcaigu  > x. 

Celle  qui  efî  comprilc  entre  là  perpendiculaire 
Iclabalèr  >• 

Jedis  que  CC  -¥dd  >^îdx. 

Mais  il  faut  remarquer  qu';i  cil  qpclquc^ 
fois  d- — y. 

Quelquefois  d limplemenr.- 

Et  quelquefois  d' ~^y. 

Selon  que  d fait  fur  la  bafo  , ouun  angle  aigu,- 
<ra  un  droit , ou  on  obtus. 

Mais  quand  d'fait  un  angle  droit  fur  J,  ileftplus 
court  de  dire  que  hb  bafe  de  l’angle  aigu , cil  ^gal 
à fc  moins  dd  , comme  i|  cfl  clair  par  le  pitce> 
dent  Theordme.-  Et  ain&  il  leflc  feulement  les- 
deux  autres  cas. 

Premier  Cas^ 

AN  D d fait  fur  labalè  un  angle  aigu  > la  per- 
pendiculaire coupe  d en  deux  partias. 

Etainlid^  x -4-jy;  & * S d ' — y. 

Et  alors  le  Théorème  fe  prouve  ainfi  ; 

Par  le  precedent  Théorème  -4.  yy, 

"Et  c c P p- -+  XX.  / 

Et  dd  2 * * -4-  X xy.  (par  1 5 . Sup.  ). 

Donc  hb  cil  moindre  que  cc  dd  , de  zxx 
te.  X xy. 

&’elt  à dire  que  ü HJ  cc  -+dd^ — axé— zxy. 

Or  X e'tant  égale  à d — j>  > xx  ^ d.v— • xy. 

Donc  XX  xy  ^ d X. 

* ■ H 


Donc 
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Donc  t XX  ^2.xy^  2 dx. 

Donc  bb  ZSt  (c  dd — x dx.  Ce  qu’il  fxl- 

loic  démontrer. 

Second  Cas. 

s I «f  fait  un  angle  obtus  fur  b , alors  /r  ne  tom- 
be fur  d qu'c'tant  prolongé  > & j»  cft  une  ligne 
ajoutée  2.  d , & x dt  égale 
à d -f-jy.  Ce  qui  fait  qu’on 
prouve ainfî  que  Z?  ce 
-+  dd~  X dx. 

PP  ^ et  XX  t 

c’cft-a~dire  ■ »x 

Olbb^Spp 

Donc  bb  te — </(!—•  2 dj. 

Et  par  confequent  bbZl^  cc-i-  dd — - 2 x 

Or  X t^d-iy.  Donc  d d-+dy  ^dx. 

Donc  idd-^z  dy  ^2  dx. 

Donc  bb  ^ cc-4-dd— X dx.  Ce  qu’il  fallrat 
démontrée. 

Corollaire. 

D I tout  ceci  il  efl:  aifd  de  conclure  que  fi  des 
deux  exttemitex  de  la  bafè  d’un  angle  aigu  , on 
tire  des  pcrpciidiculaires  à cha- 
que côtd  : le  Rcdfangic  tTun 
côtd  & de  la  ligne  comprifè  civ. 
tre  le  Ibmmct  de  l’angle  aigu  & 
la  perpcndiculaine  qui  tombe  fiir 
ce  côtd  , fera  toujours  c'gal  au 
Reftangle  de  l’autre  côtd  & de 
la  ligne  comprife  entre  le  fom- 
met  de  l’angle  aigu  & la  per- 
pcndicuiairc  qai  tombe  fur  cdt  autre  côtd. 
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VII.  Theoréme, 


ïxxiiT.  Lb  Quarré  de  la  bafe  d’un  angle  obtus  eft  dgaf 
aux  Quarrez  des  côicz  j plus  deux  fois  le  Reûan. 

S le  du  côtd  vers  lequel  on  aura  mené  uneperperw 
iciilaire  de  l’extremicd  de  cette  bafe  , & de  la  li- 
gne coiuprifc  entre  cette  perpeudiculairc  & le  Com- 
met de  l'angle  obtus. 

Il  cH;  clair  que  cette  perpendiculaire  ne  peuctomr 
ber  fur  aucun  côtd  qu’en  le  ptolougeanc. 

, Soit  donc  la  bafe 

Le  côtd  non  prolongé  e.  y 

L’ajoîitcc  y.  *'''  ’ 

La  perpendiculaire  p.  P 

je  ais  que  bb  c c-tdd-t- 
Z dy.  h 

Car  bh  elt  c^al  au  Qu.irre'  de  p , plus  le  Qjiar- 
fe'  de  d-H-y.  Cdt  à dire  que 
b b ^p  p—hyy-i-dd~rz  iy. 

Ot  et  S^pp-^yy. 

Donc  b b ^cc-+dd-i-2  dy.  Ce  qu’il  ^loit 
démontrer. 

Avertissement 

XXXIV.  On  peut  faire  ici  m CoreUairt  ftmblable  à celui 
du  Theoréme  precedent.  Jelelaiffè  h chercher 
à prouver  fi  l'on  veut  par  les  principes  du  Livre  des 
Lignes  proportionelles. 

VIII.  T HEORÉME. 

J JJ  J ^ Le  Quatre'  de  la  bafe  d’un  angle  obtus  qui  vaut 

les  deux-tiers  de  deux  angles  droits , ( c’eft  à dire 

3ui  eft  de  i lo  degrez , ) eft  égal  aux  Quarrez  des- 
_ eux  cotez , plus  le  Redangle  de  ces  deux  mêmes . 
cotez. 

Toutes]  chofes  étant  Êûtes  , Sc  les  lignes  nom- 
mées 
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niées  comme  à.uis  le  prece. 
dent  Thcore'mc  , l’angle 
obeus  ne  peut  valoir  iio  de-  *'  * '• 

grez  , que  l’angle  que  fait 
f(ùr  l’ajoutée  (quieftlc  ' 
complément  de  cet  angle 
obtus  1 ) ne  foit  de  6o  dc- 
gtez.  Or  le  Triangle  que  fente,  y,  p,  eftredtan- 
glc.  Donc  y cft  le  finus  d’un  angle  de  jo  degrez. 
f VIII.  37.  ) Donc  ( par  XIII.  31.)  jp  cft  la  moi- 
tié de  c,  qui  en  cft  le  rayon. 

Donc  de  X^idy. 

Or  par  le  piecedcnt  Théorème, 
hb  f-dd-fz  djp. 

Donc  ôA  Srcc-fdd-+de. 


IX.  Theorém». 

L I Quarré  de  la  baie  d’un  angle  aigu  de  de-  x x X Y i. 

f:cz  cft  égal  aux  Quarrez  des  cotez  > moins  le 
céfangle  des  cotez. 

Car  parle  6.»Theoréme  h étant 
la  bafe  d’un  angle  aigu , 
bb  CScf-^dd — idx. 

Or  * en  tous  les  cas , ( c’eft  à 
dire  Ibit  qu’*  foit  ou  d — y , ou 
d fimplcmcnt  , ou  d-+jy  , ) eft 
toujours  le  (inus  d’un  angle  de 
30  degrez  dont  c cft  le  rayon  , 

3uand  l’angle  que  foùticnt  b cft 
e 60  degrez. 


Donc  X cft  toujours  la  moitié  de  c , par  XIII. 


Donc  d r 

Donc  bb  t^ee-^dd 


ou 


zi*. 

de. 


X.  Théorémh. 

L z Quarré  du  côté  du  Pentagone  eft  égal  au 

Quarté 
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Quarré  da  côte  du  Décagone,  plus  le  Quarré  dû* 
côté  de  l'Hexrgor.c  inferits  dans  le  meme  Cercle, 
foit  i d le  cote  du  Pentagone, 
ci  8c  cd  deux  dcmy.diamctrcs  du  Cercle  dans 
lequel  il  cft  inferit  > qui  font 
auin  les  côccz  de  l’Hexagone, 
par  Xil. 

d g 8c  g h deux  cotez  du 
Decagone. 

c P une  ligne  qui  coupe  per- 
pendiculairement & parla  moi- 
tié, tant  le  cote  dg  du  Déca- 
gone > que  l’arc  & qui 
coupe  en  r le  côté  du  Penta- 
gone. 

Cela  étant,  je  prouve  i."  Quetf  (côté de  l’He- 
xagone ) cft  mm'cn  proportiouel  entre  h d côté  du 
Pentagone,  8c  fe  partie  b r. 

Car  les  deux  angles  vers  b 8c  vers  dfont  chacun 
de  54  degrez,  Xll.  15. 

Or  l’angle  r e b çii  aufli  de  54  degrez,  puif. 
que  l’arc  ^ i eft  de  36  degrez  , XTl.  zi.  & l’atc 
g P de  18 , ce  qui  enfemhfe  fait  54. 

Donc  les  deux  Triangles  b t d , 8c  h r t font 
ifolcclcs  & fcmblables. 

• Donc  par  XI.  20.  i 1 cft  moyen  proportionel 
entre  b d 8c  b r -,  c’eft  à dire  entre  le  côte'  du 
Pentagone  & là  plus  grande  partie. 

Je  prouve  x.°  Que  d g coté  du  Decagone , eft 
moyen  proportionel  entre  b d côté  du  Pentago- 
. ne,  8c  d r ùk  plus  petite  partie. 

Car  r p coupant  g d perpendiculairement  3c 
par  la  moitié  , ^ dt  égale  à r d.  Donc  les  an- 

gles que  chacune  £iit  fur  g d font  égaux.  XIII.  10, 
Donc  les  deuxTriagglcs  d g b 8c  d r g fontifi>- 
' fcclcs  & lèmblablcs.  DoncparXlII.  34.  dg(ba- 
fc  du  petit  8c  côté  du  grand  ) cft  moyen  propor- 
tionel entre  b d (^balc  du  grand  ) 8:  r d [ côrc  du 
petit-)  Don» 
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Donc  le  cote  du  Décagone  clt  moyen  propor- 
tions 1 entre  le  côtd  du  Pentagone  & fa  plus  petite 
partie. 

Donc  par  le  5.*  Corollaire  { 10. fup.  ) le  Qjiar- 
lé  du  côte'  du  Pentagone  cil  égal  au  Quarré  du 
eôté  de  l’Hexagone  , plus  le  Quarre  du  côte'  du 
Décagone  iuCents  dans  le  même  Cecde.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 


(ï-b 

— V- 


d 

A 


-S 


m 


XI.  Theoréme. 

S I une  ligne  eft  divife'c  en  moyennne  & extre.  xxxTin* 
xhc  railbn  > la  ligne  compofee  de  la  moitié  de 
cette  ligue  & de  la  plus  grande  partie  > peut  5 
fois  le  Quarté  de  la  moitié. 

Soit  la  ligne  i divifée  en  moyenne  & extetync 
raifon , en  forte  que  • 

h b dd  — db)  SC 
par  conlcquent  i i-+ 
db  crd/. 

Appel  tant  m la  moi' 
tié  de  d,  je  dis  que  le 
Quarré  de  »»->.  b vaut 

5 fois  le  Quarré  d’n». 

Carjnc'tantlamoi-  t—  T rr 
tié  de  d , d d ^ ^ 
mm-  Eli  m b h d. 

Et  ainli  le  Quarre  de  m~^b 

E'rant  égal  à mm-ibb—i-imb; 

11  fera  égal  À mm -^Ib  db,  , 

Donc  à.  mm-h  dd. 

Donc  à w ni  --f  4 MJ. 

Donc  à 5 ni  P». 

XII.  • Theoréme. 

Un  e ligne  étant  divilec  en  moyenne  & extrê- 
me raifon , la  ligne  compofée  de  la  petite  portion 

6 de  la  moitié  de  la  plus  grande  , peut  5 fois  le 
Qfiarré  de  U moitié  de  la  plus  grande, 

- - Soit, 


xxxn 


-t 
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Soit  comme  auparavant 
la  toute  d , la  plus  grande  , 

ftartic  6 , & fa  moitié  n > * 

a plus  petite  t } en  forte 
que  de 

ürdc  Cï  c c-4-cA.  (15. 
fup.)  Donccc-4-ct  tZbb. 

Cela  étant , je  dis  que  le 
Quarré  de  f-+»  5 «». 

Car  ce  Quarré  de  c — f » 

Eft  égal  à c c— f « »— f 1 f »• 

Donc  à (puilquc  « eft  *dci.) 

Donc  à (puilqueii  ^ee ^be.j 

Doix:  à «»— 1-4  KM.  Donc  à $ nn.  Ce  qu'il 
Ëdloit  démontrer. 


-4- 


XIII.  Theorémé, 

U K ï ligne  étant  divifée  eu  moyenne  & extrê- 
me raifbn , le  Quarré  de  la  toute , plus  le  Quar- 
te de  la  plus  petite  partie,  valent  3 fois  le  Quarré 
de  la  plus  grande. 

Soit  comme  auparavant 
dZIi  b-+  c ,Sc  b moyen- 
ne } Toportionnelle  entre 
dSi  c y en  force  que  b b 
S dcj&par  confequent 
à cc  -+c  b.  ]e  dis  que  d i 
-+cc3  3 bb. 

Cardd  ^ lb-+cc  -h  i.  cb. 

Donc  dd  -+.«  r:  /A-fi  cc-t-  tth. 

Or  2CC-+1  ci  =5  2Ü,pui(quccc-4-ci  ssii. 

Donc  dd  H*  ((  3 ii.  Cc  qu’il  failoit  dé- 

montrer. 

I.  PROBLEME. 

Trouvib,  le  Quarré  égal  à un  Reéhmgle 
donné. 

Ou 
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Ou  ayant  l'aire  d’un  Quarrd , en  tiouvei  la  t»~ 
fine. 

Une  faut  que  trouver  la  moyenne  proponionelle 
entre  les  cotez  du  Redlangle  donné. 

Ou  entre  les  deux  lignes  qui  font  l’aire  donnée; 

.comme  fil’aire  cft  lùppofèeac  xo  toiles,  ou  pieds# 
ou  pouces,  entre  i &zo,  ouz  & lo,  0U4&  j. 

IL  PROBLEME. 

, A V A N T le  côté  d’un  Reftangle , trouver  quel  x l i r« 
doit  être  l’autre  , aEn  qu’il  foitégalann  Rcêfan» 
gle  donné. 

Prendre  le  côte'  donné  pour  premier  terme  d’une 
Proportion  ; les  deux  cotez  du  Redangle  donné- 
pour  1.*  & 5'.  Le  côté  que  l’on  cherc^  le  trou- 
vera en  trouvant  une  4.<’  proportionelle , pat  X.  ; 4. 

IIL  PROBLEME. 

Trouvir  un  Quarté  égal  a deux  ou  pluEears  * 1 1» 

Quarrez  donnez. 

Soient  les  Quar- 
rez  donnez  bb,  te , 
di.  Mettant  b&tc 
à angle  droit  , le 
. Quarté  de  l’hy- 
potenufe  de  cét  an- 
gle droit  que  je 
nomme/,  lcra  égal 
à.  b h -*■  ce.  Et 
mettant  de  nou- 

veau/&dà  angle  droit,  le  Quarré  de  l’hypotc- 
nufe  decét  angle  fera  égal  iff  ^ di,  & parcon- 
icquenta  bb  — i-  ce  —h  dd.  Et  on  peut  conduire 
ocla  jufqu’à  l’infini. 

Corollaire. 

Trouver  le  Quarré  égal  à pluficurs  Reélan—  x x,  i 
glesdüuncz. 

- • Il 
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Il  ne  faut  que  trouver  les  Quarrez  égaux  à cha- 
cun de  CCS  Rcdbanglcs.  Et  puis  on  trouvera  le 
Quarte!  dgal  à tous  ces  Quarrez. 

IV.  PROBLEME. 

Trouver  un  Quarrd  auquel  un  Qoarré  doB- 
nd  foie  en  raifon  dongee. 

' Soit  le  Quatre  don- 

né b b. 

La  lailôn  donnée 

m.  HT. 

Ayant  dilpolêf  w»,  h, 
h t comme  les  trois  pre- 
miers termes  d’une  Pro- 
portion i & trouvé  dpour  4.*  proporcionellc  > par 
X.  54-cn  ibrtcquc 
m.  n.  : ■*  b.  i. 

Et  trouvant  aulïï  par  XI.  58.  la  moyenne  pro* 
porcionellc  encre  b 8c  d , que  je  (ùppolc  être  c ; le 
* Quatre  de  c latisfcra  au  Problème,  Car  puifquc 
b.  c.  d. 

bb.  te.  b.  d.[\<j.S.Art.6.) 

Oc  h.  d:  •.  m.  ». 

Donc  bb.ee  : : m.  ». 

V.  PROBLEME. 

ttvr.  Diviser  une  ligne  , en  forte  que  le  Quarré 
de  la  plus  grande  portion  (bit  c'gal  au  Rcdlangle 
de  1.1  toute  & de  la  plus  petite  portion. 

Ce  Problème  a étérefolu  (XI.  62  ) quand  on 
' a appris  à couper  une  ligne  en  moyenne  Se  extrê- 
me raifon  ; c'eft  à dire  , c%  forte  que  la  toute  foit 
à la  plus  grande  portion , comme  la  plus  grande  por- 
tion à la  plus  petite. 

VI.  PROBLEME. 

Diviser  une  ligne  en  forte  que  le  Quarte'  de 

- la 


/ 


xiTxr. 
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la  plus  grande  portion  fou  au  RecT:anglc  de  la  tou- 
te & de  la  plus  petite  portion  en  taifoa  donnée. 
Soit  la  li?ne  donnée  d. 

, La  rai  Ion  do^oec 

-M.  If. 

La  plus  grande  por- 
tion que  l’on  cner- 
ebe , X. 

Et  la  plus  petite, 

•cuielllà  même  cho- 
• (c  que  d — X , foit  appellc'c  jr. 

11  n’y  a qu’à  trouver  x j ce  qui  le  fera  en  cette 
V maniéré: 

1.  Trouver  une  ligne  qui  (bit  àti,  comme  Ai 
eft  à ».  Je  la  fuppole  trouvée  par  X.  34.  & je 
l’appelle  c. 

2.  Chercher  la  moyenne  proportionnelle  entre 

'■«&</.  Je  la  fuppolc  trouve'cpar  XI.  5S.& j;  l’apel. 
le^jd’oùils’enifuivraquecd  3Î  pp.{i<).S.  $•) 

3.  Paire  un  Cercle  qui  ait  c pour  diamètre  , .& 
tangente.  Si  de  l’extremité  de  p qui  cfl 

ors  le  Cercle  on  tire  une  fecante  qui  pallc  par  le 
centre  du  Cercle:  la  partie  de  cette  lècantequieftau 
'dedans  du  Cercle  étant  c , celle  qui  eft  au  dehors 
iêra  X.  Et  d — .x  fera  ji.  D’où  il  s’enfiiivra 

4.  Que  c d — c X fera  la  même  choie  tiue  cy. 
'Carjy  étant  égale  â d — x,  c’eft  là  niêmechofedc 
multiplier  c par  d—x  , ( ce  qui  fait  c d — c x ,) 
que  de  multiplier  c par  y,  ce  qui  fait  c 'y. 

Cela  étant  ainfi , il  eft  facile  de  prouver  que 
X X.  dy.  ::  M.  h. 

C’eft  à dire  que  le  Quatre'  de  la  plus  grande  par- 
tie ded  eft  au  Rciftanglc  ded  par  l 'autre  partie  què 
j’ay  nommée ji,  en  raiibn  donnée. 

Car  P qui  eft  tangente  par  la  5.'  fuppofition  ,cft 
moyenne propottionclle entre x&  x-+c. (15.S.) 
Donc  X.  p.  ::  p.  x~+c. 

Donc .V x-hex  ^pp.  ( 19.  S.Urt.).  ) 

T 


Or 
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Or  PP  ^cd  ( par  la  1.*  Ibpp.  ) 

Donc  xx-vc*  ^cd. 

Donc  XX  üc<i— ex. 

Or  cd — <x  — cji  (parla4.*{app.  ) 

Donc  XX 

Qrj-jy-  djy.  : : c.d.  (II.  58.) 

Dre.  d ::  1».».  ("parla  i.^^Iupp.^ 

Donc  XX  (c^slàc^)  dy.  ::  w.  ».  ce  qu'il  ffl- 
loit  denioncrcr. 

VII.  PROBLEME. 

ï 1 T 1 1 1.  T R O U V E R la  racine . d’un  Quarré  dont  on  ne 
fçait  autre  chofe , finon  qu’dtani  comparé  auQuar- 
rd  d’une  ligne  donnée  , & à un  Rcftangle  d’une 
autre  ligne  donnée  & de  cette  racine  inconnue  j 
il.dl 

• V I.  Egal  au  Quatre'  plus  le  ReAangle. 

Ou  A 1.  Egal  au  (Juarre' moins  le  Redanglc. 

C } . Egal  au  Redtanglc  moins  le  Quatre. 

, Ainfi  la  racuic  inconnue  étant  nomme'c  x ou  ji  -, 

La.lignc  donnée  qui  fait  le  Quawd^  b ; 

Et  l’autre  ligne  donnée  côte'  du  Rcdlangle  , d. 

Le  i."  Cas  fera  ^Ib-^yd. 

Le  2.' Cas , x x ►—  />  b — x d. 

.Et  le  te 

^'“3*  txxt=xi~ifc 


CONSTRVCTION 

COMMUNE 

au  premier  au  fécond  Cas, 

D l'c  R 1 R E un  Cercle  de  l’intervalle  de  la'moi- 
tië  de  d,  e'ievéc  perpendiculairement  fiir  l’une  des 
/exteemitez  de  6. 

Et  tirer  de  l’autre  oxtreftiité  de  b une  fecantc 
qui  paflànt  par  le  xentre  du  Oerclc  fc  termine  À 
laxiiconfcrence.  . ' 

Cette 


l 
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Ccrte  itcante  entière  fôit 
■ appelle  jy;  • ^ 

C^i  lcra  compoft’c  de  fa  ‘ j 
parric  hors  le  Cercle  ap[>d. 

Ic'e  :e  , 

Et  du  diamètre  du  Cer- 
cle , oui  lèra  d par  la  con- 
ftrudion.  - ‘ ' . 

Et  i lera  rangeiitc -du -Cercle.*  •*  - 

Ptieuve’  du  PIemter  Cas.' 

Dans  le  i/^Cas,  c’ëftj  / ( c’eftà  dire  la  fccantc 
entière,  ) qui  eft  la  racine  cpie  l’on  cherche. 

Car  étant  égale  à x -+  d, 

Ot  b xy.  fup.  a 5 . ' 

Doncjyjr  d.  Ce  qu’il  fânoit  dcinomrcr. 

Preuve- Dt)  SECOND  Cas.  ■ ■ . 

Dans  le  1.'  Cas , c’eft  i , (c’dl  à dire  la  partie  de  la 
fecante  qui  clt  hors  le  Ccrdc  , ) qui  dt  la  raci- 
ne que  l’on  cherche. 

Car  X.  b.  ::  b.  x-^-d.'  ■ ' ' ' ' “ - 

Donc  XX— tx  dtZbb. 

Donc  XX  f— b b — X d.  Ce  qu’il  falloic  démon- 
trer. 


> • J 

Construction  et;,  preuve 

DU  TROISIEME  Cas. 

Failànt  un  Cercle  qui  ait  d pour  diamètre,  & I 
pour  tangente  , il  faut  tirer  une  parallck  à d de 
l’extrcmitd  de  b qui  cfl  hors  le  Cercle. 

Que  fl  cette  parallèle  ne  coupe  point  le  Cercle , 
parce  que  b eft  aulfi  grande  ou  plus  grande  que 
la  moitié  de  d,  le  Problème  eft  impomblc. 

Mais  fi  elle  le  coupe:  tirant  une  tangente  paral- 
lèle à i de  l’autre  extremite  de  d,  & prolonKant 
T a 
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julqu’à  cette  tangente  la  Iccante  pa> 
rallele  à d : cette  (ccante  ( c'gale  à i ) 
fera  compqlife  de  trois  parties  j de 
deux  hors  le  Cercle , qui  eraat  éga. 

• les,  (comme  il  edaifô  de  le  prouver  < 
en  tirant  du  centre  une  perpendicu- 
laire à cette décante  I ) chacune  s’ap* 

.pcllcra-x>  & celledede(hu)sleCer>  ^ 

-de  plus  une  de  dehors,,  c’cll;  à dite 
jplusx,  s’appellera^. 

Cela  étant  fuppofd,  je  dis  tju’x  & y peuvent 
d’une  & l’autre  latisÊiite  au  Problème. 

Car  xy  V^hb,  par  le  4.*  Théorème,  xs-  S. 

Xt  d étant  égale  a x-hjy , 

Donc  XX  r-*xd  • 'JC  égal  à b b. 

Et  yy  ÜSj)  d‘—xy  égal  zbb. 

Donc  doit  qu’on  prenne  x ou^  , on  (âtislàit  au 
'Problème.  Et  le  choix  dépend  de  Içavoir  d’ail- 
'leurs  fi  la  racine  que  l’on  cherche  doit  être  plus 
petiteque  b,  caralorsc’eft  x,  au  lieu  que  fi  elle  doit 
;çtrc^lusgtandc,‘c*cft^.  ^ 
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GEOMETRIE; 

LIVRE  QUINZIE’ME. 


D£  LA  MESVRE  . 

VE  L'^IKE 

des  Parallélogrammes , des  TriougUs^  - 
, , Cr  autres  Polygones. 

Définition^.- 


^ ü A N D OH  parle  des  cotez  d'un  Parai-' 
lelo|;rainme  > on  entend  les  côtcz  an. 
gulaires  , à 'moins  qu’on  ne  marque' 
autre  choie. 

On  peut  prendre  lequel  on  veut  de 
ces  côtcz  pour  rneUire  de  la  longueur  du  Parallélo- 
gramme 5 & alors  ce  côté  s’appelle  la  bafe. 

Et  la  perpendiculaire  qui  mefiire  la  diibmce  entre 
là  bafe  &-  fon  côte'  oppofë  s’appelle  la  hauteur  du  - 
Paralieiogranimc.  - 


/ON- 


a 


3 


- ■4iS  NOUVEAUX  ELEMENS 

FONDEMENT  DE  , ' 

LU  mesure 

des^  Parallélogrammes, 

Nous  avons  dit  au  commencement  du  Livre 
precedent,  que  dans  les  Parallélogrammes  non  re- 
ctangles r,  ( à qui  pour  abréger  nous  dormerons 
fimplement-le  nom  de  Parallélogrammes  ) on 
pouvoir  prendre  lequel  on  vouloir  de  leurs  côtez 
angulaires  pour  mefure  de  l’une  de  leurs  dimen- 
£pns , qui  ell  la  longueur  ; niais  que  l'autre  côté 
angulaire  ne  pouvoir  pas  en  mefurer  la  largeur , 
' 'parce  qu’étant  obütjue  il  ne  mefuroit  pas  lacuèan. 
ce  encre  les  cotez  oppolèz  qui  avoient  c'te  pris 
pour  la  longueur.  Et  âinfi  au -lieu  de  ce't  autre 
côte'anguLire  , il  faut  prendre  la  perpendiculaire 
qui  mtlurc  la  diftancc  entre  le  premier  côtd  &fon 
oppolc  , pour  avoir  l’autre  dimennon  de  ces  Pa- 
rallélogrammes. ^ 

Cr  de  là  il  s’enfuit  que  le  ReCtangle  de  labalè 
& de  cette  perpendiculaire  appclloq  la  hauteur  du 
Parallclt'gramtnc,  eft  égal  a ce  Parallélogramme: 
pui  que  n’aytîit  tous-’deux  que  deiix  dimen(ions> 
longueur  & Iarg<ur:  la  longueur  de  l’un  eft  c'ga- 
Ic  a la  longueur  dé  l’autre,  en  ce  qu’ils  ont  tous 
. ‘deux  une  bafe^c'gale:  & que  la  la^ur  de  l’un'ctt 
égale  à la  largeur  de  l’autre  , puilqu'clle  eft  tne- 
fure'e  par  une  perpendiculaire  e'gale  dans  l’un  & 
dans  l’autre,-  quoy  qu’en  l’un  elle  (bit  l’un  descô. 
tez  de  la  figure  , fçavoir  dans  le  ReCtanglc  , & 
que  dans  l’autre  elle  n’y  foit  pas  marquée. 

Cela  pourroit  fulEre  pour  ceux  qui  cherchent 
plûtoft  à s'alTurer  de  la  vérité  , qu’à  en  pouvoir 
convaincre  les  autres. 

Neanmoins  pour  plus  grande  certitude,  on  peut 
employer  deux  voyes  pour  prouver  cette  propofi- 
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tioii  : l’une  nouvelle  appelle  la  Ctomttrit  des  Indi- 
viftklts  : & l’autre  ancienne  & plus  commune.  Nous 
expliquerons  l’une  & l'autre. 

NOUVELLE  METHODE  ' 
APPELE  E'E 

LA  GEOMETRIE 

»ES  INDIVISIBLES. 

Q.U  O r QQ  E les  Geometres  conviennent  que  la  li- 
gne n’eft  pas  compofee  de  {Joints,  ny  la  (ürfacede 
lignes,  ny  le  folidc  de  furfaccs:  neanmoins  on  a 
trouvé  depuis  peu  de  temps  un  art  de  démontrer 
une  infinité  déchoies,  en  confiderant  les  furfaces 
comme  fi  elles  étoicnt  compofées  de  lignes , & les 
fblides  de  lùrlàces. 

Je  n’ay  tien  veu  de  ce  qui  en  a etc'  e'erit  : mais  voici 
eequi  m’encft  venu  dans  l’Efprit,  en  ne  m’arrêtant 
maintenant  qu’à  ce  qui  regarde  les  fiirfiices. 

Le  fondement  de  cette  nouvelle  Geometriecftdc 
prendre  pour  l’aire  d’une  furface  lâfommc  des  lignes 
qui  la  remplilTent  ; de  forte  que  deux  fiirraccs 
font  cftime'cs égales,  quand  l’une  &l’autreeft rem- 
plie par  une  fbmme  égale  de  lignes  égales;  foitquc 
chacune  de  celles  d’une  lommefoit  égale  à chacune 
de  celles  de  T-autre  (bmme  ; foit  qu’iLfe  faffe  une 
compenfation  ; en  forte  par  exemple,  que  deux 
d’une  fomme  qui  pourront  être  inéga'es  entr’elles , 
foient  égales  à deux  prilcs  cnfcmblc  de  l'autre  fom. 
me  qui  feront  égales  cntr’ellc  s. 

Mais  pour  ne  pas  donner  lieu  à beaucoup  de  para- 
Ibgifmes  où  l’on  tombe  aifément  en  fc  Crvant  de  cet- 
te méthode,  lion  n’y  prend  bien  garde,  ilfeut  re- 
marquer , 

1.  Qu 'afin  que  des  lignes  foient  cenfe'cs  remplir 
unefpace  , il  faut  qu’elles  foient  toutes  parallèles 
cmr’ellcs  feit  qu’elles  foient  droites,  pour  lem- 
T 4 . . phr 
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Îihr  un  cfpace  redlilignc:  (bit  qu’elles  foicntcircu-. 
aires,  pour  remplir  des  Cercles  ou  des  portions  de^ 
Cercles.  Il  eft  facile  d’en  voir  la  raifbn.  Etainliil*' 
faut  bien  prendre  garde  de  ne  pas  employer  pour  cela 
des  lignes  qui  ne  fcroient  pas  parallèles  en  l’une  ou 
l'autre  de  ces  deux  mauiercs. 

1.  AHn  qu’une  Comme  de  lignes  foit  cenfëe  égale 
aune  autre  Comme  de  lignes,  il  ne  £>ut  pas  s’ima- 
giner qu’on  puifl'e  dire  le  nombre  qu’en  contient 
chaque  eCpace , (car  il  n’y  a point  de  fi  petit  eCpacc 
qui  n’en  contienne  unnombre  infini;  ) mais  ccqui, 
fait  qu’on  appelle  ces.  Commes  égales,  c’ell  que 
toutes  les  lignes  d'un  côté  & d’autre  coupent  per- 
pendiculairement deux  lignes  égales.  Par  exemple 
fi  la  ligne  & e(l  égale  à la  ligne  m , le  nombre  in- 
fini des  lignes  qui  peuvent 
couper  perpendiculairement  6,, 
en  tous  Ces  points  , efl:  cen-  . 

Cé  égal  au  nombre  infini  de  v 

celles  qui  peuvent  aufli  cou- 
per perpendiculairement  m ; 
étant. vifiblc  qu’il  n’y  a point 
de  raiCon  pouyuoy  on  en..  * 

puifie  faire  paflet  darvantage. 

!)?r  l’une  que  par  l’autre.  Car  \ 
es  aliquotes  pareilles  de  l’une  & de  l’autre 
étant  toujours  égales  juques  à l’infini  ; .on  pourra^ 
toujours  de  part&  d’autre  titer  par  tous  les  points  de. 
cesdivifionsautant  de  lignes  parallèles entr 'elles, & 
qui  contiendront  toujours  de  part  & d’autie  un  cCpa- 
<c parallèle  égal.  Et  c'eft  proprement  de  laque  dé- 
pend la  vente  de  cette  nouvelle  méthode,  { & non^ 
cjuele  continu  Coit  compofé  d’indivifiblcs  -,  ) ce  qui' 
la  Fait  memes  appeller  par  quelques-uns , laGeomc- 
trie  de  l'infini. 

Il  Faut  donc  bien  prendre  garde  que  les  lignes , 
par  le  rapport  deCqucllcs  on  dit  qu’une  Comme  de . 
cçs  ligne?  parallèles  qui  rempliflent  un  eCpace , efl: 

c»lc . 

é O • 
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<fgale  à une  autre  {bmme , les  coupent  perpeiidu 
CBlairement.  Etc’eH;  où  il  y a plus  de  danger  de  le 
tromper.  Surcesfondemeus  voieyies  Theotdmes 
^ue  l'on  établit. 

I.  Theoréme.- 

Tous  les  Parallélogrammes  de  balè  dgale  & de 
meme  hauteur  font  e'gaux  entr'euz. 

Soient  divers  Paialklogrammes , comme  A > £,  I, 


eirfctmezdans  le  même cfpace parallèle,  (comme  ils  ' 
le  peuvent  être,  puifqu’üs  font  fuppofez  de  meme  * 
hauteur,  )&  ayant  tous  les  bafes  égales,  lltft  clair 
que  toutes  les  parallèles  qui  peuvent  remplir  cét  ef- 
pace  , rempliront  tous  ces  Parallélogrammes  j &• 
qu'ainfi  ilslcront  tous  remplis  d’une  Ibmme  égale  de  • 
lignes,  cette  fomme  étant  mefutéc  dans  tous  parla  * 
perpendiculaire  qui  mefure  la  hauteur  de  ces  Reélan-  ' 
gles,  qui  eft  la  meme  en  tous  , puifqu’ils  fontdc  • 
même  hauteur. - 

De  plus*,  toutes  ces  lignes  étant  parallèles  à la  ba- 
fe  dans  tous  ces  Rcélangles  , lont  égales  en  tous  ; 

Eniiqu’ellcs  font  en  tous  égales  à la  bafe,  &queles<< 
aies  font  fuppofc'es  égales. 

Donc  il  y a partout  fomme  égale  de  lignes  éga.- 
Ics.  - i,.. 

Donc  ils  fout  tous  égaux,  félon  le  fondement  de- 
laGeometrie  des  indivilibles. 

II.  -Theoréme. 

Tous  les  Parallélogrammes  de  même  hauteur-foat  ' 
entt’eux  comme  leurs  bafes. 

T 5^ 
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C’eft  une  fui.  ' 

te  du  precedent. 

Soient  les  Parais 
Uogrammes  A, 

E,  entfe  mêmes 
paralfcles , & qui 
ayentdesbafcs  III-  . 
dgalcs.  En  quel- 
ques aliquotes  que  je  divife  la  balè  d*A  : entirant 
des  parallèles  au  côte  partcus  les  points  de  la  divi- 
fîon>  il  y aura  dans  A autant  de  Parallélogrammes 
égaux  entr'eux,  que  cettebafeaura  de  parties  éga- 
les ; de  forte  quefi  elléavoit  été  divileecn  7 parties 
dont  j’appelleray  chacune* , il  y aura  dans  A 7 Paral- 
Itlograiirmcs  qui  auront  chacun  * pour  bafe. 

Que  fi  appliquant  * à la  bafe  d'E , il  fc  trouve  qu’il 
y foit  trois  fois,  ou  fans  refte,  ou  avec  refter  ti- 
rant encore  de  tous  les  points  de  ladivifion,  des  li- 
gnes parallèles  au  coté  d'E , ileïlvifible  qu’il  y aura 
dans  E autant  de  ParalTelcgrammes  qui  auront  x 
pour  bafe,  qu'xfefcra  trouvée  dans  la  bafe  d'E.  Et 
li  ç’a  été  fans  refte  , ces  trois  Parallélogrammes 
rempliront  E fans  relEc:  & fi  avec  refte,  il  reftera 
aufiî  un  Parallélogramme  qui  aura  ce  refte  pour  bafe. 

Ofks  Parallélogrammes  qui  dans  Eont  * pour 
hafe  , font  égaux  à ceux  quidans  Aontaullixpour 
balè;  par  le  precedent  T hcoréme. 

Donc,  par  la  définition  de  l’égalité  des  raifons, 
Acft  àE  en  même  railon  que  lâuafe  d’A  à la  bafe 
d'E;  puifqu’autantqueles  aliquotes  quelconques  de 
hbafed’A  font  contenues  dans  là  bafed’E,  les  ali- 
quotes pareilles  d’A  font  contenues  dans  E:  fi  fans 
refte,  fiinsrelfe;  fi  avec  refte,  avec  refte. 

III..Theorémh. 

Les  Trianglesde  même  hauteur  & de  même  ba- 
fe (ont  égaux.  Car  étant  mis  entre  lés  mêmes  pa- 
rallèles , comme  devant  > & ayant  tous  ^'pour  Ixi- 

fe> 
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fc , toutes  les  li- 
gnes parallèles 
qui  rempliront 
cc'tefpacc,  rem- 
pliront ces  Tri- 
angles; & de  cha- 
cune de  ces  li- 
.gnes  tirées  tout  le  long  de  l’clpace  d’un  point  quel-- 
cenquede  la  perpendiculaire»»*,  ce  qui  fera  enfer- 
mé dans  chaque  Triai^le  fera  toujours  égal,  coiA- 
nle  ilaétéproUvcXIII.  15.&X.  ii.quoy  qoetoû- 
Jpurs  de  plus  petit  én  pluff  petit  montant  vers  le 
foinmet. 

Doncunefommcégaledcligncscgalcs  chacune  â 
chacune  de  chaque  Triangle  , remplit  tous  cts- 
Triangles. 

Donc  CCS  T rianglcs  font  e'gaux. 


IV.  THEOREME. 

Les  Triangles- de  meme  hauteur  font  entr'eux 
comme  les  bafes. 

C’efl  la  meme  chofe  que  le  a^*  Théorème  , & 
qui  fe  prouve  de  la  meme  forte  ; excepté  qu’on  em- 
ployé icy  au  lieu  de  Parallélogrammes  des  T rianglcs 

3ui  ont*  pour  bafe,  &qui  aboutiffent  de  part  & 
'autre  au  fommet  de  chaque  Triangle  dont  ils  fb:w 
parties.  Or  ces  Triangles  qui  ont  x pour  bafe  dans 
l’un  & dans  l'antre  Triangle,  font  aufli  de  n c nc 
hauteur  dans  l’mi  & dans  l’autre  ; & par  con'equcnc 
ils  font  égaux.  Enfuire  dequoy  ilne  faut  qu’appli- 
quer ce  que  nous  avons  dit  pour  ladcmonftrationda- 
^.«Theorcme.  . 


V.  Theoréme. 

Le  Cercle  eft  égalau  Trianglercélangle,  qui  a 
pour  cotez  de  fon  angle  droit  le  rayon  du  Cercle , Sl  ' 

uneligne  égale  à la  circonférence  du  Cercle. 

...  T Soit 
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Soit  le  Cercle  le  rayon'if  A-,  la  tangente  bc^f 
^galc  à la  circonférence  ; & l’hypotcnufc  d c. 

Si  on  tire  de  tous  les  points  du  rayon , des  circon> 
ferenccs  concentriques  au  Cercle , elles  rempliront 
- tout  le  Cercle  > & elles  feront  parallèles  entr’elles, 
en  la  maniéré  que  les  circonférences  le  peuvent  être , 
ôi  coupc'es  perpendiculairement  par  le  rayon.  VII. , 
4.1  & 44v) 

Si  on  tireauHide  tous  ces  mêmes  points  du  rayon 
par  Icfquels  auront  palTe'  ces  circon&rcnces , des  pa- 
rallèles Z 6c,  jufqucscn  dt:  ces  pataUéTes  tem]^i- 
ront  le  T rianglc.  Et  ainfi  la  fbmme  de  ces  circonfc- 
zences  & de  ccsparalleles  fera  égale , étant  détermi- 
née départ  & d’autreparlcs  points  du  même  rayon  -, 
étant  clair  que  l’on  ne  l^uroit  tirer  unecieçonféren- 
ce  par  aucun  point , qu’on  ne  tire  auflî  une  parallèle 

c par  ce  même  point , & au  contraire. 

Or  la  circonférence  & la  parallèle  tirées  du  même 
point  fent  égales  , comme  on  peut  voir  en  exami- 
nant laquelle  on  voudra  : par  exemple  celle  du  point  ■ 
^^Car  « 

6d.df.::i  f Kony-  ( XU.  a8.) 

' C oc.,  ,/r.  (X.io.) 

Donccirconf.4.  circonf./j  : 6c  .fg. 

Donc éUtrnando , circonf.  6.6ç.::  circonf.  f.fg.= 

Or  par  l’hy pothefe la circOliférence i , qui efl celle 
dp  Cercle , cltcgalc  au  côté  iedu  Triangle. 

Donc  la  circonférence  pafiànt  par  le  point/,  cft 
égale  zfg , parallèle  à' 6 Le  refte  s’enfuit. 


Av  E R.' 
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\ Avertissement. 

' Je  U en  dirai  pas  davantage  de  cette  nouvelle  me-  i x.' . 

^ tbode.  Il  eft  aifé  de  juger  que  ces  5 Théorèmes 
font  de  fuffifans  fondemens  pour  mefurer  fans  pei- 
ne toutes  les  figures  reÜilignes  , w trouver  les 
égalite\  & les  rapports  : fur  tout  en  y joignant  les^ 
principes  qui  ont  iti  établis  dans  les  3 premiers 
Livres. 

METHODE  COMMUNE. 

% 

Lemme  ov  Axiome... 


• Deux  Triangles toot-^ux  font ^eaux.  Ceft  x. . 
à dire  que  torique  les  angles  d’ un  Triangle  Ibnt  dnux 
àfcuxde  l’autre,  chacun  à chacun  3 Sc  les  cotez 
^gaux  au/Ii  chacun  à chacun  , ces  deux  Triangles  - 
comprennent  un  elpace  dgal  ; en  quoi  conhfte  ce 
qu’on  appelle  égalité  dans  lés  figures. 

Cela  eft  clair  .de  Ibi-mémc  , ..étant  vifible'que 
deux  Triangles  de  cette  forte  ne  different  que  de  . 
pofltioo. 

PROPOSITION. 

F OUD  AMEUTALE 


de  U mefure  des  Parallelogramnses 
Cr  des  Triangles . 

T o u T Parallélogramme  eft  égal  au  Rcétangfe 
de  là  hauteur  & de  fa  bafe. 

Soit  le  Parallélogramme 
th  df.  Tirant  fcs  perpendi- 
culaires bmSccniuïh  ba(è 
rf./,  prolongée  autant  qu'il 
eft  neceifaire  : je  dis  que' 
le  Reftangle  e b m n t qui 
eft  le  Rccftangle  de  la  ba-  ^ 

& delahauccur  de  eidf,*  eftégal  ' 

T 7 Car 


XI. 


.w  ■ 
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Car  b c L'caiit  tfgalc  tain  à 
if  qu’à  mn,  d f cii  égale 
imn.  Donc  ôtaut  m f 
commune  de  l'une  & de 
l'autre  ; d m 'demeu- 
rera dMlc  à / ».  Et 
ainfi  h d étant  égale  à c /, 

&c  b m 3.  en , les  T riangles  bdmSc  r/»f •font dgaur 
pat  le  Lemme  precedent.  Et  ainfi  ajoutant  à l’uu 
& à l’autre  le  Trapèze  commun  ci  w /:  cldfCc-‘ 
ra  égal  cbmn.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 


h Corollaire. 

XII.  Les  Parallélogrammes  de  même  hauteur  & de 
baie  égalé  font  égaux. 

Car  ils  ont  tous  pour  leur  mefurc  commune  le 
même  Reêiao^e  de  cette  hauteur  & de  cette bafe. 

II.  Corollaire. 

XIII.  Lfs  Parallélogrammes  de  même  hauteur  font 
comme  leurs  bafes  i de  bafe  cgale , font  comme 
leurs  hauteurs. 

Car  chacun  efl:  égal  au  Redangle  de  Ci  baie  & 
de  là  hauteur.  Or  les  Reêlangles  de  même  hau- 
teur font  entr’enx  commet  leurs  baies.  XIV.  14. 
Il  en  fiiut  donc  dire  de  même  des  Parallélogram- 
mes qui  leur  font  égaux. 

On  peut  aulli  prouver  ce  1.*  Corollaire  par  le 
premier , de  la  même  façon  qu’on  a déjà  fait  en  de- 
- - montrant  le  x.®  Théorème  de  la  première  méthode. 


IIÏ.  COROXLAIRE.- 

xir.  La-  raifon  de  ^leux  Parallélogrammes  quelcon- 
ques eft  toujours  compolee  de  la  raifon  de  la  hau- 
teur à la  hauteur  > & de  la  bafe  à la  bafe. 

Car  les  Parallélogrammes  font  toujours  entr’eux 
comme  les  Redanglcs  de  leur  hauteur  & de  leur 
baiC*. 

rv.cb- 
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\ IV.  Corollaire  general. 

T ou  T ce  qui  a etc  dit  de  la  raifon  des  Redan- 
^ glcs  par  la  comparailbn  de  leurs  cotez  angulaires  > 
eft  vray  des  Parallélogrammes  , en  comparant  la 
hauteur  à la  hauteur»  & la  bafe  à la  bafe.  Cela 
eft  clair  parla  raifon  du  precedent  Corollaire. 

des  PARALLELOGRAMMES 
EQUIANGLES. 

, THEOREME  GENERAL.' 

L rs  Parallélogrammes  cquiangles  font  entr’eux 
en  raifon  compose  de  leurs  cotez  angulaires  > de 
meme  que  s’ils  dtoient  reiftanglcs. 

Car  tous  les  Parallélogrammes  font  entr’eux  en 
raifon  compofde  de  celle  de  la  bafe  à la  bafo , & 
de  la  Hauteur  à la  hauteur:  . • • 

Or  quand  ils  font  éq^uiangles  > la  raifon  des cdtez-- 
obliques  fur  la  bafe  de  chacun  eft  la  même  que 
celle  de  la  hauteur  à la  hauteur.  Parce  que  les  li- 

fçnes  egalement  inclinc'es  font  en  meme  raifon  que 
èurs  perpendiculaires  qui  Aefurent  cette  hauteur. 
X.  iz, 

‘/F~7‘Æ7 

'f  « 

Exemple.  Soient  beSemn  deux  Parallclogramà 
mes  e'quiangles  , dont  les  hauteurs  foient/&^. 
Par  les  prccedens  Corollaires» 
he.  m».  ::  c 
Or/.p.  ::  km,  X.ii, 

Donc  bc.  mn.  : : c.  b.  ta.  Ce  qu’il  fallok 

démontrer.. 
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Corollaire  general.  ^ 

Tout  cequi  a été  dit  de  la  raifon  des  Reftangles  • 
entt’eux  par  la  cotnparaifon  de  leurs  rôtczangulai-^ 
res  t eft  vray  aufli  des  autres  Parallélogrammes  é. 
quiangles  par  la  meme  compaiailbn  de  leurs 
cotez  angulaires.* 

C’eft  à dire  par  exemple,  ^ue  s’ils  font  (èmJ 
blables  > le  grand  côté  du  premier  étant  au  grand  - 
côté  du  fécond)  Comme  le  petit  côté  du  prcmicc 
au  petit  côté  du  fécond:  ils  Ibnt  en  lailon  dou, 
blcé  de  leurs  côtez  homologues. 

Si  leurs  côtez  font  réciproques , (c’cH:  à dire  ,û  le 
grand  côté  du  premier  eit  au  grand  côté  du  fécond  , 
comme  le  petit  côté  du  fécond  ell  au  petit  côté  du 
premier,)  ils  font  égaux.  EtaiiiGde  tout  le  relie. 

GorcJllaire  particulier.- 

* 

Lorsc^ub  deux  lignes  pa|alleles  chacune  aux 
côtez  angulaires  d’un  Paralle- 
logramme  le  coupent  en  un  ^ 

meme  point  de  la  diagonale  , 
il  fe  Élit  4 Parallclogr^mes  « / 

dont-  les  deux  qui  ne  font 
point  coupez  pat  laÆagona.  ^ — ' 

le,  comme  A&Ë,  Ibnt 
égaux. 

Gir  ils  font  équiangles,  puifqu’il  y a un  angle  de  " 
i’ûh  qui  eft  oppofé  au  fommet  à un  angle  de  l’autre. 

Et  il  eft  vifible  pat  XIII.  50.  que  le  grand  côté 
d’A  eft  au  grand  côté  d’E,  comme  le  petit  côté  d’E 
cttaupetitcôtéd’A.  DoneA  KE. 

Je  l^i  bien  que  cela  le  prouve  ordinairement 
d’une  autre  maniéré  plus  palpable  -,  qui  eft  que  la 
diagonale  partage  pat  la  moitié  tant  le  Parallélo- 
gramme total , que  chacun  de  ceux  qui  Ibnt  au- 
tour de  cette  diagonale.  Donc  la  moitié  du  total  “ 
dans  laquelle  eft  A étant  égale  à la  moitié  dansla- 

quelle 
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V (}uelle  eft  £,  & ôtant  de  chacune  de  ces  deux  moi- 
tiez  deux  Triangles  cfgaux  > 1rs  deux  Paiallclo- 
grammes  qui  dcmeutccont  feront  égaux. 

DES  PARALLELOGRAMMES 
SEMBLABLES. 

I.  Theoréme. 


Deux  Parallélogrammes  fcmblables  > (c’cft  à 
à're  qui  c'tant  dquiangles  ont  leurs  côtez  propor- 
tionels  > ) font  en  raifon  doublcfe  de  leurs  cotez 
homologues,  comme  il  vient  d’étie  dit /«p.  17. 


IJ.  Theoréme. 

Les  côtez  homologues  de  deux  Parallélogram- 
mes fëmblables , étant  en  même  raifon  que  les  co- 
tez homologues  de  deux  autres  Parallélogrammes 
lèmblables  entr’euz  ces  4 ParaUelogrammes  font 
proportionels. 

Soient  les  deux  premiers  fèmblatdes  A 8c  Et  8c 
les  deux  derniers  I & O.  Si  la  raifon  'd’entre  les 
çôtez  d’A  & £ cfo  X.  V.  & de  meme  entreles cô- 
cèzd'l  81  O:. je  dis.,qucj.  ' 

A.  E.  I.  OJ  • 

A.  E. 


Car 


A.  E.  7 . 
I.  O.  S '' 


X X.  y y. 


DES  triangles. 

L E.  M M E. 

Tout  Triangle  eft  la  moitié  d’un  Parallélo- 
gramme Je  meme  bafe  & de  même  hauteur. . 

Soit  le  Triangle  Zi  c d.i  Si  de 
Aon  tire  A/  égale  & parallèle 
âlabafècd,  &que  du  point 
fon  tire/d  : je  ois  i.  que  h c 
d/cft  uu  Parallélogramme.  _ , 

Car  cd  8c  b f font  parallèles  * 

8c.. 
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& égales  par  la  conftrudion  ; &par  confequent  6 c 
& / (ilbnt  auffi  parallèles  & égaljcs , par  VI.  i8.  / 

Et  pat  confequent  6d,  quicIHa  diagonale  de  ce  . 
Parallélogramme , ledivifeen  deux  Triangles  egatfx  ^ 
hcdkhfi.  Donc  bcAAlz  moitié  de  ce  Par^eJo- 
gramme. 

Or  il  eft  vifible  que  ce  Triangle  & ce  Parallélo- 
gramme font  de  même  hauteur,  puifqu 'ils  font  en- 
fermez entre  les  mêmes  parallèles  hfSeti,  &qu'ils 
ont  la  meme  bafo , fçavoir  c d. 

Donc  tout  Triangle  eft  la  moitié'  d’un  Parairdo- 
granune  de  même  baie  & de  même  hauteur. 

ThEO|IÉME  general. 

Xxit.  Tout  Triangle  eft  égal  au  Reétangle  delà  moi* 
tié  dé  fà  bafe , & de  toute  fa  hauteur }.  ou.de  là  moi- 
tié de  fa  hauteur  & de  toute  fa  ba(e.  ' , 

Car  il  eft  la  moitié  d’un  Parallélogramme  dé  fa  ba- 
fè  & de  fa  hauteur.  Or  ce  Parallélogramme  eft  égal 
au  Redanglc  de  fa  bafo  & de  fa  hauteur. 

‘ Donc  prei^antla  moitié  de  la  bafe  & toute  la  hau. 
teur  , ou  la  moitié  de  la  hauteur  & toute  la  ba'è  , on  .. 
aunReélangrc  oui  vaut  là  moitié  duReéfangle  de 
toute  la  bafc  fie  ae  toute  la  hauteur.  Doncoa&utv  - 
Reûangleégal  au  Triangle.  * 

I. .  Corollaire. 

XXI IX  rianglca  de  meme  hauteur  & de  bafe  éga- 

le, font  égaux. 

Car  ils  font  tous  égaux  au  même  Reftangle , qui 
eft  celuy  de  la  moitié  de  leur  bafe  fie  de  toute  leur 
hauteur. 

II.  Corollaire. 

XX TV.  l-ts  Triangles  de  meme  hauteur  font  comme 
leurs  bafes  , & d’égale  bafe  comme  leurs  hau- 
teurs. 

Car  ilsfont  tous  égaux  à des  Reétangles  , qui  étaoc 

de 


Gonfle 
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de  tTiéirc  hautcurfontcomme leurs  baies,  &d  éga- 
le ba!e  comme  leurs  hauteurs. 

On  peur  aullî  prouver  ce  fécond  Corollaire  par  le 
premier , de  la  rr.cme  façon  qu'on  a demontre  le  4.® 
'Iheordmc  de  la  première  méthode.  • 

1 1 1.  Cp  R O L L A I R.  E. 

L A tailbn  de  deux  Triangles  quelconques  crt  toû-  X X ÿ', 
jours  compofee  de  la  raifonde  la  hauteurà  la  hau- 
teur, & de  la  baie  à labafe.  Car  ces  Triangles  font 
toujours  entr’eux  comme  les  Rcdlangles  de  la  moi- 
tié de  leur  balc&  de  toute  leur  hauteur,  qui- ont 
entr’eux  cette  railbn  corapolcc. 

IV.  Corollaire  general. 

Tout  eequi actcditdclarairondcs Redlangles  xxYI/ 
par  la  comparaifon  de  leurs  côtez  , eft  vray  des 
Triangles  par  la  compatailôndela  hauteur  à b hau- 
teur , & de  la  ba(è  à la  ba!c. 

DES  TRIANGLES 

EQVI ANGLES  ; * 

oufemblabUs, 

J 

I.  THEOREME. 

Tous  lesTrianglcsequiangles&parconlcqucnr  xxvir. 
(èmblablcs,  loin  en  railbn  doublée  de  b ràifbo  de 
leurs  cotez  homologues. 

Car  par  les  Cormlaires  ptecedens,  les  Triangles 
(ont  entr’eux  en  railbn  compolee  de  la  railbn  oe b 
bafe  à la  baie  ,&  de  la  hauteur  à la  hauteur.. 

Or  quand  ils  font  cquianglcs , les  cotez  fur  b balè 
de  part  & d'autre  font  chacun  à chacun  en  même  ^ 

- raifon  que  les  perpendiculaires  du  fommet  à b baie 
qui  en  mefurent  la  hau  ceur.  X . 1 1 . 

Et  par  conlèciuent  ils  font  en  railbn  compolee  de 
celle  ae  b balè  àia  baie , & d'un  côté  à un  côté. 
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Or  <ftant  équianglcs,  bafe  cft  à la  bafccomrac^ 
chacun  des  cotez  àchacun  des  cotez.  *• 

Etpatconfetjuenc 

leur  rai(bn  eft  com-  ^ 


Donc  tous  les  cotez  ayant  la  .mémerailbn  « clfa-‘ 
oin  à chacun , & avec  les  perpendiculaires  : la  railôn  • 
de  CCS  Triangles  hc  i & mn  o ne  peut  être  cbmpofdc 
delà  railbn  des  bafês  ed'Scn  o,  & de  celle  des  haû- 
* tcurs  ^^,  mp,  qu’ils  ne  foiênt  en  railbn  doublée  de 
l'une  de  CCS  raifons,  poifqu’elles  (btit  égales  ; &par 
• n>nléqaent  aulli  de  U raiTou  des  autres  cotez  homolO' 

gués  ) qui  eft  la  même. 

iî:  Theokémr 

XXTiit.  S I les  cotez  homologues  de  deux  Triangles  lem- 
blableslbnten  même  raifon  que  les  cotez  homolo- 
■ gués  de  deux  antres  Triangles  lèmblables  entr*eux> 
ces4TriangIcs  font  proportionels. . C’eftlaméme 
choie  que  ce  qu’on  a démontré  desPar^eiogram- 
mes.  /v*  10.  • 


DESS 
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DES  FIGURES 
SEMBLABLE^. 

L The  O RÉ  ME. 

Deux  fibres  (èmblablcs  quelconques  Ibnt  «n 
railbn  doublée  de  leurs  cotez  homologues. 

Car  par  XIII- 16.  clics  peuvent  être  partagées  dia-  • 
■cuneen  autant  de  Triangles  , tels  que  ceux  d’une  ' 
part  étant  lèmblables  à ceux  de  l'autre  , chacun  à 
chacun,  les  côtez' homologues  de  deux  femblablcs 
(èront  en  même  railôn  que  ceux  de  deux  autres 
quelconques  femblablcs. 

Ainlî  luppolânt  qu’elles  Ibicut  partage'es  chacu- 
ne en  4 T riandes  qui  foient 

A.E.  1.0° 
e.  i.  e. 

Par  le  pre- 
cedent Théo. 
rémcA.4.  : :£. 
e.  I.  i.  ::  O^o. 

Donc  par 
II.  A -h 
E — ^ I -+  O. 

* -+v.  ::  h. 

C dt  àdire  quela  plusgraudedes  Hrares  fembU-T 
dîles  qui  comprend  ces  4 Triangles  A.^I.  O.  ferai 
la  plus  petite  qui  comprend  les  Triangles  a.  e.i.9. 
comme  l’un  de  ces  Triangicscft  à fon  fcmblablc. 

Orces  Triangles  lèmblables  (ont  entr 'eux  en  rai- 
ton  doublée  de  leurs  bafes,  ay.  Sup.  & les  baies  de 
*ccsdcux  Triangles  femblablcs  tout  côtez  homolo- 
guwdecesdcux  figures,  (commeon aveu XIII.  z6.) 

, figures  femblablcs  font  ai  railbn  dou- 

ibléc  de  leurs  cotez  homologues. 


xris. 
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COROLI-AIRE.  . 

* Les  figures  fcmblablcs fout eiur’cllcs.conjmclcsv 
* ^ Quarrez  de  leurs  côrez  homologues. 

Car  , par  le  Theorcme  precedent  , les  figures  j 
femblabics  fon,t  entr’ellcscn  raifon  doviblée  de  leurs 
cotez  homologues.  . 

■ ' ' Or  les  Quarrez  de  ces  cotez  homologues  font  I 
aunkutr’eux  eu  raifon  doublée  de  cescôtczcj'ui  fout  ' 
leurs  racines.  Doue  &c.  . * ‘ - • ‘ 

t 

' IL  THEOREME.' 

31 X X I.  Si  Ton  conftruk  fur  l’hypotcuufc  & fur  les  deux  ' 
cotez  d'un  angle  droit  des  figures  lemblables  quel- 
conques : celle  qui  fera  conmrüite  fin:  l’hypotenu- 
Ic  fera  égale  aux  deux  qui  (cront  conflruites  fur 
les  cotez. 

Soit  b le  grand  côte'  de  l’an- 
gle droit  , le  petit  c,  l’hy- 
potenufe  h,  • 

La  figure  conftruite  (ùr  h 
foit  nommée  A;  fur  C,  E ,i 
& Car  h,  I. 

- Par  le  Corollaire  prece- 
dent > aliernando, 

A.  bb.  ::  E.  f c.  ::  I.  A b. 

DoncA— 1-E,  bb-Hc.  ; : I.  hh.  (par  IL  51.) 

Donc  alttruando , 

A-t-E.  I.  b b— hcc.  h h.  . - * 

Or  bb-\-ct  X^hh.  par XIV.  i6. 

Donc  A— bE  C3I.  Ce  qu’il  fiilloit  démontrer. 

Avertissement. 

XXXI  I.  PhvoU  par  Ih  que  ctttt  propofition  quoi  que  plut 
ge itérai e que  celle  des  Quarrer^ , n'a  dà  être  trahie 
■ qu'apret  celle  des  !^arre\  } parce  que  le  Sjparri 

‘fl 
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tfl  U vrajye  <y'  naturelle  mefure  de  la  dimenfion 
des  autres  figures  planes. 

DES  FIGURES 
REGULIERES. 

I.  Theoréme. 

Tout  Polygone  efl:  égal  au  Rcâaoglc  du  rayon  x x x r 1 1, 
droit , ( qui  clt  la  pcrpc'ndicu- 
lairc  du  centre  à l’un  des  cotez) 

& do  la  moitié  de  fon  pertme- 
tre  : ou  au  Triangle  qui  a pour 
hauteur  ce  rayon  droit , &pour 
baie  ce  perimette. 

Car  tout  Polygone  régulier  comprend  autant  de 
Triangles  tout-égaux  qu’il  a de  cotez  , lelquels 
ont  tous  pour  mefure  de  leur  hauteur  laperpcudi» 
culaire  du  centre  au  côte'  qui  leur  fert  de  balè. 

Donc  chaque  Triangle  cftégalauRcélangledece 
rayon  droit  qui  eftleur  hauteur , & de  la  moitié  de 
labalc.  12. fup. 

Or  toutes  CCS  moitiez  des  bafes  de  ces  Triangles 
priles  cnlemble  font  la  moitié  du  perimetre , puif- 
que  toutes  les  baies  font  tout  le  perimetre. 

Donc  le  Reélanglc  de  cette  perpendiculaire  & 
de  la  moitié  du  perimetre  cft  égal  à tous  ces  Trian- 
gles , & par  confequent  au  Polygone. 

Et  c’en  la  même  e^iolè  du  Triangle  qui  a pour 
hauteur  cette  perpendiculaire  , & pour  balè  tout 
le  perimetre  , puifqu’il  clt  égal  à ce  Rcétanglc. 

^22.  fup.  Outre  qu’d  efl:  «le  de  prouver  qu’il  elt 
égal  à tous  les  Triangles  que  contient  le  Polygo- 
ne , étant  de  même  hauteur  que  chacun  , & fa 
• bafe  étant  égale  à toutes  les  baies  des  autres  prifes 
.cnfcmblc.  ^ . 

' * - c : • 
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II.  Theoréme. 

■X  X X I V.  'Par  l’analogie  du  G:rclc  à un  Polygone d’unt 

infinité  de  cotez  , le  Cercle  eft  égal  au  Reébnglc  * ^ 
du  rayon  & de  la  moitié  de  la  circonférence  : ou  ‘ 
au  Triangle  qui  a pour  hauteur  le  rayon  > & pour 
' bafe  toute  la  circonférence. 

Nous  l'avons  prouvé  par  la  première  méthode-, 
qui  eft  la  Géométrie  des  indivifibles.  On  le  peut 
■ aulfi  prouver  par  la  voyc  d’Archimede , en  mon. 

• trant  que  le  Reâangle  du  rayon  & de  la  moitié 
de  la  circonférence  eft  plus  grand  que  tout  Pôly- 
jgone  infccit  au  Cercle,  & plus  petit  que  tout  cir- 
conftrit. 

Il  eft  plus  gjand  que  tout  inlcrit,  parce  que  l’iit- 
(crit,  parleTheorémc  precedent,  eltégalau  Rcc- 
tangledeia  perpendiculaire  du  centre  au  côté&de 
la  moitié  du  périmètre.  Or  cette  perpendiculaire 
eft  plus  petite  que  le  rayon  du  Cercle,  puisqu’elle 
eft  terminée  dans  le  Cercle  j & le  perimetre  du  Po- 
lygone inftrit  eft  plus  petit  que  la  circonférence  qui 
lecomprend,  par  la  maximed’ Arcbimede.  W.6. 

Donc  le  Reélanglc  du  rayon  du  Cercle  & de  la 
moitié  de  la  circot&rence  eft  plus  grand  que  tout 
■Polygone  inftrit. 

£t  il  eft  plus  petil  que  tout  Polygone  circonftrit , 
parce  que  le  Polygone  circonftrit  eft  égal  au  Reélan- 
. gle  du  rayon  du  Cercle , • ( qui  eft  alors  la  même  cho- 
lo|que  la  perpendiculaire  au  côté , ) & de  la  moitié 
de  Ion  perimetre,  lequel  perimetre  eft  plus  grand 
que  la  circonférence  du  Cercle  , puifqu  il  la  com- 
prend , ftlon  la  même  maxime  d'Ârchimcdc. 

Donc  &c. 

III.  Theoréme. 

X t X V.  L s s figures  régulières  de  même  elpecc  fbnt  en. 
tr 'elles,  en  .caiibn  doublée  de  celle  de  leurs  rayons 
droits. 
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Car  dits  font  égales  chacune  au  Rcclanglc  du  ra- 
^on  droit , &dcUitioicic  du  perimcuc.  Or  le  ra- 
yon droit  eftau  rayon  droit  comme  le  pcrimccre  au 
perimetre,  par  XII.  z6.  Donc  ces  Rcétanglcs  [aux- 
quels ces  figures  régulières  font  égales  ) étant  fem- 
blables,  font  entr'euxen  raübn  doublée  de  celle  du 
rayon  droit,  qui  cR  l’un  de  leurs  cotez.  (29. /«p.  ) 

I.  CÔRÔLLAIRE, 

Les  Cercles  font  entr’eux  en  raifon  doublée  de  ccl-  x x x v ï. 
le  de  leurs  rayons,  oudeleursdiatnecres,  ce  qui 
la  même  choie. 

ÏI.  Corollaire. 

Les  Cercles  font entr 'eux commclcs  Qparrczdc  yil. 

leurs  diamètres.  Car  les  uns  & les  autres  fout  ai  rai* 
fou  doublée  de  celle  de  leurs  diamctreE. 

ÎV.  Theorémé. 

Les  Triangles  fomblables  inferits  en  des  Cercles  xixviiU 
font  entr’eux  en  raifon  doublée  des  diamètres  de  œs 
Cercles:  ou,  ccqiiicft  lamêmechofo,  comme  les 
Cercles,  ou  comme  les  Quarrez  des  diamètres. 

Car  les  cordes  de  divers  Cercles  quifoûtiennent 
les  angles  inferits  égaux,  font  entr’ellcs  comme  les 
diamètres,  parX.  15  & 2^. 

Donc  les  cotez  de  ces  Triangles  fomblables  qui 
foâtienncnt  les  angles  égaux , ( qui  font  ceux  qu’on 
appelle  côtez  homologues,)  font entt’eux comme 
les  diamètres. 

Or  CCS  T rianglcs  étant  femblabics , font  en  raifon 
doublée  de  leurs  cotez  homologues.  (27.  fup.  ) 

Donc  ils  font  aufll  eu  raifon  doublée  de  ces  diame* 
très. 

Donc  ils  fontaalli  entt’euz  comme  les  Cercles 
£omme  les  Qpatrez  des  diamètres. 

Y 
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4 . * 

V.  THEOREME. 


XXXI X.  Lbs  figures  fcmblablcs  infcritcs  dans  les  Cerdes 
font  cntr’cllcs  en  raifon  doublée  des  diamètres. 

Car  comme  il  a été  prouvé  S.  29.&XIII.  26. ces 
figures  femblablcs  fc  peuvent  refoudre  en  Triangles 
fcmblablcs , chacun  d'une  figure  à chacun  de  l'autre , 
<]ui  feront  tous  infcritsdanslc  Cercle. 

Donc  tous  les  Triangles  d’une  figure  font  à tous 
ceux  de  l’autre,  ( & par  coufequent  une  figure  eft  à 
l’autre,)  comme  un  des  Triangles  d’une  figure  à un 
femblable  de  l’autre.  Or  par  le  T'hcorcme  prece- 
dent «es  deux  Trianglçs  femblablcs  font  entr’euxen 
raifon  doublée  des  diamètres,  Donc  les  figures  fem- 
• blablcs  infcritcs  dans  les  Cercles  font  entr 'elles  eu  rai- 

fon  doublée  des  diamètres.  Donc  aufiî  comme  les 
Cercles.  Donc  aulTi  comme  les  Quarrez  des 

diamètres,  ly.fup. 

\ ' 

I.  PROBLEME. 


XI.  t)£*^CAiKBlurun  côté  donné  le  Parallelogranl» 

tné  égal  & équianglc  à un  Parallélogramme  donné. 

Soit  le  Parai  fclo- 
gramme  donne  b c 
df.  Soit  continuée  cd 
jufqucs  à gi  en-fortc 
' que  d g foii  égale  au  ■ 
côté  donné. 

Soit  aulïî  continuée 
i/lufqucs  à ce  que/*  ^ 8-  ^ 

4 foitégalcà  d^.  Soit  menée  de  9 par  d une  indç- 


Soit  prolongée  â ir, 
en  r cette  indcfanic. 


Jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre 


Soit  prolongée  jufqucscn  A > en  forte-que 
foitégaicà^r. 

Joignant 
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Joignant  les  points  rk,&c  prolongeant /‘rfjufqucs 
cni^,  où  elle  rencontre  A ; 

Le  Parallélogramme  ihkg  fera  égal  & dquianglc 
au  donné  b ç df.  ( i S.  Suf.  ) 

II.  PROBLEME. 

F A I R B une  figure  égale  à une  donnée  i qui  ait  * ^ 
moins  d'un  côté  que  la  donnée.  Ccd  adiré  que  fi  la 
donnée  en  a 6 , on  en  cherche  une  qui  n’en  ait  que 
5 , & fi  elle  en  a 5 > on  en  cherche  une  qui  n'en  aie 
que  4:  de  fortêcjuepar  làoa  pourra  Tenir  jutqu’au 
Triangle. 

Soit  propofé  de 
réduire  l’Hexa- 
gone bedfghax 
un  Pentagone  qui 
luy  foit  égal." 

Ayant  prolon- 
» jetit«hili- 
g»c?5. 

PuisdcAje  tire  i o f 
fiir/^  prolongée  h 
/parSlele  à 

Et  de  b je  tire  b l.  Je  dis  que  le  I^tagone  ^hcdfl 
cft  égal  à l’Hexagone  donné. 

. Car  les  Triangles  A /A & A Ig  font  égaux,  parce 
qu’ils  fontCurla  même  bafo&  entre  mêmes  paraU 
lelcs.  [é.fup.)  . ' " 

Donc  ôtant  b lo  conimon  à l’un  & à l’autre t 
^9  Ademeureraégalà/jo,  &rout  lerefteeftcom- 
mun  à l’Hexagone  & au  Pentagone. 

On  réduira  de  même  le  Pentagone  bcd/liati 
Trapèze.  ^ 

Ayant  mené  la  ligneAf  : mener  de  l fijr  df  prolon- 
gée,/ w parallèle  à A/  \ 

Puis  tirer  A w.  . > 

On  prouTcra  dç  U ni êmé  manière  que  Ton  vient  de  ' 

V a foire 
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faire»  que  le  Tra- 
pèze b c d m (cra 
égal  au  Pentagone 
bcdfl. 

C^c  fi  de  i on 
tire  Une  ligne  àd, 

Et  de  t fur  / d 
prolongée  de  ce 
cotélàiCBparalle- 
)c  à ^ d : • • ’ 

En  tirant  hky  le  Triangle  ètdü  fera  égal  tant  ad 
Trapèze htdm^  qu’au  Pentagone bcdjl.  Et  ainli 
l‘Hcxa<»one  aura  été  réduit  en  un  Pentagone,  & le 
Pentagone  en  un  Trapèze,  & le  T rapéze  en  un  T riarl- 
gle* 


n 


avertissement 

ET  CONCLUSION; 

ÿè  Idijfe  d'amts  Trohlmesquifonttrésftciltsà 
^foudre  fdfUs  principes  qui  ont  iti  établis.  Outre  què 
n'ayant  entrepris  ces  Elemens  que  pour  donner  un  effay 
de  la  vràyemethode  qui  doit  traiter  les  chofes  fimplès 
ptMint  les  conipofies , o>*  lesgènéràles  avant  les  par- 
ticulières : je  penfe  avoir  fatitfait  à ce  deffèin , ^ 
avoir  montré  que  les  Gebmetret  ont  eu  tort  d'avoir  né- 
gligé cét  ordre  de  la  JJature.en  s'imaginant  qu’ils  n'a- 
vtient  autre  choje  à olfêryer,  /mon  qui  les  propofi- 
tions  precedentes  fervifieni  h la  préuve  des  fuivintesi 
au  lieu  qu’il  efi  clair , ce  me  femole,  par  cét  ejky  , que 
les  elemens  de  Ceoinetrie  étant  réduits  félon  l'ordre 
’ naturel , peuvent  être,  aujji  folidement  dCmontre-x^ , 
icy  font fanX  tomparaifon plus aife\<t  tonctvoir ty  a 
Itcttnir,  * 

. E I N.  . ■ 

•\  • s • ■ 
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SOLUTION 

D’UN  DES  PLUS  CELEBRES 

ET  DES  PLUS  DIFHCILES 

PROBLEMES 

D’AR1THMET1Q_UE,  ^ 

APPELLE'  COMMUNE'MENT 

i 

LES  QUARREZ  ' 

MAGIQUES. 


§.  i.  Ce  que  c'efi  que  ce  Problème. 

Y A N T un  Quarté  de  cellules  pair  ou  x, 
in^air  : 

Et  l'ayant  rcmply  de  chiffres  ou  lê- 
lon  l'ordre  naturel  des  nombres  1. 1. 

h 4-  ^ 

Ou  de  ^uelqu’autre  progreflion  arithmétique 
que  ce  fbit , comme  t.  5.  8.  ii.  14.  &c. 

Dif^fer  tous  ces  chiffres  dans  un  autre  Quarrd 
de  cellules  Semblable  à celui-là  > en  forte  que  tous 
les  chiffres  de  chaque  bande  foit  de  gauche  à droit  1 
/bit  de  haut  en  bas  , foit  même  les  deux  diagona. 
les  > failenc  toujours  la  même  Ibmme. 

. V 4 Soi«K 
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4<î4  EXPLICATION 

Soient  pris'pour  exemples  IcsQuarrcz  du  pour 
les  impairs,  & de  li  pour  Us  pairs,  comme  ou 
les  peut  voit  dans  les  figures  qui  font  à la  fin  de 
ce  Traitd. 

« 

2.  Cofijider  étions  fur  les  Qmr- 
rf*  naturels» 

3’APnttE  Qudrrt\  naturels  ceux  où  les  chif- 
fres Ibnt  diipofcz  en  progreffion  arithiuciiqne  , 
en  commençant  par  les  plus  petits. 

Sur  les  Qjüarrez  impairs. 

Dans  le  milieu  du  Quarté  impair  il  y a une 
cellule  qui  en  cil  le  centre.  Le  chiffre  qui  cfl: 
dans  cette  cellule  foit  nommé  centre  & marqué 
par  c. 

D 1 tous  les  autres  chiffres  la  moitié  font  plus 
petits  & les  autres  plus  grands  que  le  centre.  Les 
uns  foient  appeliez  fimplemcnt  petits  Se  les  autres 
grands. 

Les  cellules  autour  du  centre  foient  appel- 
Ices  i eutrinte. 

Autour  de  la  première  enceinte  y x.'  enceinte. 

Autour  de  la  féconde  enceinte,  enceinte. 

Et  ainfi  de  fuite. . 

Les  enceintes  i/*  t.®  5.*  7.»  9.*  Sec.  foient ap* 
pcllées  enceintes  impaires. 

Les  Z.®  4.®  6.'  8.®  ir.®  Sec.  enceintes  paires. 

Il  eft  important  de  confiderer  dans  chaque en- 
ù font,.les  petits  chiffres , Se  où  font  les 

tits  font  premièrement  dans  toute  là  ban- 
de d’enhaut , qui  eft  de  5 dans  la  1 .'®  enceinte , de 
5 dans  la  a ®,  de  7 dans  la  5.®  &c. 

Secondement  dans  la  bande  à gauche  les  plus 

hauts 


ceinte  c 
grands. 
Les  P 
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hauts  julqu  a celui  qui  cft  vis-à-vis  le  antre  /»-' 
clufivè.  ' 

Troifîifniemcnt  dans  la  bande  à droit  les  plus 
hauts  jufqu  a cclu^qiii  cft  vis-à-vis  le  centre  ex- 
' (lujhè. 

Sur  les  Quarriz  pairs. 

Il  n’y  a point  de  allule  qui  Ibit  au  centre. 
Mais  on  doit  prendre  pour  centre  la  moitié  de  la 
(bmme  que  font  le  premier  & le  dernier  chiffre. 

. Et  cette  fbmme  entière  s’appellera  i c. 

La  moitié'  des  bandes  , fçavoir  celles  qui  font 
les  plus  hautes,  contiennent  les  petits  chiffres,  & 
les  plus  balles  les  grands. 

Les  quatre  cellules  du  milieu  font  la  i.'"’ en- 
ceinte. 

Les  cellules  autour  de  ces  quatre,  la  enceinte. 

Celles  autour  de  la  (èconde,  la  3. «enceinte. 

Et  ainfi  de  fuite. 

Les  enceintes  i."*  3.®  5.*7.*9.«&c.  foient  auffi 
appelk'es  Its  enceintes  impaires. 

Et  les  1.®  4.®  6.®  &c.  les  paires. 

Les  petits  chiffres  font , 

1.  Dans  la  bande  d’enhaut  de  chaque  enceinte. 

2.  Au  côté  gauche  depuis  la  bande  d’enhauc 
^iqu’à  la  bande  où  commencent  les  grands  chif- 
fres. 

3 . Et  de  même  au  côté  droit. 

§.3.  PREPARATION. 

Le  plus  grand  myfterc  de  la  folution  de  ce  Pro- 
blème connfte  à marquer  par  lettres  quelques-uns 
des  petits  chiffres  de  chaque  bande. 

Qu  arrez  impair?. 

Dans  toutes  les  enceintes  généralement  mar- 

V 5 quel 


T 1 1 1.^ 

IX. 

X. 

XI. ’ 

XII. 

% 

XIII. 

XIV. 


j»sr 


D;.,:;:rad  by  Google 


T 


*V. 

/ 


4(10  EXPLICATION 

quer  le  coin  à gauche  de  la  baude  d'enhaut 
par  e. 

Le  coin  à droit  de  la  mime  bande  pat'  9. 
Le  milieu  de  cette  bande  pat  ^ tjt. 

La  cellule  à gauche  qui  ell  vis-à-vis  le  centre 
par  «. 

Marquer  de  plus  dans  les  enceintes  paires 
Deux  cellules  dans  la  bande  d’enhaut  égale- 
ment disantes , l'une  d'r,  l’autre  d’o>  par  les  me- 
mes lettres  accentuées  : 

L’une  par  i. 

L’autre  par  d. 

Et  la  cellule  à gauche  au  dedbus  d’e  par  m. 

Et  au  côte  droit  celle  qui  e(l  au  delTus  dclaccl. 
Iule  qui  elt  vis-à-vis  le  centre  par  C. 

Dans  les  Quarrbz  pairs. 

ivi.  Ni  rien  marquer  dans  les  première  & féconde 
enceintes. 

X V 1 ; . Dans  toutes  les  autres  généralement  marquer 
Le  coin  à gauche  d’enhaut  par  r. 

A droit  par  * e. 

, Le  plus  bas  des  petits  nombres  à drois  par  «. 
Le  plus  bas  des  petits  nombres  à gauche  par  C. 
xviii.  Mar  qjd  e r de  plus  dans  les  enceintes  impai- 
* rcs , à commencer  par  la  3 ( qui  eft  celle  qui  a 
C cellules  dans  la  bande  d’enhaut , ] 

4 cellules  dans  la  bande  d’enhaut  > deux  par 


& deux  par 

io. 

félon  ce  qui  a été'  dit  /îip.  15. 

A gauche  marquer  la  cellule  au 

deflbus  d’e 

par 

Et  a droit  celle  au  deiWs  d’«  par 
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§.4.  MAXIMES 

POUR  LA  DEMONSTRATION 
Ï)E  I,’ O PE  R AT  ION. 

Dluxchiffrcs,  run/»«/r,  l'MUcgrand,  cfga.  xtt\ 
Icmcnt  diltans  du  centre  , & qui  fe  joignent  pat 
une  ligne  pallant  par  le  centre  , font  une  fomme 
égale  à deux  fois  le  centre. 

Quand  un  pttit  chiffre  cft  marqué  par  une  x»î 
lettre  , fbn  grand  /bit  nomme'  { quand  on  le 
voudra  exprimer  ) par  la  majufcule  de  la  même 
lettre  ) quoi  qu’elle  ne  foit  pas  marquc'e. 

Ainfi  e,  E.  font  deux  fois  le  centre. 

Et  de  même  ».  A.  ou  Ç.  B.  ou  0.  O. 

Seconde  Maxime. 

> 

Qu  A T R E chiffres  dans  la  même  bande , dont  ^ 
le  premier  eft  autant  diftant  du  a.*  que  le  j.'du 
4.®  font  en  proportion  arithmétique.  ■' 

Et  par  conicquent  la  fomme  des  extrêmes  cft 
égale  à la  fomme  de  ceux  du  milieu, 

EXEMPLES. 

f . è.  : : à,  0.  Jionc  e.  0.  i x r r. 

D’où  il  s’enfuit  que  partout  où  font  cnfcmble 
g.i).  00  bien  ê à.  ou  leurs  majufcules  E.  O.  on 
peut  fuppofer  , lors  q^u’il  s’agit  de  trouver  des 
égalitez  avec  d’autres  chiffres  , que  c’eft  comme 
fi  c’étoit  e.  0.  E.  O ; parce  que  fi  l’égalité  s’y  trou- 
ve en  fiippofànt  que  c’efl:  e.  o.  elle  ne  fera  pas  trou- 
blée en  mettant  è.  à.  en  la  place  de  e.  a ; puifque  les 
deux  d’uuc  part  valent  autant  quelcs  deux  de  l’autre. 

Semblablement  pour  les  Quiirrcz  impairs  eu  pat-  xx  ui. 
ticulier, 

e.m.  ::  m,o.  Donc  e.o. 

y 6 Dans 
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Dans  les  Quarrez  pairs, 

XX  TV.  e.  Ç,  A.  Donc  e.  A.  î- 

Pour  trouver  A voyez  /«/>.  xo. 

Troisième  Maxime. 

Jtxv.  toRSQ.UE  4 cellules  font  un  Parallélogram- 
me reûauglc  ou  non  redangle  , leurs  4 chiffres 
font  en  proportion  arithmétique.  Et  par  confe- 
«juent  la  fomme  des  extrêmes  cil  c'galc  à la  fora- 
ine de  ceux  du  milieu. 

EXEMPLES. 

Dans  les  Q_uarrez  impairs. 


XXVI. 

f f». 

: ».  c. 

Doue  e.  c.  ~ m.  ». 

XXVI  I. 

t»  0. 

::  ».  c. 

Donc  m e.  ^0.». 

Z XV 111. 

0).  m. 

::  c.t. 

Donc  0.  S.  c. 

• 

Dans  les  pairs. 

X Xix. 

e.  0. 

; ; C.  ». 

Donc  e.  ».  ^ 0.  C. 

XXX. 

: : e.y. 

Donc  «.  y.  ff.  e. 

. §.5.  Méthode  pour  difpo fer 

^uement  le  Quarré  t?a- 
turel, 

XXXI.  Cettï  méthode  confifte  en  fort  peu  de  règles  î 
les  unes  generales  , les  autres  particulières  ; leloa 
lefquelles  il  fout  tranfportcr  les  chiffres  du  Quarrd 
'naturel  dans  le  magicpic. 


PKE- 


DES  QUARREZ  MAGIQUES.  4<S9 

PREMIERE  Réglé  generale. 

Itfagt  difpofcr  les  chiffres  par  enceintes,  ceux  xixii. 
d’une  enceinte  en  ''enceinte  femblablc  i & tout  le 
foin  tju’on  doit  avoir  d’abord , eft  de  içavoir  où  l’on 
doit  mettre  les  Petits  nombres  de  l’enceinte,  parce 
que  la  fituation  acs  petits  donne  celle  des  grands , Ce- 
lon  les  deux  règles  lûivantes. 

Seconde  Réglé  generale. 

Qu  A N D on  a plac^  un  petit  chiffre  dans  un  coin , x x x 1 1 1. 
il  faut  placer  fou  grand  dans  le  coin  diagonalement 
oppofe. 

Ainfi  tt  c'tant  place  dans  le  coin  gauche  de  la  bande 
d’enhaut,  il  faudra  mettre  A dans  le  coin  droit  de  la 
bande  d’em  bas. 

I 

Troisième  Réglé  generale. 

Hors  les  coins,  H faut  placer  les  grands  visa  xxxiv. 
vis  des  petits  de  la  bande  oppofc'e. 

C’efl:  pourquoyil  faut  obCr ver  de  ne  mettre  ja- 
inais  deux  petits  en  des  bandes  oppofees  vis  à vis  l’un 
de  l’autre. 

Corollaire  de  ces  Réglés. 

Les  chiffres  étant  difpofèz  folon  ces  règles , X X X y, 

11  s’enfuit,  I.  Que  les  chiffres  de  deux  bandes  op- 
pofdcs  pris  cnîèmble , valent  autant  de  fois  ccju’il  y 
a de  chiffres  dans  les  deux  bandes.  Car  un  petit  & un 
grand  \ aient  deux  fois  c.  Or  il  y a autant  de  petits 
que  de  grands.  Donc.  &c. 

Ils  ciiluit , 2.  Que  lors  qu’on  a prouve  que  les  x x x v i. 
chiffres  d’une  bande  apres  cette  difpolition  valent 
autant  de  fois  le  centre  qu’il  y a de  chiffres  , cette 
bande  clf  égale  à fbn  oppofoc.  . 

Il  s’einuic,  3.  Que  quand  il  y a autant  de  petits  xxxYXI. 

Y 7 chiffres 


470,  EXPLICATION 

chitftes dans  une  baïuiequc  dans  l’oppotcc  , &que 
la  Comme  des  uns  cil  eValeàla  (bmme  des  autres, 
c’eft  une  marque  allurc'e  que  la  bande  cil  égalé  à la 
bande. 

La  preuve  en  eft  facile  (ans  que  je  m’arrête  à l’cx- 
pliqucr. 

(Quatrième  Réglé  generale, 

iXrvm.  I L ne  faut  Ce  mettre  en  peine  d’abord  que  de  placer 

les  petits  chifTresqui  .'but  marquez  par  des  lettres  •, 
car  cela  fait,  le  relie  le  trouve  làns  peine  par  cette 
raifon  : ^ 

Dans  la  bande  d’enliaut , dans  quelques  Quarrez  & 
quelques  enceintes  que  ce  foit  , outre  les  cellules 
marquées  par  des  lettres , 

Ou  il  ne  relie  rien  : 

Ou  il  relie  toujours  des  cellules  non  marquc'cs 
en  nombre  pairement  pair  5 c’cll  à dire  4.  8.  i2. 

16.  &c. 

Et  de  plus  , les  chiffres  de  ces  cellules 
Ibnt  toujours  4 à 4 eu  proportion  arithméti- 
que. 

Donc  prenant  les  extrêmes  &les  mettant  dans  une 
bande , & ceux  du  milieu  dans  l’oppolee , ils  ne  trou- 
bleront point  l’égalité  qui  y ctoit  déjà  par  les  chiffres  - 
marquez  de  lettres. 

ixxix.  li-cncildcmêmcdcsdenxcôtez  droit&gauche. 
Car  les  petits  chiffres  qui  reftenr,  (s'ilen  relie  outre 
les  marquez  ,)  /ont  toujours  en  nombre  pairement 
pair,  4.  8.  II.  16.  &c.  & de  4 eu  4 en  propor- 
tion arithmétique. 

Donc  comme  ci  dclTus. 

Il  n’y  a donc  plus  à tè  mettre  en  peine  que  de 
dirpofer  les  lettres.  Ce  qui  le  fait  pr  les  règles 
particulières. 
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§.  6t  Réglés  particulières  pour  les 
Q^rrez.  impairs. 

Il  y a deux  réglés  pour  ces  Quarrcz  , l’une  xz. 
pour  les  enceintes  impaires  ^ & l’autre  pour  les 
paires. 


Tour  les  enceintes  impaires. 


Au  coin  gauche  de  la  bande 
d’enhaut  mettre  *». 

Au  coin  droit  de  la  même 
bande.  m. 

A la  bande  d’embas  en  quel- 
que cellule  que  ce  fbit , hors  les 
coins , t. 

A la  bande  du  côté  d’et  > 0. 


et  w 


Démonstration. 


•I I cft  requis  premièrement 
à démontrer  que  dans  la  ban- 
de d’enhaut  «.  £.  m.  valent 
trois  fois  le  centre.  D’où  il 
s’enfuivra  qu’elle  fera  égalé  à 
la  bande  d’einbas  ; par  ^6. 
fup.  ‘ 

Or  (paras.)  e.c. 

Donc  f,  c.E. 

Or  e.  c.  E.  en  3 c.  ( par  lo.  ) 

Donc  Ce  qu’il  falloir  démon- 

trer. 


Requis  fècondemeiit  à démontrer  que  a.  0. 
M.  valent  3 c.  D’où  il  s’enfuivra  que  cette  baude 
kra  e'gale  à l’oppofec,  par  3^. 

Or  (par  17.)  «, 0. 

Doue  «.c.M.  M. 

' ■ ' Or 


xir. 


X 1 1 1, 
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Or  »»  f.  M.  ~3C.  ( fil  20.) 

Donc  «.  0.  M.  3 c. 

Pour  les  enceintes  paires. 
xï.m.  It  fuiEra  de  les  figurer  tout  d’un  coup. 


e n 


Démonstration. 


Requis  premièrement 

' * 

à démontrer  que  la  bande 

c 

m 

d'etTibas  M.  è»  et.  à.  E.  \ / 

5 c.  C'eft  à due  quxlle 

/ 0 

vaut  cnièmble  cinq  fois  le  y'  p 

centre.  • / N.  ^ 

Ce  qui  fé  prouve  ainfi  î 

/ 

Par  17. 
m.  c. 

M/'- 

«•  d.  E 

Donc  e.  ».  o.  e.  m.  c. 

Donc  e.w.c.  M.E.  tlTè.  »(  d.  M.  E.  ( paij 
22.  ) 

Or  e.w.c.M.E.  ST5  c.  (pario.) 

Donc  M.  O.  E.  ~ 5 f . Ce  qa’il  falloir  dé- 
montrer. 

. B-  E ç^u  r s fccondeme nt  à démontrer  que  dans 
Ja  b.iiide  droite  m.  O.  E.  K 5 c. 

Ce  qui  l'c  prouve  ainii  : 

Par  13.  jp,p.  ^fn.9h 


# 
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Ponc  e.o.c. 

Or  c.  — C. 

Parce  que  >».f,  Ç.  (paraS.) 

Donc  e.  o.c.  C. 

Donc  c.  0.  c.  E.  O.  w.  ».  f.  E.  O. 

Or  e.o.c.E.O.  PS  5f.  (pario,  ) 

Donc  m.  O.  «.  ?.  E.  ' m 5 c.  Ce  qu’il  Ëdloit 
démontrer. 

§.  7.  Pour  les  QHnrrex,  pairs, 

O N laiflè  à part  les  deux  premières  enceintes , x l v r* 
qui  ont  leur  réglé  particulière.  * 

Peur  les  amres  enceintes  impaires. 

L A dilpolition  s’en  figure  aiidà  : x L v 1 1. 


ei  ci  O Ç 


Démonstration. 


REQ.UIS  I.  à démon- 
trer que  les  fix  chiffres  de 
la  bande  d'euhaut  dont 
uatre  font  petitt  , & 
eux  grands  qui  viennent 
de,  è & ^ qn’on  a mis  en 
bas  > valent  fix  fois  le  cen- 
tre. Ce  qui  fo  prouve 
ainfi  : 


XLVIII, 
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«.  A.  0.  O.  e.  E.  5=6  c.  ( par  lo.  ) 

Or  CCS  fix  Ictues  font  cgdcs  aux  lix 

•.  O.  C. 

Car  ôtant  les  mêmes  qui  (c  trouvent  de  part  & 
d’autre  , (^voîr  ».  o.  O.E.  il  ne  reftera  d'un  côté 
que  A.  e:  & de  l’autre  que  ».  C.  ' 

Or  { par  24.  ) A.  e.  ».  ff. 

Donc  les  lîx  lettres  *i.E.*.o.  O- <».  ^6e. 
Xtix.  Requis  2.  àdemontrer  que  «.e.y.  C:  ê.o. 

Car  fl  cela  ell  , les  grandes  (ètont  aufli  égales  aux 
grandes , & le  tout  au  tout , ( par  57O 
Suppofant  donc  que  é.  ô.  (oient  e.  0.  {fttp.  xt.  ) 
& ôtant  e & e de  part  & d’autre , refte  d'une  part 
#.  y.  & de  l’autre  C.  0.  qui  font  des  fommes  éga- 
les, (parîo.) 

Donc  ».  e.  ^Q.è.6.  ^ 

Donc  la  bande  clf  égale  à la  bande , ( par  }0. } 

Foht  les  enceintes  pitres. 

1^,  L A dirpofleioD  en  efl  liés  fuile  , & fc  figure 
aiflfl: 


Démonstration.  ' 

J EttE  eft  fl  facile  par  22.  29.  & 57.  qoçjcne 

m’amufe  pas  à l’expliquer. 

Cette  enceinte  fc  peut  encore  Élire  en  ttahfpo- 
fant  les  coins  &c. 
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§.  8.  particulière  pour  la  pre- 

mière & fécondé  enceinte  des 
Q^rrez»  pairs. 

Ces  deux  en- 
ceintes ne  font 
autre  chofe  que 
le  Quarrd  de  4 
qui  fait  , dans 
lequel  il  y a deux 
fortes  de  bandes. 

Quatre  qui  font 
la  fécondé  encein- 
te, & qu’on  peut 
appeller  les  ban- 
des txttrieurtt.  Et  quatre  autres  qui  coupent  le 
Quarrd,  & qu’on  peut  appeller  rr4»/bfryi/e/;  fça- 
roir  la  a.*  & la  3.*  de  haut  en  bas. 

Et  la  2.”  & la  3.*  de  gauche  â droit. 

Ce  qui  eft  caufe  que  ces  deux  enceintes  ne  I H 
le  peuvent  pas  difpofer  par  les  réglés  de  autres, 
c’elt  ^ les  4 chifires  du  milieu  âifànt  en  di- 
vers lens  quatre  bandes  de  deux  chacune  en 
Figne  droite  , & deux  en  diagonale  ; les  ban- 
des droites  ne  fçauroient  faire  des  lommes  éga- 
les , mais  feulement  les  diagonales. 

Or  ces  16  chifires  fè  pouvant  difpolèr  en  1 1 y, 
tant  de  maniérés  que  cela  eft  prelque  incroya- 
ble , fçavoir  en  plus  de  lo  millions  de  millions  : 
20:912:789:888:000. 

Il  n’y  en  a proprement  que  itf  qui  fbieut  ma-~ 

Çiques , c’eft  à dire  où  toutes  les  bandes  felTcnc 
des^mmes  cjgales  , f car  je  ne  compte  pas  pour 
diftcreotes  di^fîtions  celles  qui  ne  viennent  que 
<jc  ladifFercnte  fituatiou  du  même  Quarré.  ) 

E y Toiçi  comme  ou  les  trouve.  i y. 

Il  * 


.1 

i ! 

3 

4 

l ' -i'  . 



5 

6 

1 7 

8 

10 

II 

12 

- 

14 

15 

16 

1 1 1. 


47tf  explication 

Il  faut  prendre  toujours  les  chiffres  4 à 4 eu 
c^t  ordre  : 

1 . Les  quatre  du  dedans  ou  intérieurs. 

2.  Les  'quatre  coins  extérieurs. 

3 . Les  deux  du  milieu  de  la  bande  d’enhaut , 
avec  les  deux  du  milieu  de  celle  d'embas. 

4.  Les  deux  du  milieu  de  la  bande  à ^uche  , 
avec  les  deux  du  milieu  de  celle  à droit. 

Or  chacun  de  ces  chiffres  pris  ainfi  4^4  ( & 
qu’on  nommera  dans  la  fuitte  par  i.  i,  3.4.) 
peuvent 

Ou  être  lailTez  en  leur  meme  place;  ce  qui  fc 
marquera  pat  ' - a. 

Ou  être  tranfpottez  en  croix  S.  Andrd;  ce  qui 
fc  marq^ucra  par  c. 

Ou  aireâetn,ent  de  gau^chc  à droit  ; ce  qui  fe 
marquera  par  g. 

Ou  direcfementde  haut  en  bas  ; ce  qui  femar-, 
quera  pat  * h, 

tvi.  Suivant  ces  remarques,  & fè  fouvenant  de 
• ce  que  lignifient  les  4 nombres  ( i . z.  3 . 4.  ) & les 
4 lettres  (0.  c.  g.  fc.)  les  deux  Tables  fuivantes 
feront  trouver  fans  peine  les  16  di/pofitions  magi- 
ques du  Qaarrd  de  4 : ou  , ce  qui  cft  la  même 
cnofè  , des  deux  premietés  enceintes  de  tous  les 
Qparrez  pairs. 


I. 

II. 

III. 

. IV 

..  V. 

VI. 

VII. 

viir. 

I. 

0 

0 

0 

0 

c 

c 

c 

c. 

2. 

0 

. c 

g 

T 

0 

c 

g 

T 

3' 

c 

g 

c 

<r 

T 

« 

h 

0 

4- 

c 

k 

h 

c 

g 

0 

0 

g 

IX. 
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tt.  X.  XI.  xii.  xiit.  XiV.  xv.  xvr. 


À 


1. 

S. 

i 

K 

0 

g 

h 

h 

h 

h 

— ■ 

— 

a. 

0 

C 

g 

h 

0 

e . 

g 

h 

ï 1 

*— • 

1—4 

1—4 

,3- 

h 

0 

h 

0 

c 

A 

C 

g 

4* 

c 

k 

h 

C 

g 

0 

0 

g 

De  ces  i6  difpofitions  magiques  <Ju  Qiarré  de  t v i li 
4 il  y en  a deux,  fçavoir  la  i.*’*  & la  6.*>  où  on 
ht  cnange  que  8 chiffres.  • 

Deux  , envois. la  ii.«  &)a  li»*  où  on  lesckan-  ' 
^getous  1(6.  , " 

Et  douze  où  on  en  change  lii 

Voici  un  exemple  de  la  difpofîtion,  &ün  tViiii 
flûtr%de  la  i6k*  0n  la:fle  à trouver  les  autres. 


16 

2 

3 

*3 

13 

2 

P— 

k — ^ 

P 1— 

— « 

1— 

— 

5 

1 1 

10 

8 

8 

10 

Il 

5 

— 

— 

— 

— . 

9 

7 

5 

12 

12 

6 

7 

9 

. — 
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DEMONStRATtÔN» 

_ « 

C H A Q^u  I bande  tant  extérieure  que  tranfvcr-  lix^ 
' fale  du  Quartë  de  4 > ( ou  du  Quarrd  cosnpofé 

■ des 
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des  1 premières  enceintes  de  tous  les  Quarrez 
pairs , ) cli  de  4 chifttes  en  proportion  arithmé- 
tique. 

Et  pat  coniêquent  la  forame  des  extrêmes  eft 
dgale  à la  fomme  des  moyens. 

Soit  donc , pat  cxeniple , la  fomme  des  extrê- 
mes de  la  bande  d'ennaut  appellde  b : la  Comme 
des  moyens  qui  lui  efl  dgale  pourra  être  aullî  ap. 
pellée  bf  Sc  ainfi  toute  la  bmde  fera  b-^b. 

Et  par  la  même  raifbn  la  b^de  d’embas  pourra 
être  / -+/. 

Cela  étant  on  peut  &ire  ces  bandes  égales  pat 
deux  voies. 

La  I en  rranfpofant  les  extrêmes  de  l’une  à 
l’autre  (ans  changer  les  moyens.  Car  alors  i’uue 
deviendra  / i ' 

Et  l’autre  b — b/j  « ainfi  feront  égales. 

' La  2..*  eh  tranfpofànt  les  moyens  fans  chaîner 
les  extrêmes.  Car  alors  d’une  deviendra  b ~+ fi 
6c  l’autre  f b-,  6c  ainfi  feront  encore  égales. 

Il  ne  faut  qu’appliquer  cecy  à chacune  de  ces 
difpofitions>  6c  l’on  verra  que  les  traxfpofi- 
tions  que  l’on  y fiùt  les  doivent  rendre  magi- 
I ques.  " 

I 

§,  p.  Divers  moyens  de  varier  les 
QMrrez.  Aiagiques^ 

D B ces  moyens  j'omets  ceux  qui  font  trop  fà- 
ciles  à trouver , & je  n’en  marqueray  que  deux 

3ui  font  plus  importans,  & quon  a pratiquez 
ans  les  deux  exemples  qu'on  a donnez  desQuat- 
rez  magiques. 

P»REMIER  MOYEN., 

Nous  avons  fùppofé  qu’on  tranfporteroit  le* 

chilBccs 
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chift'rcs  de  la  première  enceinte  du  Quarrd  natu- 
rel dans  la  première  enceinte  du  Quarrtf  manque  ; 
& ceux  de  la  i.*  dans  la  1*  } & de  la  dans  la 

i)/&c.  Mais  cela  n’cft  pas  necelTaire.  Car  pour 
es  chiffres  marquez  de  lettres  j il  fuiîit  de  ne  les 
tranlporter  que  d’une  enceinte  impaire  à uneautre 
quelconque  qui]  foit  impaire  , comme  de  la  5 .*  à 
la  I.'*  j & d’une  enceinte  paire  à une  paire | 
comme  de  la  é.*  à la  4." 

SECOND  MOYEN. 

Et  pour  tous  les  autres  chiffres  non  marquez 
de  lettres  , on  les  peut  tranfporter  de  quelque  en- 
ceinte que  ce  (bit  à quelque  autre  euceiute  que 
l’on  voudra;  pourvu  qu’on  en  prenne  quatre  en- 
Icmblc  qui  fbienc  eh  proportion  arithmétique , & 
qu’on  ait  foin  de  mettre  les  extrêmes  dans  uUQ 
rande , & les  moyens  dans  la  bande  oppofee. 

CONCLUSION. 

Je  penfc  pouvoir  conclure  de  tout  cecy , qu’il 
n’cft  pas  podible  de  trouver  une  méthode  plus 
facile , plus  abrcgdc  & plus  parfaite  pour  feire  les 
Quarrez  magiques  > qui  eft  un  des  plus  beaux 
Problèmes  d’Anthmetique. 

Ce  qu’elle  a de  fingulier , c’ell  i.  qu’on  n’écrit 
les  chiffres  que  deux  fois. 

1.  Qu’on  ne  tâtonne  point,  mais  qu’on  efl;  tout- 
jours  alluré  de  ce  que  l’on  fait. 

3.  Que  les  plus  grands  Quarrez  ne  font  pas 
plus  difficiles  à faire  que  les  plus  petits. 

4.  Qu’on  les  varie  autant  que  l’on  veut. 

5.  Qu’on  ne  fait  rien  dont  on  n’ait  démon- 
ftration, 

é,  A quoy  on  peut  ajouter , que  cette  metho- 
. de 
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de  cft  fi  generale  , que  fans  y rien  changer  oit 
jtourroit  retoudrC  (ans  aucune  peine  par  la  meme 
Voie  cet  autfe  Problème  qui  paroift  encore  plus 
merveilleux  S 

Ayint  mis  dans  stH  Huarré  statmltous  Us  nom. 
hrts  que  l'on  voudra  en  progre^n  géométrique, 
iomme  1. 1.4,  S.  lé.cv'C.  Us  dijpofer  de  telle jorte 
dans  un  l^afré femblabU , que  tous  les  nomhrttde 
chaque  bande  multiplie^  Us  uns  par  Us  autres  Jaf. 
fent  une  femme  égale  à celle  que  font  les  nombres 
de  toute  autre  bande  mAltipUe\  aUJf  Us  uns  par  Ut 
autres.  ^ 

£n  voicy  un  cxemjJe  dans  le  Q^arré  de  3« 
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